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Ly thuyét déo ky thuat
4.1. Gidi thiéu

D6i véi nhiéu ting dung thuc t&, mot vat lidu c6 thé duge 1y tuéng héa va
dugc gid dinh c6 hiéu tng bién ciing cé thé bé qua, nghia 13, biéu d6 Gng
suat-bién dang don truc clia né vugt qua diém chay cé thé dugc xap xi
bdi dudng thidng nim ngang, véi mdc tng sudt hing o, (hinh 4.1a). Do
d6, bién dang déo dugc gia dinh 1a xdy ra dudi dng sudt chay hing. Ung
XUt nay duge goi la dng x{ chdy déo mot cdch hoan hdo hay tng x chay
déo Iy tudng.

Su 1y tuéng héa chidy déo mot cach hoan hio cé thé dan dén su don gidn
héa manh mé trong viéc phan tich bai todn két c4du phic tap. Cu thé,
doi voi vat liéu chdy déo 1y tudng, nhitng dinh ly gi6i han trén va duéi
day hiéu luc cia phép phan tich gi6i han cé thé dugc thiét lap, tir dé céc
phuong phép don gidn, truc tiép, va hién thuc d6i véi viéc uc lugng kha
ning mang tdi cia cac ciu tric theo phuong cach truc ti€p cé thé dugc
khai trién. Céac ly thuyét gidi han nay va nhiing Gng dung cta ching cho
cdc bai todn kj thuat két cdu sé duge ban dén trong cac tai liéu riéng.
Chuong nay chi dé cap dén cac quan hé ing sudt-bién dang cta vat liéu
chay déo ly tudng.

Quan hé ng sudt-bién dang trong truong hop don truc nhu duge biéu
dién trong hinh 4.1a thi kha don gidn. Tuy nhién, Gng x{ téng quat cia
vat lieu du6i mot trang thdi dng suat phiic tap thi khong dé hiéu, béi vi
né bao gdm sdu thanh phan ing sudt va sau thanh phan bién dang. Do
dé, van dé ndy sinh ra la 1am thé& nao tit cic méi quan hé Gng sudt-bién
dang don gidn dugc khdo sat tir thi nghiém Gng sudt don truc c6 thé
dugc téng quat héa dé du doan (ng xi cha vat liéu dudi trang thai ing
suat t8 hgp bat ky.

Chuong nay dugc chia thanh ba phan. Phan dau, tU muc 4.2 dén 4.6,
dugc danh hét cho 1y thuyé&t bién dang déo kinh dién. C4c kh4i niém co
ban clia quy luat chdy va tinh 16i, tinh phdp tuyén, va tinh don nhat dsi
v6i cdc vat liéu dan—déo ly tuéng dugc ban ludn mot cach chi ti€t. Phan
hai, muc 4.7, cung cAp mot thi du don gidn va giéi thiéu mot s dic tinh
clia Gng xi dan-déo két caAu. Phan cudi, tir muc 4.8 dén 4.11, dé cap dén
cac quan hé co sé doi v6i cac vat lidu dan—déo ly tuéng. Cac dang riéng
biét clia cdc quan hé ng sudt-bién dang gia s6 déi véi cdc mo hinh vat
liéu khéc nhau ciing dugc gi6i thiéu trong phan nay.
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Hinh 4.1. Mot vat liéu dan—déo ly tuéng. (a) Quan hé
ing suat — bién dang don truc; (b) su biéu dién hinh hoc
clia bé mit chay va tiéu chudn dat tdi va cat tai.

4.1.1. Giéi han dan héi va ham chay

Su tong quat héa cta gi6i han dan hoéi da duge ban luan truée day trong
chuong hai, noi ma giéi han dan hoéi cta vat liéu du6i tat ca cdc td hop
c6 thé clhia tng suit da dugc dinh nghia nhu 14 mot ham chiy theo tGng
sudt o;; dudi dang

flo;) = F(oy) -~k =0 (4.1)

Y nghia cia ham chiy nay c6 thé duge hidu t6t nhat theo cdch hinh hoc
nhu 13 mdt bé mit trong khong gian tng suat. Doi v6i vat liéu chdy déo
ly tuéng, ham chay dugc gid thiét gitt khong d6i. Do d6, thong s6 k
trong phuong trinh (4.1) 1a hing s6, va bé méit chdy dugc giit ¢6 dinh
trong khong gian tng suédt (hinh 4.1b).

4.1.2. Tiéu chuan dit tai va cat (do) tai

Bién dang déo x3y ra véi diéu kién 1a diém dGng sudt & trén bé mit
chdy. D& duy tri chdy déo, trang thai Gng suat phai giif nguyén trén bé
mat chdy. Diéu kién nay dugc goi la “dat tai”. Trai lai, trang thai Gng
suat phai gidm du6i bé mat chay; trong truosng hop nay, khong cé bién
dang déo xdy ra nifa va tat cd cac bién dang gia ting la dan hdi. Diéu
kién nay dugc goi la “cat (d&) tai”.



Ly thuyét déo ky thuat

Khai niém vé dat tai va cat tdi doi v6i trang thdi Gng suidt phic tap
dugc hiéu rd nhat khi f duge xem nhu 1a mot bé mit va o; va doj; nhu la
vector Gng sudt va vector gia s6 Ung suit trong khong gian Ung suit
(hinh 4.1b). Thi du, khdo sdt mot phan t& vat liéu trong trang thai chay
déo, dugc dat trung bdi vector oj;. Néu ta thém vao trang thai Gng suét
hién hanh o;; mot gia s6 tng sudt vo cing bé doj; (dat tai b8 sung). Ung
suidt b6 sung nay sé gy ra bién dang déo nita hay khong? Déi véi vat
liéu chay déo 1y tuéng, diém ng suidt khong thé di chuyén ra bén ngoai
bé mat chdy. Chay déo c6 thé xdy ra chi khi diém Gng sudt ¢ trén bé
mit chdy, va, do d6, viéc dat tdi b6 sung doj; phéi di chuyén doc theo
phuong ti€p tuyén clia bé mat chdy. Vi thé, diéu kién cho su tiép tuc
chdy déo, hay tiéu chudn dat tai, 1a

flo;;, k) =0 va df = a—fdcij =0 (4.2)
o;
va tiéu chudn cho su cat tai la
N of
f(Gij, k) =0 va df = a—dGij <0 (43)
o

ij

Nhu vay, ham chay f(c;) ciing phuc vu nhu la tiéu chudn ddt tdi dé€ bién
dang déo tié€p tuc, hay nhu 1a tiéu chudn cdt tdi dé bién dang dan hai.
Ham hodc bé mit chiy f(o;) ciing duge goi 1a ham hodc bé mdt ddt tdi.

4.1.3. Tensor gia s6 bién dang dan héi va tensor gia sé bién dang
déo

Do d¢ 16n ctia bién dang déo &f khong bi gi6i han trong qud trinh chdy
déo, do d6, ta phdi suy nghi vé mit cdc sudt bién dang & hay cdc thay

ddi bién dang vd cung bé, hodc cac gia sd bién dang, de;. Tensor gia so
bién dang tong dugc gid thiét 1a téng cla tensor gia so6 bién dang dan
héi va tensor gia s6 bién dang déo:

de; = dej + deff (4.4)

Vi dinh luat Hooke hay mé hinh dan hoi phi tuyén bat ky khac (xem
chuong 3) c6 thé dugc gid dinh dé cung cdp moi quan hé cin thiét céc
thay d6i Gng sudt gia s6 va bién dang dan, quan hé Gng sudt-bién dang
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doi v6i vat liéu chdy déo quy vé mot quan hé bao gém trang thai hién

hanh va céc thay d6i gia s6 cua Gng suit va bién dang déo. Mdi quan hé

mdéi nay d6i véi vat lidu chay déo ly tuéng sé& thu dugc mot cach chi tiét
trong chuong nay.

4.2. Thé ning chay déo va dinh luat chay

Dinh luat chay la su gid dinh dong hoc can thiét dugc quy dinh cho bién
dang déo hay chdy déo. N6 dua ra ty s6 hay cac do 16n tuong doi cta cac
thanh phan clia tensor gia s bién dang déo def. Do gia s6 def c6 thé
dugc biéu dién theo cich hinh hoc béi mot vector v6i chin thanh phan
trong khong gian bién dang, nhu dugc biéu dién trong hinh 4.2, do do,
dinh luat chdy ciing dinh nghia huéng cta vector gia s6 bién dang déo
def trong khong gian bién dang.

1
def = kﬁ
66“-
Ph\éng Tron
a
dsi‘j)
. b . Thé nang déo
dej C Oij oj g(oy) = flo;;) = const
o -
! Gij, 85
d/l__Goéce
N\
<
dsﬂ-’

Hinh 4.2. Su minh hoa hinh hoc ctia dinh luat chiy két hop.

Ching ta da thdy trong chuong 3 ring bién dang dan hoi c6 thé thu
dugc mot cach truc tiép bang cach 1ay vi phan ham thé ndng dan hoi
hay ham mat do ning lugng bu ddi v6i cdc Ung sudt oy [xem phuong
trinh (3.118)]. Nam 1928, von Mises da dé nghi kh4i niém tuong tu cta
ham thé ndng déo, né 1a ham vd huéng cia cdc Ung sudt, g(o;). Thé thi
c4ac phuong trinh chay déo cé thé duge viét dusi dang

de? = dr-28 (4.5)
acij



Ly thuyét déo ky thuat

¢ day di 1a hé s6 vo huéng duong cta tinh ty 18, né khac khong chi khi
chdy déo xdy ra. Phuong trinh g(cj) = constant dinh nghia mt bé mit
(siéu bé mdgt) ctia thé nang déo trong khong gian tng suit chin chiéu.
Céc cosine chi phuong clia vector phdp véi bé mat nay ¢ diém o;; trén bé
mit thi ty 1& véi d0 doc 0g/doy;. Quan hé (4.5) ham ¥ ring vector chay
déo def, néu dugc vé nhu mot vector tu do trong khong gian Gng suat,

dugc huéng theo phép tuyén ctia bé mit thé ning déo (hinh 4.2).

TAm quan trong dic biét 1a truong hop don gidn nh4t khi ham chay va
ham thé& ning déo trung nhau, f = g. Do d6,

def = dki (4.6)

o

va chdy déo tién trién theo phuong phdp tuyén cia bé mit chdy of/dc;
(xem hinh 4.2). Phuong trinh (4.6) dudc goi la dinh ludt chdy két hop béi
vi chdy déo dugc két néi hay lién két v6i tiéu chudn chay, trong khi
quan hé (4.5) vé6i f # g dugce goi 1a dinh ludt chdy khéng két hop.

von Mises da dung dinh luat chdy ké&t hogp cho su khai trién cdc quan hé
ing sudt-bién dang d6i véi cdc kim loai. Nhu sau nay sé& duge chi rd
ring (1) dinh luat chdy két hgp (4.6) phit hgp véi cac vat lieu chay déo
khéng thuan nghich noi ma coéng duge tiéu tén trong bién dang déo
khong thé dugc phuc hdi; (2) dinh luat Gng sudt-bién dang cta vat liéu
dugc dua trén dinh luat chay két hop sé dua dén 1oi gidi duy nhat cho
bai toan tri bién; va (3) dinh luat chdy két hop lam cho né c6 thé va
thudn tién dé trinh bay ré6 rang nhiing su tong quat héa khac nhau cta
c4dc phuong trinh chdy déo bing cdch khdo sat cac bé mit chdy va dit
tdi c6 dang phdc tap hon.

4.3. Pinh luat chay két hgp véi ham chay von Mises
Bay gio ta 14y ham chiy von Mises
floy) =da - k* =0 (4.7)

nhu 14 thé& ning déo. Thé thi dinh luat chiy c6 dang don gidn:

dsi‘j’ = dki =dLr s (4.8)
80”-
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¢ day s;; 1a tensor ting suét léch va di 1a hé s6 cua su ty 1& véi gid tri
o= 0 & ngico J, <k®hay J, =k? nhungdJ, <0
>0 & noicéd,=k*va dJ, =0

Phuong trinh (4.8) ciing c¢6 thé dugc biéu dién theo nhitng thanh phan
cla cédc gia s6 bién dang va céc Gng suat nhu

def _def deb v, _dyl, Iy

LI = =dr (4.9)
N S, s, 2t, 21, 21,
Tocts dY(p,ct oL d81
\ |
*dgi‘cj) def =1s;
Gij
0 Gocts dEgct
O9, dag O3, dsg
(a) Mit phang thiy tinh (b) Mat phang léch

Hinh 4.3. Dinh luat chay dugc ké&t hgp véi ham chay von Mises.

Céc quan hé (4.9) dugc biét nhu 1a cdc phuong trinh Prandtl-Reuss.
Chinh Prandtl, vao nadm 1924, d4 md rong cdc phuong trinh Levy-von
Mises [xem phuong trinh (4.15)] va 12 ngudi dau tién da dé nghi quan hé
ting suit-bién dang trong trudng hop bién dang phing d6i véi vat liéu
dan—déo ly tudng. Reuss, vao ndm 1930, d& md rong cdc phuong trinh
cia Prandtl cho truong hop ba chiéu va dua ra dang tdng quét cla
phuong trinh (4.9).

Moi quan hé gitia gia s6 bién dang déo def va ham chdy von Mises f =

Jo nhu dugc cho bédi cdc phuong trinh (4.8) hay (4.9), hodc dinh luat chay
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Ly thuyét déo ky thuat

dugc k&t hop véi diéu kién chdy von Mises c6 thé dugc biéu thi bang db
hoa trong khong gian ting sudt chinh ba chiéu. Tuy nhién, hinh ba chiéu
khé vé va thay cho viéc nay t6t nhat biéu thi hinh bing mét cit trén
mat phing thiy tinh va bing mit cit trén mat phing léch cia bé mit
ba chiéu nhu trong hinh 4.3. Phdp tuyén ctia bé mat chdy nhu duge nhin
doc theo truc thiy tinh 14 mot duong huéng kinh (hinh 4.3b) song song
v6i mat phing n. Do dé, huéng clia né song song véi huéng ctia hinh
chi&u cta vector Gng suat thich hgp o; trén mit phang n, di nhién, hinh
chi€u nay 1a vector thanh phan Gng sudt léch s;; cia vector (ing suit c;;.

Phuong trinh (4.8) hay (4.9) phat biéu ring mot gia s6 nhé ctia bién
dang déo dai‘j’ chi phu thudc vao trang thai hién hanh clia ing suit léch
si;, chtt khong phu thudc vao gia s6 Gng sudt doj; duge yéu cau dé duy tri
chay déo. Ngoai ra, cdc truc chinh clia tng sudt o; hay s; va gia s6 bién
dang déo dsi‘j’ trung nhau. Chi ¥ ring cdc phuong trinh nay chi trinh
bay vé ty so hoidc cdc do 16n tuong ddi ctia cac thanh phan trong tensor
gia s0 bién dang déo; chiing khong cung cdp théng tin truc tiép vé do
16n tuyét doi cta né.

Theo phuong trinh (4.8), Khong c6 bién thé tich déo; nghia 1a,

def =dis, =0 (4.10)

Diéu nay ciing c6 thé dugc thdy trong hinh 4.3a noi ma vector gia so
bién dang déo def vudng géc vdi truc thiy tinh, va do d6, thanh phan

bién dang thuy tinh, deP, bang zero.

Gia s bién dang téng dg; 1a tong cla cdc gia s6 bién dang dan hoi va
déo (hinh 4.4). N&u dinh luat Hooke [cdc phuong trinh (3.84) hay (3.96)]
dugc dng dung cho thanh phan bién dang dan hoi def va dinh luat chdy

[phuong trinh (4.8)] cho thanh phan bién dang déo deF, ta cé

ij ?

ds.
de; = Y 46 - Y do,, 5, +dis, = doucs , 98 s (4.11)
i E ij E ij ij ij oG ij

Phuong trinh (4.11) cling c¢6 thé dugc tach thanh cdc biéu thic gia sd
bién dang thé tich va léch hay trugt du6i cic dang
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1

dg; = S_chkk
1
de; = %dsij +dis; (4.12)

Trong cac ting dung thuc t&, ta khai trién phuong trinh (4.11) mot cach
rd rang theo cdc thanh phan (ng suit va bién dang, bing ba phuong
trinh d6i v6i céc gia s6 bién dang phap du6i dang:

de, = %[dcx ~v(do, + dcz)] +§dk[cx —%(cy +Gz):|’ ce (413)

va ba phuong trinh d6i véi cdc gia s6 bién dang trugt dudi dang:
dy,, = L d 2d)r 4.14
yyz—a Ty, + Tyzs oo (4.14)

Trong nhitng bai todn chdy déo 16n, bién dang dan hdi c6 thé dugc bd
qua. Trong truong hgp nhu thé, vat liéu c6é thé dugc ly tuéng héa nhu
vat liéu ciing-déo ly tudng, va gia s6 bién dang tdng de;; bang véi gia s6
bién dang déo def . Céc quan hg ing sudt-bién dang d6i v6i vat liéu nhu

thé& c6 thé dugc viét nhu

dSij = d}\.Sij
hay
de, _dey _de, _dvy, _dvy vy _ 0 (4.15)
N S, . 2, 21, 21,

trong d6 cdc chi s6 trén, p, cia cdc phuong trinh (4.8) va (4.9) da duge bd
di. C4c phuong trinh (4.15) dugc biét nhu la cdc phuong trinh Levy-von
Mises. Trong su tién trién lich si cta ching, chinh St. Venant, vao nam
1870, 14 ngudi dau tién da dé nghi riang cac truc chinh cta gia s6 bién
dang trung véi cac truc chinh Gng sudt. Cdc quan hé ng sudt-bién dang
tong quat nay da thu dugc sau nay béi Levy vao ndm 1871 va mot cach
doc 1ap béi von Mises vao nam 1913.



Ly thuyét déo ky thuat

Khai trién quan hé Levy-von Mises theo cdc thanh phin tGng sudt sé
din dén ba phuong trinh d6i v6i cdc gia s6 bién dang déo phap du6i
dang

2 1
de, :gdk{cx —E(Gy +GZ):| y e (4.16)

va ba phuong trinh d6i véi cdc gia s6 bién dang déo trugt dudi dang
dyys = 21,,d0, ... (4.17)

4.4. Pinh luat chay két hgp véi ham chay Tresca

Icl’ d81p

O9, dgg

(52—61=2k (53—61=2k

(a)
Hinh 4.4. Dinh luat chdy k&t hop v6i ham chiy Tresca. (a) Tinh phdp tuyén
clia vector gia s6 bién dang déo; (b) dinh A nhu la gi6i han ctia bé mit tron.

Bay gio 14y ham chdy Tresca nhu la thé ning chdy déo, trong khong
gian Ung sudt chinh né 14 hinh ling tru luc gidc thdng gém cé sdu mit
phing. Mat cit léch cha hinh ling tru dugc biéu dién trong hinh 4.4a.
Gia st réng thi tu do 16n cha cac tng sudt chinh 14 o; > 6, > o3; thé thi
ta c6 thé viét ham chdy tuong ing hay ham thé& ning chiy du6i dang

f=F(o;) -2k=01-035-2k=0 (4.18)

Theo dinh luat chdy két hop, cdc gia s6 bi€n dang déo chinh, de}, deb,

def, théa cac quan hé sau:
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of

def =dh—=dxr
0o,

deb = dka—f =0
Jo,

def = dka—f =—dA
0G5,

hay, trong dang c¢6 dong hon,
(def,deB,deB ) = d2 (1,0,-1), dr=0 (4.19)

Nhitng két qua tuong tu c6 thé thu duge d6i v6i ndm t8 hop c6 thé ctha
cdc thi tu gid tri dai s6 cla céc ting sudt chinh oy, oy, va os.

Do d6, cac gia s6 bién dang déo c6 thé dugc minh hoa biang hinh hoc
trong khong gian gia s tng suat chinh/bién dang chinh t§ hgp nhu dugc
biéu dién trong hinh 4.4a. Cé thé thay rang bat ky diém nao trén mat
phang AB, noi ¢6 o; > 65 > o3, cdc huéng clia cac gia s6 bién dang déo
thi song song v6i nhau va vuéng géc v6i mat phidng AB cta luc gidc
Tresca. Cac moi quan hé tuong tu c6 thé dugc trinh bay doi v6i nhiing
mat phing khac cta luc gisc.

Trong truong hop déc biét noi ma, thi du, o; > 3 = o3, tinh huéng sé ric
r6i hon, béi vi (ing sudt tiép cuc dai bing véi gia tri chay k khong chi
trén nhitng mat phing truot 45° song song truc chinh thd hai x, ma con
trén nhitng méit phang trugt 45° song song truc chinh thit ba x3. Do d6,
ta c6 quyén gid dinh ring su truot cé6 thé xdy ra doc mot hay hai mit
phing trugt cuc dai c6 thé:

(1) Omax = O1, Omin = O3
(def,de,deg ) = dn.(10,-1),  d6iveidr=0
(11) Omax = 01, Omin = O2

(dlef,deB,deB ) = du(1,-1,0),  d6i véidu>0

Trong truong hgp nay, ta sé gid dinh riang vector gia s6 bién dang déo
sinh ra 12 t6 hgp tuyén tinh cta hai gia s6 dugc cho ¢ trén, nghia 14,
11



Ly thuyét déo ky thuat
(def,dzB,deg ) = d2.(1,0,~1) + dy(1-1,0), i v6i d2 > 0, du > 0 (4.20)

Tinh huéng nay tuong duong véi trudng hop dic biét noi ma trang thai
Ging sudt hién hanh o; ndm trén dinh cta luc gidc. Nhu vay, vector gia
s6 bién dang déo phai nim giita hai phuong phép tuyén véi hai canh ké
nhau cda luc gidc (hinh 4.4a). Pinh nay hoac diém suy bién & bé mat thé
ning ciing c6 thé dugc xem nhu 1 mot trudng hop giéi han cia bé mit
tron & diém géc nay (hinh 4.4b).

Téng quat, 6 diém suy bién noi giao nhau clia mot vai bé mat chdy tron,
cdc gia s6 bién dang c6 thé dugc biéu dién mot cdch tong quat nhu la
mot t6 hgp tuyén tinh ctia nhiing gia s6 dugc cho bdi cdc phap tuyén cta
c4ac bé mit tuong Gng giao nhau ¢ diém, nghia 13,

dsi'j) = di, e

k=1 6Gij

(4.21)

Nhu vay, ¢ dinh, phuong ctia vector gia s6 bién dang khong thé dugc xéac
dinh mot cdch duy nhat. Hon nifa, néu bé mit chiy chia mot phan
phing (hinh 4.2 hay 4.4a), ciing khong ton tai méi quan hé duy nhat
gilia gia s6 ing sudt va bién dang. Téng quéat, su tuong Gng giita vector
gia s6 bién dang déo def va vector ing sudt o; khong luon 14 méi quan
hé mot-mot. Tuy nhién, ta c6 thé thay trong thi du duéi day cong déo
gia s6 dW, da dugc thuc hién hay sudt tiéu ton nang lugng ludon duge xdc
dinh mot cdch duy nhat béi do 16n cia suidt bién dang déo nhu duge cho
béi

dW, = c,de + 0,de} +o,del = 2k max|dgp| (4.22)

& day max|de®| ky hiéu gié tri tuyét doi cuc dai ctia thanh phan chinh
cla vector gia s6 bién dang déo.

4.5. Pinh luat chay két hgp v6i ham chay Mohr-Coulomb
Trong nhiing Gng dung cia phan tich giéi han, mot s6 vat liéu nhu bé
tong hay dat dugc 1y tuéng héa nhu la nhitng vat liéu dan—déo ly tuéng

tuan theo tiéu chudn chdy Mohr-Coulomb. Bé mit chdy Mohr-Coulomb
12 hinh chép luc gide khong déu. C4c mit cit léch cia né 1a nhing luc
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doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng

gidc khong déu nhu dugc biéu dién trong hinh 4.5. Ham chdy cé dang
nhu sau [xem phuong trinh (2.174)]:

1+sin¢ 5 1-sin¢ 1

oy - oy = (4.26)
2ccos¢d 2ccosd

¢ day ¢ 1a géc ma sdt noi va c 1a luc c6 két. Phuong trinh (4.26) ciing c6
thé dugc viét trong dang nén nhu [xem phuong trinh (2.179)]

mo; — 03 = f’c d61 Vo1 G1 = Cg = G3 (427)

¢ day f. 1a doé bén nén don truc va m 1a hé s6 do bén gitia £, va £, £; 1a
do bén kéo don truc (xem muc 2.3.3). D& thu dugc biéu thic cho gia s
bién dang déo (dsﬁ’,dg‘z’,dag), ba trudng hop sau day phai dugce khdo sat
mot cach tach biét.

Truong hop 1. Piém Ung sudt chiy nim trén mit phing bé mait cha
hinh chép, thi du, trén mé&t AB (hinh 4.5), ¢ ddy c; > 2 > o3 va phuong

trinh (4.27) c6 hiéu luc. Theo dinh luat chay ké&t hgp, ta c6 cac gia s6
bién dang déo nhu sau:

def =mdx, def =0, def =-di doi véi da > 0 (4.28)

O1

d24(m,0,-1) dXo(m,-1,0)

dAg(0,m,-1) [T d25(0,-1,m)

G2

dis(-1,m,0) diy(-1,0,m)
Hinh 4.5. Pinh luat chay dugc két hgp véi bé mat chdy Mohr—-Coulomb.
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hay, du6i dang nén,
(def,dzB,deg ) = d2.(m,0,-1), i vei dr >0 (4.29)

Nhitng két qua tuong tu c6 thé thu duge do6i v6i nam thd tu dai s6 khéc
c6 thé cla cac Ung suat chinh oy, 65, va o3. Nhitng k&t qué nay dudc tém
tét va dugc biéu thi bing dd hoa trong hinh 4.5.
Chi ¥ ring gia s6 bién dang thé tich déo la

ded = def + deb +def = dr(m-1) (4.30)

Dom = f/f; 1, né6 ddn dén mo hinh vat liéu Mohr-Coulomb véi tiéu
chuidn chdy két hgp luon du dodn su gidn nd thé tich trir trong truong
hop dic biét m =1, né rat vé trudng hop ctia mod hinh vat liéu Tresca.

Tt phuong trinh (4.30), ta c6 thé tach tdng cia cdc gia so6 bién dang déo
chinh thanh hai phan: thanh phan nén

2|d82

va thanh phan kéo

=d\ (4.31)

> def =mdi (4.32)

Mot su tach roi nhu thé ciing c6 thé dugc thuc hién d6i v6i nim mit
phéng khac ctia hinh chép. Do d6 ta cé

p
& =m (4.33)
¥ |de?

deb = 3" def — 3| (4.34)

Bay gio, ta khdo sdt thém gia s6 cong déo dW,. Theo dinh nghia, ta c¢6
dW, = o,de} + 6,de} + o4de} = (o;m - o) dA (4.35)
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doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng

Bing cich dung cic phuong trinh (4.27) va (4.31), phuong trinh (4.35)
tré thanh

dW, = /¥ |de? (4.36)
hoac
fe 5 gep
dW, = > > de} (4.37)

Truong hop 2. Piém Gng suat chdy nidm trén cdc mép ctia hinh chép, thi
du, doc theo mép A (hinh 4.5), § day c; > 63 = o3 va hai bé mat

moc; — O3 =fc

mo; — Og =f’c

giao nhau. Trong trudng hgp nay, phuong trinh (4.21) c6 thé dugc ap
dung. Do dé, céc gia s6 bién dang déo tuong tng dugc biéu dién nhu

(dsﬁ’,dsg,dag) — da., (M, 0,—1)+ d, (m,~1,0)
= [(dA; +dy )m,—dh,,—dA, ]

(4.38)

Vector bién dang nay niam giita cic phuong phép tuyén véi hai bé mat
ké nhau. Céc quan hé tuong tu cé thé thu duge doi v6i nadm canh khéc.

Su thay d6i thé tich déo thu dugc tir phuong trinh (4.38) nhu
deb =m(di, +dh, ) —(di, +di,)
né6 1a tdng clia hai phan: phan nén

¥ |de?

=di, +d,
va phan kéo

¥ |dep| = m(d2, +d,)
15
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va chiing ta c6 thé thiy ring

deb = ¥ def - 3" |dz? (4.39)

Ta c6 thé thdy ridng de® >0 ddi v6i m > 1, va ring cdc phuong trinh
(4.33) va (4.34) van con gia tri. Bing phép vi phan tuong tu nhu phuong
trinh (4.35), ta c6 thé thu dugc biéu thic gia s6 cong déo dW, trong dang
nhu sau:

dWw, = (G1m — o5 )dA, +(om - (Sz)dk2

(4.40)
= £} (dAy +dh,) = X |de?

Truong hop 3. Piém tng suat chay trung v6i dinh cia hinh chép, noi sdu
bé mit giao nhau. Theo tht tuc tuong tu, mot biéu thic tuong tu véi
phuong trinh (4.38) d6i v6i bién dang déo dsf c¢6 thé thu duge. Ching ta
ciing c6 thé chi ra rang céc phuong trinh (4.34) va (4.36) van con gia tri.

4.6. Tinh truc giao, tinh 16i va tinh don nhait d6i véi vat rin
dan-déo ly tudng

Dinh luat chay két hop hay dinh ludt truc giao da duge thdo luan trude
day da dugc thiét lap mot cach vitng chic trong 1y thuyét todn cla bién
dang déo kim loai. S& dugc chiing té6 trong phan sau day ring do diéu
kién khong hoéi phuc cia bién dang déo ngu ¥ ring cong dugc tiéu ton
vao bién dang déo trong mot chu ky 1a duong, cong déo duong dan dén
tinh 16i clia bé mat chdy va tinh truc giao cia chdy déo, va ring diéu
kién truc giao, hay dinh luat chdy két hgp, ddm bdo tinh duy nhit cia
161 gidi cia bai todn tri bién dan-déo. Tinh truc giao ctia chdy déo va
tinh 16i cia bé mit chay 1a ban chat rat téng quat ddi véi cdc vat lidu
dan-déo ly tudng ciing nhu nhitng vat liéu bién cing.

4.6.1. Tinh 16i ctia bé mit chay va tinh truc giao cia chay déo

Béi vi dac tinh khong hoéi phuc cia bién dang déo, cong dugc tiéu ton
vao bién dang déo khong thé dugc phuc hodi. Piéu nay nghia 1a cong cta
cdc Gng sudt trong su thay déi ctia bién dang déo 1a duong mdi khi su
thay d6i bién dang déo xay ra. Trong chuong nay, ta sé nghién ciiu céc
han ché& nao ma diéu kién khéng héi phuc nay dit chéong lén mdi quan
hé tng sudt-bién dang déo.
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doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng

Hay khdo sat thé tich vat liéu don vi trong d6 c6 mot trang thdi tng
sudt dong nhat o) ¢ trén hay ¢ trong bé mat chay (hinh 4.6a). Gia si

mot tdc nhan bén ngoai lam ting cdc tng suit doc theo 1o trinh ABC
nidm bén trong bé mit cho dén khi o; nim trén bé mit chdy duge dat
dén. Cho dén bay gio chi c6 cong dan hoéi da xay ra. Bay gio gia s riang
tdc nhan bén ngoai gitt cho trang thdi Gng sudt o; ndm trén bé mit
chdy trong thoi gian ngidn. Chiy déo phai xdy ra, va chi c6 cong chay
déo xay ra sudt qud trinh chdy déo. Tiép theo tdc nhan bén ngoai lam
gidm oj; va trd lai trang théi dng suat o; doc theo dudng dan héi DE.

Do t4t cd cdc thay déi dan hoéi thuan tdy 1a hoi phuc hoan toan va doc
lap v6i 1o trinh tif o; dén oy va tré vé G5 tat cd ning lugng dan duge
hdi phuc. Cong chay déo duge thuc hién béi tdc nhan bén ngoai trén chu
ky dat va cat tdi la tich vo hudng cla vector Gng sut oy — o) va vector

gia s6 bién dang déo def . Su yéu ciu cong nay la duong doi v6i bién

dang déo dian dén

Khong dugc phép
(b) (c)

Hinh 4.6. Tinh 16i ciia bé mét chdy va tinh truc giao cia chiy déo.
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(o o} )def >0 (4.41)

Y nghia hinh hoc cta biéu thidc (4.41) duge cho du6i day. Né&u cdc toa do
bién dang déo dugc dat chong 1én cac toa do ting sudt, nhu hinh 4.6, tich

v0 hudng duong doi héi mot géc nhon gitta vector tng sult oy — o va

vector gia sd bién dang déo def. Do tdt ca cac vector tng sudt kha di, oj
— o, phéi théa phuong trinh (4.41), diéu nay chic chian din dén cac hé

qua sau day:

(i) Tinh 16i: Bé mat chdy phai 16i. N&u khong 16i nhu duge biéu thi trong
hinh 4.6b, cic phuong c6 thé clia doy bao trim hon 180° d6i véi mot
vai mat phing di qua def. Do d6, goc gilta o — o va def c6 thé 16n
hon 90°. Tuy nhién, phuong trinh (4.41) yéu ciu géc giita ching nhé

hon 90°. Vi thé& bé mat phai 16i.

(ii) Tinh truc giao: Vector gia s6 bién dang déo def phdi vudng géc voi
bé mit chdy & mot diém tron va nam giita cidc phap tuyén ké nhau 6
mot géc. Nhu duge biéu thi trong hinh 4.6¢c, néu bé mit 16i va phing
¢ di€ém A, def phai vuong géc v6i bé mat d€ ma n6 lam véi tat ca
cac vector Gng sudt kha di oj; — G; mot géc vudng hay nhé hon, va
diéu kién (4.41) dugc thoa. N&u bé mat c6 mot goc tai diém B, c6 vai
sy ty do vé phuong clia def nhung vector nay phdi nam giita cdc

phép tuyén ¢ diém ké véi goc dé cho phuong trinh (4.41) dugc thoa.

DPac trung khong héi phuc ctia bién dang déo doi hdi gia sé cong déo
duong

dW, = GideiFj) =dio; o >0 (4.42)
3.

i

Vi tich v hudng cia vector ban kinh o;; trén bé mit chdy va phép tuyén
ngoai cla bé mit chdy of/dc;; khong 4m (hinh 4.2), ching phéi hgp
thanh mot géc nhon d6i v6i bé mit 16i. Nhan ti d)\ trong phuong trinh
(4.6) dugc xem 1a c6 lién hé véi do 16n cua gia s cong déo dW,, va hé so
dA nay phai luéon duong khi chdy déo xdy ra dé ddm bdo ban chit khong
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doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng

hoi phuc ctia bién dang déo. Chd y ring ham chay la f = F - k; do dé,
of/oc;; = OF/0c;;, va phuong trinh (4.42) ¢6 thé duge rut gon vé

AW, = o, 2 = dnF (4.43)

60”
khi F 13 ham dong nh&t bac n theo cdc Gng sudt, nhu d6i v6i hau hét cac
ly thuyét trong bién dang déo kim loai.

4.6.2. Tinh don nhat ciua 16i giai va diéu kién truc giao cda chay
déo

Tinh don nhat cia 1oi gidi ctia bai toan tri bién do6i véi vat lieu dan hoi
da dugc thdo luan trong muc 3.6.4. Trong muc nay, ching ta sé xem xét
ring yéu cAu tinh don nhit ciing dugc théa ddi v6i vat lieu dan—déo ly
tuéng néu diéu kién truc giao dugc dit chong 1én quan hé tng sudt-bién
dang.

Ching ta hay gid dinh ring bai todn tri bién chia hai 1oi gidi: dof”,de(”

va dci(jb) , dsgjb) ,

ca hai tuong dng véi dT; trén Ag, du; trén A,, va dF; trong

V. Tiép theo phuong trinh cong 4o dugc 4p dung, gid si u; lién tuc &
khép noi trong V,

Jo, dT/dudA + [, dT dudA + [, dF dydV = [, do;dz,dV (4.44)

¢ day cac dai lugng dudc danh d4u ngdi sao duge quan hé thong qua su
can bang va cac dai lugng khong ddanh dau ngdi sao la tuong thich.
Khong cdn c6 quan hé giita hai tap hgp gia s6. Do dé, hiéu giita hai
trang thai gid dinh a va b c6 thé dugc thay vao phuong trinh (4.44) mic
di do{” —do{® khong can va thuong khong gay ra de{” —de{” . Su thay thé

dua dén
[, (dof? —dof®)(def” ~de®)dV = 0 (4.45)
b6i vi dT® =dT® trén Ar, du® =du® trénA,, va dF® =dF® trong V.

Bing c4ach dung su biéu dién hinh hoc ctia muc truéc, ta dién dat hiéu
clia hai gia s6 Gng sudt ¢ mot diém da cho ctia vat thé trong phuong
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trinh (4.45) béi Ado; :dci(jb) —dci(ja), hiéu cda céc gia s6 bién dang dan béi

Ade®

7, va higu cla céc gia s6 bién dang déo béi Adef. Bay gio ham bi tich

phan cda tich v6 huéng trong phuong trinh (4.45) phai triét tiéu, nghia
1a,

dl = AdoAde, = Ao, (Adef +Adsf ) =0 (4.46)

Ap dung quan hé @ng sudt-bién dang vao phuong trinh (4.46), dI c¢6 thé
dugc biéu dién trong dang bac hai. Né&u ta c6 thé chiing té rang dI xéc
dinh duong, phuong trinh (4.46) sé dan dén Adeg; = 0 va Ado;; = 0, tinh
don nh4t duge théa. N6i cach khéc, bat ci quan hé tng suat-bién dang
gia s6 n6 ddm bao riang ham bi tich phan dI x4c dinh duong sé théa diéu
kién don nhat.

Bay gid Ade} duge quan hé véi Adoy béi dinh luat Hooke tong quat, va
tich vé huéng Ado; Adg; xdc dinh duong. D6i véi tich vo huéng Ado;; Adg;,
ba truong hop phai duge khao sat mot cach riéng ré:

Trudng hgp 1. C4 hai 16i gidi cdu thanh qué trinh dat tii ¢ diém dang
dugc xem xét. Trong trudng hgp nay, Ado; phdi ndm trén mit phéng
ti€p tuyén véi bé méit chdy déo 1y tuéng (hinh 4.1b). Dé thay ring néu
vector gia s0 bién dang déo def vudng géc v6i bé mat chdy, thi tich vo

huéng AdojjAdef s& khong am doi v6i tat ca cac vector Adoy chung ti€p
tuyén véi bé mat nay.

Truong hgp 2. C4 hai 10i gidi cAu thanh qud trinh c4t tdi. Trong truong
hgp nay, Adel = 0, két qua la dI xdc dinh duong do AdojjAdef xdc dinh
duong.

Truong hop 3. Mot 101 gidi cdu thanh qua trinh dit tai, 101 gidi khac cdu
thanh qud trinh c4t tdi. Néu ta 18y dof” nhu la dat tai véi del' va do|”

nhu la c&t tai véi defl® =0, tich vo hudng Ado;;Ade? c6 dang

(dci(jb) - dci(ja))dgs(b) = dcsi(jb)dgfj)(b) - dci(ja)dsi?(b) (4.47)
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Do dci(jb) cdu thanh qud trinh dit tdi nén vector gia s6 Ung suit dci(jb)
phdi n3m trén méit phing tiép tuyén. N&u vector gia sd bién dang déo
dg!j?(b) theo huéng phap tuyén ngoai clia bé mat chay (hinh 4.2), tich vo

huéng dci(jb) dgi‘j’(b), s6 hang diu tién trén vé& phai clia phuong trinh (4.47),

bang khong béi vi dcsi(jb) truc giao véi dgi‘j’(b). Vector gia s6 Ung sudt khéac
dcsi(ja) phai huéng vao bén trong clia bé mit chdy béi vi né tao thanh qua
trinh c4t tdi (hinh 4.1b). N&u vector gia s6 bién dang déo dsﬁ(b) vudng
gbc véi bé mit chay 16i f, vector gia s& (ng suit dci(ja) s& luon tao thanh
géc tu vé6i dsﬁ.’(b). Do dé, s6 hang thi hai trén vé& phdi cia phuong trinh

(4.47) s& mot dai lugng khéng 4m. Trong truong hop dang khao sat, thi
tu ma hai 11 gidi duge thuc hién khong dnh hudng dén d4u cha tich vo
huéng Ado;;Adef bdi vi cd hai Adcy va Adef thay déi ddu khi thd tu nay

bi dio nguge. Do d6, ta c6 thé két luan ring dinh luat chiy k&t hgp thda
diéu kién don nhat.

Nén chi y & day riang méc du s6 hang déo trong phuong trinh (4.46),
AdoiAde?, ¢6 thé biang khong, s6 hang dan héi, AdojjAdef, luén xdc dinh

ij ?
duong trit khi Ado;; = 0. Tinh don nhit, trong y nghia nay, duge thiét 1ap
doi v6i truong hop dan-déo nhung khong duge thiét 1ap doi véi trudng
hop cling—déo noi ma s6 hang dan bang khong 6 moi thoi diém.

Bay gio ching ta c6 thé phat biéu rang quan hé don gidn g = f ¢c6 mot y
nghia dic biét trong 1y thuyét todn hoc ctia chdy déo. Hai hé qua truc
ti€p ctia diéu nay bay gio da rdo rang. (1) Vector gia s6 bién dang déo def

phai vudng géc v6i bé mit chdy hodc bé mit dit tai f(o;;) = 0. Diéu nay
bay gid dugc biét nhu 1a diéu kién truc giao. (2) Loai cdc quan hé tng
sudt-bién dang nay dan dén tinh don nhat cda 1oi gidi cia bai toan tri
bién. Nhu s& dugc thay trong nhitng tai liéu lién quan, quan hé truc giao
(4.6) cling dan d&n mot cach kha truc tiép sy thiét 14p cdc dinh 1y manh
mé vé phan tich giéi han cia chdy déo 1y tudng.

Loai diéu kién truc giao nay la mot ban chat rat téng quat. Trong
chuong 5, tai liéu sé chiing té ring quan hé nay ciing thich hop d6i véi
nhitng vat liéu c6 bién cing. Diéu kién truc giao dugc ap dat lén dinh
luat tng suat-bién dang déo c6 nhitng ham y manh mé& d6i vé6i tinh don
nhat cta 16i gidi cho nhitng vat thé bién cing va chiy déo ly tuéng. N6
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ciing dan dén cac su hinh thanh ctia cdc nguyén 1y bién phan va cuc tiéu
tuyét doi.

4.7. Bai toan dan-déo don gian: sy gian né cida hinh tru thanh
day

Trong muc nay, ta s& dé cAp mot cdch kha tudng tan ng x{ clia mot két
cdu don gian dugc lam bing vat liéu dan—déo. Su thdo ludn nay sé gitp
ching ta hiéu mot s6 déic tinh co ban va nhitngkh4i niém hifu ich cia
bién dang dan déo cha két cdu. Thi du dugc lua chon dé phan tich la
mjt 6ng thanh day, véi hai dau dugc déng kin, du6i tdc dong clhia 4p suit
bén trong. Ong c6 ban kinh trong a va ban kinh ngoai b (hinh 4.7). Ta
sé& gid dinh ring 6ng di dai dé c4dc anh huéng cia dau mit khong duge
cdm thay la ving can dugc nghién ciu.

Do6i v6i bai todn nay, to6t nhat lam viéc trong toa do tru (r, 6, z); r 1a
khodng cach ban kinh dugc do vudng géc tir truc cia 6ng, 0 1a toa do chu
vi géc duge do tir méc (chudn) tuy y, va z 1a khodng cach truc duge do tir
mot mét phdng mdc tiy ¥ song song vdi truc.

4.7.1. Cac phuong trinh co ban

Chi ¢6 mot phuong trinh can bing c6é gid tri 1a puong trinh can bing
theo huéng kinh

Hinh 4.7. Mit cidt ngang cia 6ng thanh day chiu 4p sudt trong.
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doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng
do, oc4-o

dr r

L=0 (4.48)

Céc phuong trinh tuong thich biéu dién cdc méi quan hé hinh hoc giita
bién dang va chuyén vi. Chuyén vi van dugc gid st nhd, va néu u la
chuyén vi huéng kinh cta diém c6 ban kinh ban dau la r,

du
. _du (4.49)
"odr
va, bang cich gid dinh bién dang d6i xiing,
g =2 (4.50)
r

Theo phuong doc truc, lic nay ta chi c6 thé phat biéu diéu kién “6ng
dai” d6i véi su gidn dai cua 6ng khong udn:

g, = constant = C (4.51)

Céc quan hé nay don thuan 1a hinh hoc, va do d6 ching c6 4nh hudng
bat chap bién dang 1a déo hay dan hai.

Vat liéu clia 6ng dugc gid st 1a dan—déo 1y tuéng. Trong mién dan hoi,
Ung xi cia vat litu dugc md td theo hai hing s6 dan hoi, Young’s
modulus E va hé s& Poisson v. Béi vi r, 0, va z 1a, do déi xdng, nhiing
huéng chinh, ta c6 thé viét cac quan hé co ban dan hoi:
Egr = Oy — V(Ge + GZ)
Eey = 09 — v(o, + 0,) (4.52)
Egz = 0; — V(Gr + GG)
DPiéu kién chay la cia Tresca, va dinh luat chdy dugc két hop véi né
bang céich thic cia diéu kién truc giao.
Cdc diéu kién bién dac biét don gian:
;=0 tair=D> (4.53)
o,=-p tair=a (4.54)
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¢ day p 1a 4p luc bén trong. Cudi cung, theo phuong doc truc, su can
bang toan thé yéu cau

pra® = I:chzrdr (4.55)
4.7.2. Loi giai dan hoi

Phan tich dan héi cho bai todn nay thi khong phiic tap. Tru6c tién s
dung phuong trinh (4.51) dé khit o, khéi phuong trinh (4.52). Rbi tiép
tuc khtt u khéi cac phuong trinh (4.49) va (4.50) dé dua dén quan hé
tuong thich

i = (1) (4.56)
Thay &, va g theo o, o, va C [phuong trinh (4.51)], bang cach dung céc
quan hé vira thu duge. Piéu nay din dén phuong trinh vi phan tuyén
tinh bac nhat theo oy, o,, (do,/dr) va (doy/dr), nhung thuc t&€ khong chiia
C. Khif 6y va doy/dr bang cach dung phuong trinh nay va phuong trinh
(4.48) d& dan dén phuong trinh vi phan bac hai theo o,. Gidi phuong
trinh nay véi cdc diéu kién (4.53) va (4.54) dé c6

5 5 paZ(r2 b2

Thay thé& vao phuong trinh (4.48) dua dén

2 2 pa®(r® +b?
Gezp[tsz'f“]]/[:?—‘q:ﬁ (4.58)

Dé xac dinh Gng suit o,, ta dung cidc két qua nay thay vao phuong trinh
tha ba cta cac phuong trinh (4.52) va chd y phuong trinh (4.51). Viéc
nay sé tao ra

2

GZIV(GI,-FGQ)-}-EC:ZVL-FEC (4.59)
(" ~a)

Thay thé o, vao phuong trinh (4.55) ta c6
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e, = C = paX(1 - 2v)/[E(? - a?)]
Né&u ta gia st bién dang phang, nghia 13, ¢, = 0, thé thi
v=0,5 va o, = 0,5(c; + op) (4.60)

Phuong trinh (4.60) ngu ¥y rang, d6i v6i bai todn nay, dé thoa cd hai diéu
kién ¢, = 0 va phuong trinh (4.55), v phai 14y gia tri dic biét 1a 0,5.

Chuyén vi huéng kinh, u, thu dugc tir nhitng phuong trinh (4.50) va quan
hé thi hai cta (4.52):

U=re, =

(1+v)a’p | (1-2v)r p?
E(b2_a2)[ (1+v) +r_2} (461

Di nhién, su phan bé Ging sudt dan hoéi nay chi 4p dung néu p di nhé dé
diém tng suit (c,, oy, G,) G tdt cd cdc ban kinh & bén trong thanh 6ng
nam trong quy dao chay.

Chi y ring, tit phuong trinh (4.60), o, ludn 14y gi4 tri 1a Gng suat chinh
tha hai, nghia 1a,

Gy > G, > Oy
Do d6, diéu kién chay cia Tresca 1a
G — Oy = Gy (4.62)

¢ day o, la tng sudt chdy trong kéo don truc. Thay thé cdc phuong trinh
(4.57) va (4.58) vao phuong trinh (4.62) dan dén

2 2
6o -0, = 2p[tr’2J / (22 - 1) = 5, (4.63)

Tir phuong trinh (4.63), ta thady néu ap suit dugc gia ting mot cach déu
dan, Gng suit chdy tru6c tién sé dat dén ¢ bé mit trong, r = a. Do dé,
dung phuong trinh (4.63) v6i r = a, ta tim thdy ring ap sudt dé diém
chdy dau tién xdy ra dugc cho béi
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2
S, a
-p, =20(1-2 (4.64)

Chi ¥ ring ap sudt doi véi chidy déo dau tién tai r = a 14 mot ham cha
ty s6 b/a va khong ham cta kich thuéc tuyét déi cia ong.

4.7.3. Su gidn né dan-déo

Néu 4p suat dugc gia tang trén gia tri cho chdy déo dau tién, ving chay
déo mé rong sé trai ra phia ngoai ti bé mit bén trong.

D€ phan tich trang thai mot phan dan, mot phan déo nay, gid si rang 6
mot s6 trang thdi trong su gidn nd cha 6ng, bién dan—déo c6 ban kinh c.
v6i a < ¢ < b, nhu dugc biéu dién trong hinh 4.8. Tai r = ¢, dé o, = —q;
nghia 13, xem 4p sudt huéng kinh q tai ban kinh nay. Vung dan hdi phia
ngoai khong thé phan biét gitta 4p suat q dugc gay ra bdi ving chdy déo
ho#c q dugc cung cdp bdi chat 16ng. Do d6, ta c6 thé thay riang do miit
ngoai khong chiu tdi, cdc phuong trinh ma ta di thu dugc 4p dung trong
mién dan héi v6i ky hiéu a dugc thay thé béi c. Cu thé, vi ing suat phai
¢ tai diém chay tai r = ¢, phuong trinh (4.64) cho

2
6o, C
_% (.S (4.65)
g 2[ b2J

S

Viung déo

Viung dan hdi

Hinh 4.8. Vung déo dugc chita bén trong ving dan hai.
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Bay gio bang cich quay lai ving déo, ta tim thdy ring chia khéa cho

trang thai 1a diéu kién chdy (4.62). Thay thé& (4.62) vao phuong trinh
can bing (4.48), ta c6 thé tich phan truc tiép dé thu dugc

o, = oglnr + constant (4.66)

Hang s6 dugc xac dinh tir didu kién bién o, = —q tai r = c. Sau cung, ta
co

r
o, =—Qq+0o,ln—
r 0 c

Thay thé& (4.65) d6i v6i q va st dung diéu kién chdy (4.62) sé mang lai
cdc Ung suit trong vung déo nhu

ro c?

=00/ NG -3 157
(4.67)

ro1 c?

Gy = Op |nE+E 1+b—2

Bay gio ta c6 thé dung diéu kién bién o, = —p tai r = a dé thu dugc

2
p=q+coln§=0—;[1—g—2j+coln§ (4.68)
Do d6, doi vé6i gid tri bat ky cda c giita a va b, 4p sudt tuong dng c6 thé
dugc tinh todn va cdc Gng sudt oy va o, trong ong ciing c6 thé dugc xdc
dinh v6i moi gia tri cha c. Hinh 4.9 chi ra nhiitng két quéd cho 6ng véi b/a
= 2 d6i véicac gid tri khdc nhau cia c¢/a. Chd ¥ ring trong ving déo céc
Ung suat xdc dinh tinh, va, khi da cho 4p sudt & mot bién thi 4p suat &
mot bién khédc dugc xdc dinh. Do d6, cdc phuong trinh trong ving déo,
ngoai tinh don gidn hon nhitng phuong trinh trong viing dan hoi, 1a loai
khéc. Thuc t& phuong trinh cin bing va diéu kién déo cé thé duoc giai
mot cach truc ti€p ma khong cé su tham khdo dén bién dang-nghia la,
trang thai 1a xdc dinh tinh-1a ké&t qua cda viéc khong bit cip tng suit
va bién dang, né sinh ra tit dang khong bién ciing dac biét cla vat lidu
chay déo ly tudng.
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c/a =2

115

1.5

1.25

%
-0.8 L L
%

Hinh 4.9. C4c phan bé lién tuc clia cdc Gng sudt phap theo phuong chu
vi va huéng kinh trong bai todn gidn nd dan-déo ctia 6ng: b/a = 2.
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4.7.4. Bién dang dan déo

Can chi y ring su gidn nd huéng kinh ctia viing déo duge diéu khién béi
bién dang dan héi ctia ving dan bao quanh hoan toan ving déo. Viung
dan hoi c6 thé dugec xem nhu chiu dung mot 4p suat q giong nhu phan
déo bén trong cia 6ng dugc lam day chit 16ng. Piéu nay din dén mo
hinh bién dang bén trong 6ng trong diéu kién dan-déo la mo6 hinh rat
don gian-khong c6 su gian dai doc truc, va do vat liéu khong nén trong
ci hai mién dan héi va chdy déo, bién dang c6 thé dugc biéu dién mot
cach dé dang theo mot thong s6 don gidn. Mot ky hiéu tién 1gi cha bién
dang 1a su mé rong huéng kinh clia 6ng, uy, tai r = b.

2
YU _30o5(C (4.69)
b 4E.\b

St dung két qué nay vao phuong trinh (4.68) va sip x&p lai, ta tim dugc

@:1_i£u_b+|n 4Eu +2In9 (4.70)
N 3o, b o, a

Mo6i quan hé gitta 4p suat va su md rong huéng kinh nay 4p dung véi s6
liéu da cho a < ¢ < b, tir d6, dung phuong trinh (4.69), ta thu dugc

b <1 (4.71)

2
20 _[B° _4|[4E Y (4.72)
o, |a° 3o, b
Khi bién dan-déo dat d&n bé mit ngoai, ¢ = b, va phuong trinh (4.68)

tré thanh

20 _o1pR (4.73)
o, a
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2p
o A
1,51 T
— S
1,0 —
R
0,5 —
97Z28 1 I I S I I O A A
U 0,5 1,0 4 E u,

3o, b
Hinh 4.10. Pudng cong gidn né—ap sudt dan-déo biéu thi tng xi cat tai.

Ap sudt “chay déo hoan toan” p. = coln(b/a) duge duy tri néu ong gidn né
thém. Theo gia thiét dan-déo 1y tudng, c6 kha ning cic bién dang 16n
v6 han xdy ra ma khong cin vong tron dan hdi bao quanh.

Nhiing két qud nay duge vé d6i v6i b/a = 2 nhu dudng cong ORST trong
hinh 4.10.

Sau cling, c6 ba giai doan ing xt d6i v6i 6ng khong Ging suat ban dau véi
cac dau duge bit kin, dugc lam bang vat liéu dan—déo ly tudng va chiu
mot 4p sudt bén trong gia tang déu dan:

(i) Giai doan dan héi, trong dé tat cd vat liéu bién dang trong mién dan
hbi.

(ii) Giai doan dan-déo trong d6 viung déo phia trong dugc chda trong
mién dan hoéi. Vung déo md rong khi 4p suat gia ting, nhung céc su
thay d6i dang—né dugc diéu khién bdi vung dan hdi-c6 cung kiéu
nhu trong giai doan dan héi.

(iii) Giai doan chdy déo hoan toan trong d6, ving dan hdi phia ngoai da
bi&n mat, 6ng khong bi rang budc dé gidn né bing bién dang déo va
dat d&n nhitng thay déi hinh d4ng 16n hon mién dan héi nhiéu.
Ngoai trit cdc dnh huéng bac hai, su giin né déo xdy ra & ap suat
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hing duge goi 1a dp sudt suy sup déo. O 4p sudt nay, ta du dodn,
ong sé& phong ra dang ké, va c6 thé vd ra.

4.7.5. Cat tai

Bay gio gid s 4p suat, da dugc ting 1én dén mién dan-déo, duge gidm
mot cdch déu dan cho d&n khi 4p sudt bing lai zero. Piéu gi xay ra cho
cdc Ung suit trong ong?

0.2

-———
——
——
—_

-0.2

—— Khi gia tai

-0.4} — == Sau khi cat tai

-0.6 L

-0.8%

Hinh 4.11. Su phan bé clia Gng sudt phdp theo phuong chu
vi, huéng kinh, va doc truc 6 mot giai doan cu thé trong
gidn né dan—déo ctia 6ng va sau khi bd 4p suit.
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Vi su rd rang, ta khdo sat mot truong hgp cu thé, b = 2a, véi 4p suit
(dugc tdc dong vao dng khong cé ting suadt ban dau) da ting dén gid tri
tuong Ung véi ¢ = 1,5a, nghia 14, theo phuong trinh (4.68), p = co[7/32 +
In(1,5)] = 0,6240,. Cac phan b cla cdc ting suit chinh duéi nhiing diéu
kién nay dugc biéu thi trong hinh 4.11 (cdc dudng cong day da). Khi ap
sudt bit dau gidm, dudng nhu 1a vat lidu, né6 da & tng suit chiy, sé cb
“mic” GUng sudt cia né bi gidm, va do d6 sé& lai tré§ vao mién dan hoi
ngay lap tic. Béi vi bay gio ta c6 bién dang déo vinh cdu trong vung
chdy déo da c6 trude day, ta phai luu y cdc quan hé dan héi (4.52) khi
xem xét nhitng thay déi cua tng suit va bién dang. Khi tat ca vat liéu
dang tng xt dan hdi, ta c¢6 thé si dung nhitng két qua tir (4.57) dén
(4.59) dé tinh toan nhiing thay doéi vé o,, ce, va o, doi v6i cac gia s6 ap
luc am. Thi du, d6i v6i su c4dt bd 4p sudt hoan toan, ta phai tru khéi
phan bd Gng suidt dan-déo trong hinh 4.11 mdt phan bd Gng suit sé x3ay
ra & ciing 4p sudt néu vat liéu vAn dan hoi. Piéu nay dugc biéu thi trong
hinh 4.11 (nhitng dudng cong bi gay). Di nhién, bay git ta phai kiém tra
ring noi nao vat liéu chiu tdc dong tng sudt ma khong chiy déo. Diéu
nay dugc tién hanh mot cach dé dang trong truong hgp hién tai vi-c, 1a
ing suit chinh thd hai-ta phai kiém ching ring |cs — o.| < oo & moi
noi; trong hinh 4.11 diéu nay thi rd rang.

Hinh 4.12 biéu thi viéc cung cap dir liéu vé cdc dudng cong Gng suit
trong mat phang n. Do o, = (o, + 65)/2 & moi noi (diéu nay chia dung gia
thiét ring day la truong hop trong ving déo clia qué trinh dit tii dau
tién), t4t cd cdc diém nim trén duong thang di qua gdc vudng géc véi
hinh chiéu cia truc o,. Cac diém A, B, va C tuong tng véi cic ban kinh
a, b, va ¢, khi p = 0,624cy, va A’, B’, va C’ tuong Gng vdi cung cac ban
kinh khi 4p suat da dugc cat bé. R6 rang la diéu kién chay khong bi vi
pham trong trang thai cat tdi. Bing cadch dit tdi dé dua 6ng vao mién
chdy déo cuc bo va roi cat tai, ta tao ra su phdn bé ting sudt du.

Bay gio néu ta gia ting lai 4p sudt, cdc diém Gng suit trong hinh 4.12
sé vé lai cdc 16 trinh ci cia ching gita A’, B’, C’ va A, B, C; chay déo sé
bat dau lai 6 p = 0,6246,, va & cac 4p sudt cao hon (ing x{ sé chinh x4c
nhu thé 1a ap suat da dugc gia ting vugt qua diém nay & 1an dit tai dau
tien. Ung x ap sudt-chuyén vi huéng kinh du6i chuong trinh dit tai
nay dugc biéu thi béi dudng cong ORSU trong hinh 4.10; né rat giong
v6i ting X1 tdi-gidn dai trong thi nghiémkéo clia vat liéu bién cing.
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1
A pc B |4
A ] *r—9
0) C

Hinh 4.12. Cédc dudng cong ting suat d6i véi dng chay déo
cuc bod khi dit 4p sudt va sau kho cat bd 4p suit

4.7.6. “Su ling xuéng”

Mot khia canh quan trong khéac ciia hién tugng diéu chinh su phan bé
ting sudt lai trong cdc két cdu bing chay déo dugc gi6i han cha vat liéu
déo dugc thay trong nhitng cau tric mang cdc tai tac dong ldp lai va lan
lugt. Mot mo hinh ph4 hiy kha di du6i nhitng tinh huéng nay la hdéng
do méi chu ky thap ctia phan két ciu qua bién dang déo chu ky. Diéu gi
c6 khuynh huéng xay ra trong nhiéu cau tric trong khi mot s6 tac dong
dau tién cda tai, két cdu “lam hét siic cia né”, bang cach thic chay déo
dugc giéi han, dé thiét 14p cdc phan bd Ung suit du nham cuc tiéu héa
cac bién dang méi déo trong nhitng chu ky tiép sau.

D& cung cAp mot minh hoa don gidn vé diéu nay, hay khdo sat 4p sudt p
= 0,6240, tac dong lap lai 1én 6ng (b/a = 2). Gia sit ban dau 6ng khong
c6 ung sudt, chdy déo sé& dat dugec & p = 0,3750, [xem phuong trinh
(4.64)]: do d6 c6 thé nghi rang—it nhat, theo nhitng ngudi khong quen
thudc véi phan tich chay déo-day sé la giéi han 4p sudt dé tranh chay
déo lidp lai trong qua trinh dit tdi 4p sudt lap lai. Tuy nhién, viéc phan
tich ma ta da tién hanh chi ra rang tdc dong don gidn cia p = 0,624c,
gdy ra miu tng suidt du né cho phép két cdu dap dng lai tdc dong ap
suat lap lai 1én dén miic naybési tdc dong dan hdi thudn. Ching ta néi
ring két ciu sé ldng xudng Ung xtit dan hdi ddi vé6i viéc gay ap luc lip
lai gitta p = 0 va p = 0,6240,; ta rat ra mot su giong nhau véi dng xi cla
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miéng dém dugc lam diy bing long né “lang xudng” khi duge ngdi 1én
lai.

Hinh 4.12 goi ¥ rang 6ng dang khio sat clia ching ta s& ling xuéng doi
v6i ngay ca céc 4p suat cao hon: thuc t&, c6 thé dé dang thdy dugc su
ling xudng sé xay ra doi v6i tat ci cac 4p sudt 1én dén 4p suidt pha hay
déo. Tuy nhién két qud nay la, vé mot ¥ nghia nao d6, két qua dic biét
d6i v6i nhiing gid tri dd nhd cta b/a. P6i véi cdc gia tri cha ty s6 nay
16n hon khodng 2,2, su lang xuéng thi chi c6 thé d6i véi nhitng 4p suit
th4p hon ap sudt ph4d hiy déo (bai tap 4.6).

Can nhan ra riang thi du ling xuéng c6 trudc la vd cung don gidn: mot
két cau don gidn chiu chi mot loai dat tdi véi dau khong hé thay d6i. R
rang, mot su ban luan day dd vé viéc ldng xudéng nén chda cac hé dit
tai doc 1lap phtc tap v6i kha niang thay dé6i ddu. Tuy nhién diéu nay vugt
qua pham vi cta tai liéu nay.

Mot ting dung thuc t& clia su ling xudng trong cdc 6ng day la qua trinh
“autofrettage-su déng dai tu dong”, né da dugc dung trong nhiéu nim
trong viéc ché& tao cdc nong sing. Ta mong mudén nong trong clia nong
sung nén duy tri dé chinh x4c kich thuéc cia né trén viéc gay ap luc lap
lai do chay. Bang c4dch bit nong sing chiu mot 4p sudt qua mic trudec
khi viéc viéc gia cong bé mit cudi cung duge thuc hién, hé Gng suat du
dugc thiét 1ap trong nong ddm bido ring nong trong khong bao gio di
vao mién chay déo sau d6, du6i cic diéu kién binh thuong.

4.8. Cac moi quan hé #ng suit-bién dang gia so

Trong phan tich dan déo bing phép tinh gdn ding s6, kj thuat thuong
dung nh4t 14 phuong phap gia s6 dung do cing tié€p tuyén. Cac phuong
trinh co ban dugc cho trong cdc muc 4.2 d&n 4.5 khong thé dugc dp dung
mot cach truc tié€p. Mot moi quan hé gia s6 gilta Gng sudt va bién dang
dugc cAn dén trong viéc hinh thanh ma tran do cing tiép tuyén. Nhiing
loai quan hé co ban nay dugc trinh bay trong muc nay.

Nhu da dugc ban luin truée day, ing x chdy déo ly tuéng da truc doi
héi ring vector gia sd tng sudt tiép tuyén v6i bé mit chdy va gia s6
bién dang déo vudng géc véi bé mat dit tai. Theo khdi niém chiy déo ly
tuéng, do 16n ctia gia s6 bién dang déo khong thé dugc xdc dinh mot
cach don nhat bdi cdc tng sudt hién hanh da duge cho o;; va gia s6 Ung
suat doj;. Tuy nhién, d6i v6i cdc dng sudt hién hanh da duge cho oj; va
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gia s6 bién dang déo da dugc cho deP; thoa dinh luat chdy, gia s6 dng

sudt dojj ¢6 thé duge xdc dinh bédi diéu kién nhdt quén né ddm bio ring
trang thdi ing sudt van duy tri trén bé mit chay.

4.8.1. Dang tdng quat ctia quan hé cd ban

Theo muc 4.1, gia s6 bién dang téng dugc gid st 1a téng cha gia s6 bién
dang dan hoi va gia s6 bién dang déo [phuong trinh (4.4)]:

de; = dej + def) (4.74)

Gia s6 bién dang dan hoi c6 thé thu dugc tir dinh luat Hooke [xem céc
phuong trinh (3.89) va (3.96)]:

dsi? =Dy, doy, (4.75a)
hay
ds;
dee =5 %S0 (4.75b)
oK Y 2G

va gia s6 bién dang déo dugc thu ti dinh luat chay, phuong trinh (4.6).
Thé rdi cdc quan hé bién dang—ting suat day da doi véi vat liéu dan-déo
ly tuéng duge biéu dién nhu

dsij = Dijk[dckg + dha—f (4.762a)
acsij
hoac
ds;
de, =5 . 951 gy O (4.76b)
9K ' 2G 0o

¢ day dx 1a hé so (thiua s6) chua xac dinh véi gia tri

(4.77)

q =0 noi f<0 hay f=0 nhung df<0
>0 noi f=0 va df=0
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Ta sé xac dinh dang ctia hé s6 di duéi day. Viéc nay cé thé dugc thuc
hién bing cich k&t hop cdc quan hé tng sudt-bién dang (4.76) véi diéu
kién nhdt qudn

of

dr=-"do; =0 (4.78)

acij

né ddm bdo ring trang thdi dng sudt (c;; + doy) ton tai sau khi sy thay
ddi gia s6 doj; da xdy ra van thda tiéu chudn chay f

f(Gij + dGij) = f(Gij) + df = f(Gij) (479)

Giai phuong trinh (4.76) d6i v6i doj;, hodce dung truc ti€p dinh luat Hooke
[phuong trinh (3.72)], dinh luat chdy [phuong trinh (4.6)], va phuong
trinh (4.74), ta c6 thé xédc dinh tensor gia s6 Gng suit

of
doj; = Gy, (dgke - dSFk)z) = Cjj, dg, —dACy, o (4.80)

Oke

Thay thé& phuong trinh (4.80) vao phuong trinh (4.78) va giai doi véi di

of

gcijk/askl/
- (4.81)

di B ﬂ

acrs rstu agtu

T4t cd céc chi s6 trong phuong trinh (4.81) 1a cdc chi s6 cAm, biéu thi
tinh chat vo huéng cia di. Do d6, néu f dugc dinh nghia cho vat liéu
quan tam cu thé va cdc gia s6 bién dang dg; da duge quy dinh, hé s6 d
dugc xdc dinh mot cach don nhat.

Phuong trinh (4.81) bay gio dugc thay vao phuong trinh (4.80); thé thi
quan hé gia s6 Gng suidt-bién dang c6 thé dugc biéu dién mot cich rd
rang duéi dang sau

c of of
ijmn FK pgk?
dGii = Cijké - of = pgf de, (4.82a)
5Grs rstu gtu
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trong d6 mot sd chi s6 cAm da dugc bién ddi mot cach thich hop. Tensor

hé s6 trong dau ngoic biéu dién tensor cic modulus ti€p tuyén dan-déo
do6i véi vat lieu dan-déo 1y tudng:

of of
ijmn P pak?
Gmn 00,4
of c of

rstu
acsrs agtu

(4.82b)

ep __ _
Cijk/ = Cijké‘

Phuong trinh (4.82) 1a su hinh thanh quan hé co sé téng quat nhat dsi
v6i vat lieu dan-déo ly tudng. Ta thay cdc gia s Gng sudt cé thé dugc
xac dinh mt cadch don nhat béi ham chay f(c;;) va cdc gia s6 bién dang
de;. N6i cach khéc, néu trang thédi dng sudt hién hanh o;; duge biét va
céc gia sO bién dang de; da quy dinh, cdc gia s6 dng sudt doj; tuong Ung
c6 thé dugc xdc dinh tir phuong trinh (4.82). Téng quat, néu trang thai
(ing suat hién hanh dugc biét va cdc gia sd ting sudt da quy dinh, cac gia
s6 bién dang tuong tng khong thé dugc xdc dinh mot cach don nhat béi
vi céc gia s6 bién dang déo khong thé dugc xac dinh chi dua vao hé s
vo dinh dA [xem phuong trinh (4.76)].

4.8.2. Quan hé co ban duéi dang cac modulus dan héi E va v
hoac Gva K

Bay gio ta cAn biéu dién tensor dan hoi, Cyy,, trong phuong trinh co ban
mot cach rd rang theo cdc modulus dan héi E va v hosc G va K. Ta thay
phuong trinh (3.88) d6i vdi Cij, vao phuong trinh (4.81) d€ thu dugc biéu
thic d6i v6i hé s6 d:

o v de, a—f&

i
dj = v % (4.832)

of of v (o )
+ 6[’3
0o, 0o,, 1-2v| do,

Chd y rang v = 0,5(3K — 2G)/(3K + G). Do d6, biéu thic trén c6 thé dugc
viét lai nhu
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R %i (4.83b)

of  of 3K—2G{ of ]2
+ O

06,5 00, 6G (0o,

Ngoai ra, ta c6 thé thay phuong trinh (3.88) d6i véi Cj, vao phuong
trinh (4.80) d€ thu dugc bi€u thic d6i v6i do;; theo E va v nhu

doy = —=—dey + = dey, -
1+v (1+v)(1—2v)

(4.84a)

_d E ﬁJr vE of 5 5

1+vdo;  (1+v)(1-2v) do,, .

hoic theo G va K nhu
do; = 2Gde; +Kdg,, 5, —dr (K - EG a—menSi- + 2Ga—f (4.84b)
. . : 3 )oon, ’ dc;

Doi véi mot s6 vat lieu, ham chay dugc biéu dién tdng quat theo cdc bat
bién Gng suat I; va J, dudi dang

f(oy) = F(lnydz ) -k =0 (4.85)

N6 dan dén

of  of ol of 0yl
=1y (4.86)
ooy 0l ooy 0fd, 0oy

hay

of oty

1o
— L+ S;
ooy ol ' 2fd, oy,

Vé6i biéu thiic nay,phuong trinh (4.84b) tré thanh

(4.87)
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doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng

do, = 2Gde, +Kded, — dA 3K—6 (4.88)

ortos
G day di c6 dang

_ 3K deg (0f/a1) )+ (G4, ) (@ 0y ) smaderns
oK (af/al, )’ +G(of/ay/d; )

(4.89)

Trong hai muc tiép theo, ta s& ban luan cich thic dung nhitng phuong
trinh d6i v6i nhitng ham chay dac trung.

4.9. M6 hinh vat liéu Prandtl-Reuss (ly thuyét J,)

Hau hét nhitng diém dic trung can thiét cha ly thuyét déo gia s6 c6 thé
dugc minh hoa bdi dang co badn nhat, F = F(J,). Dang don gidn nhat cta
F(J,) 1a \/Z , bay gio dugc biét nhu 1a tiéu chudn chdy von Mises. Céc
quan hé tng suat-bién dang dan-déo ly tuéng da nhan dugc trén co sé
clia tiéu chuin chdy von Mises

f= 3, k=0 (4.90)

va dinh luat chiy két hop clia né bay gio dugc biét nhu 14 moé hinh vat
liéu Prandtl-Reuss. Md hinh nay hau nhu 12 mé hinh duge st dung rong
rai nhat va c6 18 mo6 hinh vat liéu dan-déo 1y tudng don nhAt.

Dé tim ra cdc quan hé tGng sudt-bién dang hoan chinh cia vat liéu
Prandtl-Reuss, ta thay phuong trinh (4.90) d6i v6i ham chay f vao
phuong trinh (4.89) dé nhan dugc dA va rdi thay di vao cac phuong trinh
(4.76b) va (4.88) dé thu dugc

ds; dl, . s, de

de; = G +—1 oK 8 + %s” (4.91)

GSmngemn s (4.92)

do; = 2Gde; +Kdey 3y =

ij

Khi nhitng diéu kién dé chay déo xay ra dugc thda,
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L=k va  di=Tdo, =sds, =0 (4.93)
0o

i

DPai lugng sy.den, trong s6 hang thi ba cia cdc phuong trinh (4.91) va
(4.92) dugc nhan ra nhu 1 suit ctia cong do léch (thay d6i hinh dang).
Khai trién dai lugng nay theo céc gia s6 bién dang déo va dan hdi, ta
nhan dugc

Smnd€mn = Smn (deﬁm + deﬁm) (4.94)

mn
Khi ta chd y dén

deg,, = 35m (4.95)
2G

va st dung su kién
dJdy = sppdspn = 0 (4.96)
Phuong trinh (4.94) rat gon thanh

Spnd€mn = Spndeh, (4.97)

mn
né chi ra rang suat ctia cong léch trong mién chdy déo thi chi do bién
dang déo. Hon nira, tit nhiing phuong trinh (4.91) va (4.92) ta ¢6

d, .
dey, = 3_K1 = deg, (4.98)

né ngu y riang
def, =dg,, —deg, =0 (4.99)

Su thay déi thé tich thuan la dan héi va khong cé su thay ddi thé tich
déo x4y ra d6i véi mo hinh vat liéu Prandtl-Reuss. Suat bién dang déo
chi c6 mot thanh phan léch, né duge dinh nghia béi dinh luat chay [xem
phuong trinh (4.8)]:

dep =T~ P2 _qps, (4.100)
86” 6Gij
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Suét chia cong déo c6 thé nhan duge mot cach don gidn:

dW, = o, def = droys; = 2dA J, = 2dik? (4.101)

ij 2ij
Tir k&t quéd nay, ta xac dinh hé s di

— dWP — Smndeﬁwn — Smndemn (4102)

di
2k? 2k2 2k?

Khi dr = 0, cdc phuong trinh (4.91) va (4.92) bién d6i thanh dinh luat
Hooke du6i dang vi phan. Do dai luong d\ ty 1& v6i gia s6 sppdemn, 1o
rang 1a cdc gia s6 bién dang dg; trong phuong trinh (4.91) khong duge
xdc dinh mot cdch don nhat doi véi trang thai ung sudt o; da cho;
nhung néu céc gia s6 bi€n dang de;; va trang théi dng sudt hién hanh o;
dugc cung cdp, cdc gia s6 Ung suat tuong Ung dugc xdc dinh mot cach duy
nh4t béi phuong trinh (4.92).

Sau ciuing, cac dic trung cta vat liéu Prandtl-Reuss c6 thé dugc tém tat
nhu sau:

1. Céc gia s6 bién dang déo phu thudc vao cdc gia tri hién hanh cla
trang thai ting sudt léch, ma khong phu thudc vao gia s6 tng suat

dugc yéu cau dé dat dén trang thai nay.

2. Céc truc chinh cla tensor Gng sudt va tensor gia s6 bién dang déo
trung nhau.

3. Su thay déi thé tich déo khong thé xdy trong sudt qud trinh chay déo.

4. Céc ty s0 clia cac gia s6 bién dang déo theo nhitng huéng khédc nhau
dugce dinh rd, nhung cac do 16n thuc ctia cdc gia s6 duge xac dinh béi
dA, né dugc lién hé véi lugng gia s6 thuc trong cong bién dang déo
dw,.

4.10. M6 hinh vat liéu Drucker-Prager

Tiéu chudn chdy Drucker—Prager f c6 dang (xem muc 2.3.4)

f=J, +al,~k=0 (4.117)
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dsi‘j’b = Gian né thé tich &

Hinh 4.15. Su gian né thé tich déo dugc lién két véi
bé mat chdy Drucker-Prager.

¢ day a va k 1a hai hiing s6 duong ctia vat liéu. Nhu da dugc mé t3 trong
chuong 2, bé mit chdy, f = 0, trong khong gian tGng suit chinh 13 mit
nén tiét dién tron véi truc cia né nghiéng déu so vé6i cdc truc toa do va
dinh cta né trong phan tam kéo.

Theo cdc phuong trinh (4.76) va (4.89), quan hé ng suit-bién dang
tuong Ung véi ham chay (4.117) 1a

L LY D TR, (4.118)
I 2G oK 2JJ,
¢ day
G/\J, )snde,,, + 3Kade
di =( ) = (4.119)

G +9Ka?

Mot dic diém rat quan trong clia phuong trinh (4.118) 1a suat gidn nég
khéi déo dugc cho bdi s6 hang thi ba & vé& phai clia phuong trinh nay la

daf, =3adir (4.120)

Phuong trinh (4.120) chi ra ring bién dang déo phai dugc kém theo su
gia tang thé tich néu a # 0. Pic tinh nay dugc xem nhu 12 sy gidn no;
né 1la hé qua cha su phu thudc cia ham chay déo vao dp luc thuy tinh.
Doi véi su mé rong bé méit chdy bat ky vé huéng truc thiy tinh Am, su
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gidn né thé tich déo x4y ra lic chdy déo vé6i dinh luat chdy két hop.Diéu
nay cé 18 thay dé hon tir cac luan cd hinh hoc.

Céc kinh tuyé&n cia bé mit chdy 1a nhitng dudng cong giao nhau gitta bé
mat chdy vA mat phidng (mit phing kinh tuyén) chia truc thiy tinh;
nghia 14, 6 = const trong ham chay téng quat. Hinh 4.15 chi ra mot kinh
tuyén dién hinh cla su mé rong bé mit chdy Drucker—Prager theo
huéng truc thiy tinh 4m. Piéu kién phédp tuyén ho#c dinh luat chiy két
hgp doi héi riing vector gia s6 bién dang déo de”; vudng goéc v6i bé mit
chdy & diém chay thuc P. Do dé, né ciing vudng géc véi kinh tuyén di
qua P. Vector de®;; bay gio duge phan tich thanh cdc thanh phan ding va
ngang def* va def® lan lugt song song v6i cdc truc p va & Thanh phan
ngang dgfj’b biéu dién su thay ddi thé tich déo, né luén ludn duong khi bé
mit chdy mé rong theo huéng truc thiy tinh am (hinh 4.15). Diéu nay
ham y ring chay déo phai luon dugc di kém su gia ting thé tich.

Su gia ting bién dang thé tich tong de, =def, +del, c6 thé dugc xdc dinh

tir phuong trinh (4.118) va dA tir (4.119). Tt phuong trinh (4.118), ta ¢6

(G./ s )[cmndemn ~I;(dey /3) | + 3Kadey,

(4.121)
G+ 9Ka?

dl
dey, = —+3
€k 3K a

Gidi phuong trinh trén dé tim deg va dung phuong trinh (4.117), ta thu
dugc

NN
dgy = L2 1 (G +9Ka® +) + S—GGmndsmn (4.122)
3KGk k

Thay ham chdy (4.117) vao cdc phuong trinh (4.88) va (4.89), ta nhan

dugec moi quan hé sau day cho tensor gia s& Ung sudt doi véi vat liéu
Drucker—Prager

do; = 2Gde; + Kde, 5, — di [i 8+ 3Ka5ij] (4.123)

N

¢ day di dugc cho béi phuong trinh (4.119). Phuong trinh (4.123) cé thé
dugc viét lai duéi dang thich hgp hon
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do; = Cipden, (4.124)

ijmn

nhim st dung truc ti€p trong viéc thiét lap phan ti hitu han, & day

ijmn im®jn iimn T

(G/\/4z ) + 3Kas,

- > G S, + 3Kad,,,
G+ 9Ka \/Z

C:r =2G5,.6 +[K—§Gj6--6
(4.125)

Tensor Cinn la dang riéng cua tensor cac modulus ti€p tuyén dan-dép
doi v6i md hinh vat liéu Drucker—Prager. Dang tong quat cia Cimn dugc

cho béi phuong trinh (4.82b).
4.11. Vat liéu ddng huéng tdng quat
Céc bé mat chdy dugec xem xét trong nhitng muc truéc day dugc dinh
nghia chi theo cdc bat bién I; va J,, va doc lap véi bat bién J;, hay
tuong dng géc 0. Tuy nhién, d6i véi vat lieu ddng huéng tong quat, bé
mat chdy 12 mot ham cta I, Jy, va Js, duge biéu dién béi

f(I;, Jg, J3) =0 (4.139)

Do déoc (gradient) trong trudng hop nay cé thé duge viet nhu

of _of ol ot aJ, o ol

- =— 1 4 —e 4y 2 (4.1403)
ooy 0l 0oy A, doy  OJ3 Oy
hoac
of 4.140b
g = BOSij + B1Sij + B2tij ( .140 )

ij

¢ day Bg, B;, va By tuong tng ky hiéu cdc dao ham riéng of/dl,, of/od,
of/ods, va &; 1a ky hiéu Kronecker, s;; 1a tensor tng sudt léch, va t; 1a do
léch caa binh phuong clia léch tng sudt s;;:

od 2

tj=—>=8,5— §J25"

, . (4.141)
| aGij |
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Thuc t&, cac tiéu chudn chdy déo cia Tresca va Mohr-Coulomb dugc

dung thong dung nhat thudc loai nay. Nhu mot minh hoa, ta xem lai

phuong trinh (2.180), né 1la mot biéu thic dang khac ct tiéu chuin
Mohr-Coulomb:

f(oy) = %h sin¢+\/Zsin(e+gj+%cos£6+gj—ccos¢ -0 (4.142)

va chd y rang

cos30 = ﬂ‘]—s (4.143)
2 JJ*

Do d6, ta cé

8 _ 33 J; _cot30
aJ, 4sin30J3% 24,

6 V3 __cot30
aJ,  2sin30 J2? 3J,

(4.144)

L4y dao ham riéng chia phuong trinh (4.142) theo I, Jy, va Js, ta thu
dugc

_of _sing
° a8, 3
in(6+m/3
B1=i=8m( + 7 ){1+cot[6+gjcot36}

ad, 2,/J,

+L\/n§¢{cot£9 . gj _cot 39}}

o sin(e+n/3)sin¢—\/§cos(e+n/3)
2 ad, 2J, sin36

(4.145)

Tir phuong trinh (4.140), ta c6 thé thay ring chi nhiing hing s6 B; can
duge dinh nghia bdi bé méit chdy. Néi ciach khéc, chi ba dai lugng nay
phai dugc bién ddi gitta bé mit chdy nay dén bé mit chdy khic. Nhitng
hing s6 B; dugc cho trong bang 4.1 d6i véi bén ham chay dugc khio sat
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trong muc nay. Nhitng ham chdy khéc c6 thé dugc biéu dién mo c4ach dé
dang trong cung dang.

Bang 4.1. Cac hang s6 B; dugc xac dinh béi cac bé mat chdy khac nhau.

Ham By B, B,
chay
von Mises 0 1 0
2.143
( ) sin(6+5j —ﬁcos((ﬂgj
Y
———= || 1+cot| 6+— |cot36 _ 7
Tresca 0 A { ( 3) } J, sin30
(2.138)
sin(9+ﬁj sin(e+gjsin¢—\/§cos[e+gj
ino/3 | |2 |1 1+cot| 6+ |cot30 :
Mohr- sing/ 23, 3 2J,sin30
2 2
Coulomb
(2.180) +sinq{cot[6+gj—cot 3e}/¢§}
Drucker- o 1(2./J 0
Prager /( \/72)
(2.185)

Trong cac ing dung phan t& hitu han, quan hé co ban clia vat liéu duogc

phdn dnh bdi ma trin dd cing vat liéu Ci, né dugc dung trong viéc

hinh thanh d6 cing tiép tuyén. Ma tran do cing nay lién hé gia s bién
dang véi gia s6 ting suat dugc cho bdi phuong trinh (4.82a):
do, = C2F,de, (4.146)

DE thu duge dang tong quit ctia tensor CfP, ta viét lai phuong trinh
(4.82b) nhu

Ci?lf/, = Cijk/ + CiFj)ké (4.147)

trong d6 Cij, 12 tensor dan héi duge cho bsi phuong trinh (3.88) nhu
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E 2v
Cho = ()| (av) 88, + 8,5, + 8,8, (4.148)

trong khi Cf, 1a tensor déo dugc biéu dién nhu

Ch =- H‘“: K (4.149)
¢ day

h= %omu % (4.150)
va

H; = Cjmn % (4.151)

mn

Thay cdc phuong trinh (4.148) d6i v6i Cy, va (4.140) d6i véi of/dc;; vao
cac phuong trinh (4.150) va (4.151), sau phép dao ham dai dong nhung
khong phic tap (xem bai tap 4.13), ta dat d&n cdc biéu thic sau day cho
h va Hj; theo cdc hang s6 dan hoi G va v va cac hé so By, By, va By:

h=2G (383 11% +2B2, + %Bng + GB1BZJ3] (4.152)
—cV
H, = ZG[BO 11_-1-_2\;8” +Bs; + thijj (4.153)

Néu tensor gia s6 Ung sudt doj va tensor gia s bién dang de; duge bidu
dién rd rang theo dang vector nhu

{doj} = { doy, doy, do,, dty,, AT, dig!
{dgij} = { de, d8y, de,, dez’ dv.x, dny} (4.154)

¢ day dyxy = 2 deyy, ... 12 cdc bién dang trugt ky thuat, vector tuong dng
ddi véi tensor Hy; ¢6 dang
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[Hij] ={ ny Hy, Hza Hyza Hzx, ny} (4.155)
¢ day
H, = ZG{BOE—z\;+B1sx +B, [si +82, +82, —%Jzﬂ,---

va
H,, = 2G[B1sy, + Ba(sxySx, + SySy, + Sy,8,)], ...

Do d6, tensor C:» c6 thé duge biéu dién trong dang ma tran nhu

[C®®] = [C] + [CP] (4.156)
¢ day
(K+4G) (K-2G) (K-2G) 0 0 O]
(K-2G) (K+4G) (K-2G) 0 0 ©
[C]= (K_%G) (K_%G) (K+%G) 0 00 (4.157)
0 G 0 0
0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G
va
H2 HH, HH, HH, HH, HH, |
H§ HH, HH, HH, HH/
[Cp] 1 H2  HH, HH, HH, w15
h Hiz Hyszx Hyszy .
sym HZ,  H,H,
i Hy
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Bai tap

4.1.

4.2.

4.3.

Mot binh 4p luc thanh mdng tron dai chiu dp luc bén trong p va bi
chdy déo. Tim hé s6 clia cdc gia s6 bién dang déo theo ba huéng
chinh theo phuong trinh Prandtl-Reuss.

Mot 6ng thanh méng chiu kéo doc truc hiing va xodn thay déi. Ung
suat phap huéng truc 1a o, = 0,56,. Theo tiéu chudn von Mises, hay
tim do 16n cha Gng suidt tiép v dé ong bat dau chay déo. Hay xac
dinh hé sé ctia c4c gia s6 bién dang déo def khi ong dugc chay déo.

Mot phan té vat liéu chiu ba qua trinh dat tai ty 1. Cac hé s cta
cac Ung suat chinh d6i v6i ba trudng hop gia tai dugc cho nhu (1)
(20, o, 0); (2) (o, o, 0); (3) (0, —0, —0). Theo

(a) Tiéu chudn von Mises: Jy = k%
(b) Tiéu chuin Tresca: Tmax = (Omax — Omin)/2 = K;
(¢) Tiéu chuén Drucker-Prager: ol,+./J, =k;

(d) Tiéu chudn Mohr-Coulomb: (MG — Omin)/2 = K,

4.4.

4.5.

hay tim d6 16n cia o d6i v6i mdi truong hop dat tdi dé vat liéu bat
dau chdy déo. Hay tim vector gia s6 bién dang déo chinh (dg$,dgg,dgg)

trong qud trinh chdy déo dua trén dinh luat chdy két hop.

Hay chiing t6 ring gia s6 bién dang déo ¢ dinh hinh chép luc giac
Mohr—Coulomb c6 thé dugc biéu dién nhu

def = (dA, +di, )m—(di, +dig)

deb = (dig +drg)m—(di, +dAg)

def = (dhg +dh, )m—(di, +dig)
Hay chiing té rang cic phuong trinh (4.34) va (4.36) van ding trong
trudng hop nay (xem hinh 4.5).

Bé mit chidy duge Mohr-Coulomb hiéu chinh 13 bé mit
Mohr—-Coulomb MGy — Omin = f duge két hop véi mat phang gi6i
han kéo oyay = f4.

Bé mat chdy nay gdm chin méit phéng, chin canh, va bay dinh. Hay
phan tich gia s6 bién dang déo & cdc mat phing giéi han va céc
canh va céc dinh c6 lién quan. Hay ching té ring

(a) Céc gia s6 bién dang déo thda
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> def
3 |de?

>m

(b) Gia s6 cong déo c6 thé dugc biéu dién bdi

4.6.

dW, = /¥ |de?

+ ft'(z def —m}] dgg)

Mot 6ng day dau tién dugc dit tdi dén mién dan-déo vé6i ap suat
bén trong p, p. < p < p., va roi dugc cat tai hoan toan.

(a) Hay tim céc tng suat du.
(b) Hay xac dinh 4p sudt cao nhat dé vat liéu clia dng sé khong chay

(c)

4.7.

4.8.

déo lai khi cat tai.

Hay ching té riang néu ty sd cia ban kinh ngoai va ban kinh trong
clia 6ng, b/a, nhé hon 2,2; vat liéu sé ldng xuéng ing xit dan hoi doi
v6i viéc tao ap luc gitta p = 0 va p = pe.

Mot 6ng day lam bing vat liéu chdy déo 1y tuéng chiu dung 4p suat
bén trong chdy déo hoan toan dugc cho bdi phuong trinh (4.73).
Hay khao sat bé miét chdy Tresca ciia cdc diém tng sudt doi véi
nhitng ban kinh khac nhau, 4p dung tinh phép tuyén dé thu duogc
thong tin vé bién dang déo duong, va kiém ching ring bién dang
déo nhu thé tuong thich v6i mé hinh pha hdy cia 6ng.

Mot 6ng composite bao gobm n 6ng duge lam cung vat liéu 1ong 1én
nhau. B4n kinh trong va ngoai clia n 6ng tuong Ung la (r;, r1), (11,
ro), ..., (rp_1, To). 6ng composite chiu 4p sudt bén trong p. Vat liéu
tuan theo tiéu chudn chay Tresca. Gid st ring chiy déo xay ra mot
cach dong thoi 6 nhitng mit trong ciia mdi 6ng. Hay ching té ring

(a) Ap suét bén trong d6i v6i chdy déo dau tién dugc cho béi

2 2 2
p:& n-— r_' + r_1 4o 4 rn__1
2 f, r r,

trong dé oy la Gng sudt chdy trong kéo don truc.

(b) Né&u ty s ctia cdc ban kinh ngoai va trong cia mdi ong la

/n
I r
L:[iJ k=12, .., n; To=T I'n =Te

-1 f

ap luc p 18y gi4 tri cuc dai ddi v6i chdy déo diu tién, va

noc I 2
(pe)max =TO 1_(_Ij

fe

(c) Ap suét chay déo hoan toan p dugc cho béi
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Chuong 4. Cac mdi quan hé Wng suat-bién dang
doi véi vat liéu chay déo 1y tuéng
Pe = Goln(re/T;)

4.9. Cho hinh cau réng c6 ban kinh trong a va ban kinh ngoai b. Hay

phan tich ing x{ ctia hinh cau dudi 4p sudt bén trong.

(a)Hay tim cac Gng suit va chuyén vi dan héi. Hay xac dinh ap suat
cuc dai p, dé 15i gidi dan hoéi nay ddng.

(b)Hay tim 1oi gidi dan-déo va 4p sudt cuc dai p. dé 15i gidi nay nay
diang.

(c) Néu vat liéu dugc gid thiét khong nén trong cd mién dan hdi va
chay déo, nhitng truong hgp don gidn héa nao sé xay ra?

(d)Hay tim cdc Gng suadt du sau qud trinh cat tdi hoan toan va xic
dinh 4ap sudt cao nhit dé su ling xudng x4y ra.

(e) Hay tim cdc Ung suit va cdc suit bién dang d6i v6i chay déo khong
kiém ché.

4.10. Trong thi nghiém kéo/xoidn két hgp ong thanh méng tiét dién
tron, goi ¢ va ¢ tuong Ung 1a Gng sudt phap va bién dang dai theo
phuong doc truc, t va y tuong Gng la Gng sudt ti€p va bién dang
trugt. Gid st rang 6ng duge lam bing vat liéu Prandtl-Reuss véi v
= 0,5. Hay tinh cdc ing sudt o va 1 tuong Gng vdi trang thdi bién
dang (¢, 7) = (oy/E, oy/\/3G) d6i v6i ba 16 trinh dat tai sau day
(hinh P4.10):

(a) Bién dang dai doc truc ¢ dau tién dugc ting lén gia tri chdy déo ¢
= oy/E, rdi dugc gitt khong d6i, trong khi bién dang trugt dugc ting
lén dén gia tri cudi cing cta né y = oy//3G.

(b) Nghich ddo 1§ trinh dit tdi trén: bién dang trugt dau tién dugc
tang lén dén gid tri cudi cing clia né y = oy//3 G, rdi duge giit hing
s0, trong khi bién dang dai doc truc ¢ dugc ting lén gid tri cudi
cung cda né oy/E.

Hinh P4.10.
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(¢) C4 hai bién dang ¢ va y dugc gia ting mot cdch ty 1& v6i ty so e/y =
J3G/E = 1/4/3, cho d&n khi gia tri cudi cing cta ching dat dén.
Goi y: Chi ¥ réng opndemn = 6mndémn, do d6 di cé thé thu duge theo k,
o, de, T va dy. Do diéu kién khong nén, cdc phuong trinh (4.91) hoic
(4.92) sé dan dén modt nhém céc phuong trinh vi phan lién hé véi ofe,
v) va (g, y). Hay cho de = 0 hay dy = 0; cdc phuong trinh vi phén c6

thé dugc tich phan d6i véi cdc truong hop (a) va (b).

4.11. Hay khdo sdt dng xU cta vat liéu Prandil-Reuss va Drucker—
Prager du6i diéu kién Gng sudt phing dugc dinh nghia béi o;; = [o1,
0, o3]. So sanh cac két qua.

4.12. Hay ching minh cac phuong trinh (4.145).
4.13. Hay ching minh cac phuong trinh (4.152) va (4.153).

4.14. Mot 6ng bé tong thanh day dai khong ddy (o, = 0) chiu 4p suat

bén trong p. Cac ban kinh bén trong va ngoai tuong ung la a va b.
Gia s vat liéu bé tong tuan theo tiéu chudn Rankine v6i do bén
kéo don truc ;.

(a) Hay xac dinh ap suit bén trong giéi han dan hai.

(b) Hay xéc dinh moi quan hé giita bién dan—-déo r = ¢ va 4p suit bén
trong p déi véi p > p..

(c) Hay x4c dinh 4p sudt bén trong giéi han déo.

(d) Péi v6i truong hop b/a = 2, hay vé cdc dudng cong o, va oy theo r
doi v6i bién dan—-déo tuong ting 6 c=a,c=(a + b)/2, vac=bh.

4.15. Mot 16 hinh tru ddng dai véi ban kinh trong a trong nita khong
gian cia d4 chiu 4p suét bén trong p nhu dugc biéu dién trong hinh
P4.15. Gia st ridng vat liéu d4 tuan theo tiéu chudn Rankine, véi
do bén kéo don truc f;. Hay xdc dinh méi quan hé giita ban kimh
cia vung déo v6i 4p sudt bén trong.

4.16. Gidi lai bai tap 4.15 bing cach dung tiéu chudn chdy Tresca.
Chiing té rang méi quan hé giita ban kimh ctia vung déo véi ap
sudt bén trong c6 thé thu dugc bing cdch cho b — « trong phuong
trinh (4.68).
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---—-""'"

Hinh P4.15

4.17. Gia su riang vat liéu bé tong tuan theo tiéu chudn Mohr-Coulomb,
gidi lai bai tap 4.14. Céc do bén kéo va nén don truc cta vat liéu
tuong Ung 1a f; va f.. Hay vé cac dudng cong o, va o, theo r bing
cach dung f/fy = 10.

4.18. Gidi lai bai tap 4.15 bing ciach dung tiéu chudn Mohr-Coulomb.
Gia s cdc do bén kéo va nén don truc cia da tuong tng 1a f; va f..

4.19. Cht y réng tiéu chuadn Tresca va Rankine la nhiing trudng hop dic
biét ctia tiéu chudn Mohr-Coulomb, hiay ching té rang
(a) Céc 1oi gidi dan—déo cda 6ng tru thanh day duge mo ta trong muc
4.7 va bai tdp 4.14 14 nhiing trudong hop déc biét cha 1oi gidi bai
tap 4.17.

4.20. Hay tim biéu thic hé s6 vo huéng di doi véi vat lieu dan-déo ly
tuéng tong quat bang cach dung dinh luat chdy két hop
f
defl = dka—

00;;
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¢ day f = f(o;;) 12 ham chay. Gid st ring Gng xtt dan hoi cha vat
liéu 12 tuyén tinh va ddng huéng, hay biéu dién hé sé vé huéng dir
theo hai hing s6 dan hoéi K va G.

4.21. Hay viét chuong trinh dé tinh ma tran cing vat liéu [C*®] cta
phuong trinh (4.156) d6i véi bon ham chay dugc cho trong bang

4.1.
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