Ly thuyét déo ky thuat

3.3. Quan hé dWng suit-bién dang ding huéng dan hdi phi tuyén
3.3.1. Gidi thiéu

Vat liéu dan hdi duge dic trung béi khd nang hodi phuc hoan toan hinh
ddng va kich thu6e cia né. Trong truong hgp don truc (hinh 3.9), khi gia
tai va cat tai, vat liéu sé theo cung dudng cong Ung sudt-bién dang,
nghia 14, tir O d&€n A va sau d6 tir A tré vé O. Do d6, theo chu ky tai tac
dong OAO, trang thdi cia vat liéu gidng véi né trudc khi chiu tai. Viéc
gia tai lai sé theo cung 19 trinh dat tai OA.

Kha nang héi phuc nhu thé ngu y rang ngoai céng co hoc sé dugc thu
héi né&u tai dugc cat bd. Vi thé, cong cé thé duge xem nhu duge tich trir
trong vat thé bi bién dang duéi dang ning lugng. Ning lugng dugc tich
trit nay dugc goi 1a ndng luong bién dang.

Trong truong hop don truc, ndng luong bién dang trén don vi thé tich
hay mdt do ndng luong bién dang, W, dugc thé hién bdi dién tich phia
du6i dudng cong c—¢ trong hinh 3.9 va dugc biéu dién nhu

W(e) = [ode (3.111)
0

Trong trudng hop da truc, mat do niang lugng bién dang 1a tdng cla céc
ning luong bién dang do tit cd cac thanh phan Gng suidt tao ra, nghia
la,
&
W () = [oyde, (3.112)
0
Mic khéc, dién tich phia trén dudng cong c—¢ trong hinh 3.9, thé hién

mat do ndng luong bu (hay ndng luong bu trén don vi thé tich) doi véi
trudng hop don truc, dugc biéu dién nhu

Q(G) =I8dc (8.113)
0

Trong trudong hgp da truc, né ¢6 dang
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Hinh 3.9. Ham mat d6 ning lugng bién dang W
va ham mat d6 ndng lugng bu Q.
Gj
Q(oy) = [ ,do, (3.114)

0

Mat do ning lugng bién dang W va méat do ning lugng bu Q tuong tng
la nhitng ham cta bién dang, &, va Ung suit, c;;. R6 rang 1a nhiing ham
nang lugng W va Q dugc lién hé béi

W+Q-= Gij&ij (3115)
Vé cdc moi quan hé Gng sudt-bién dang, c6 hai cich ti€p can dé mé ta
ting xi hoi phuc clia cdc vat lidu dan hoi. PAu tién, ta c6 thé gid dinh
ring c6 su tuong ing mot-mot gilia ng sudt va bién dang, hay néi mot
cach khéc, ung sult o; duge xdc dinh mot cach duy nhdt ti bién dang
hién hanh g; trong dang tong quat

Oj = Fij(Sk(,) (3116)
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Vat liéu dan hoéi duge dinh nghia béi phuong trinh (3.116) dugc goi la
vat lieu dan héi Cauchy.

Thi hai, ta c6 thé gid dinh ring céc ing sudt thu dugc nhu 1a cac do doc
cia ham thé ndng bién dang (tdc 1a, haAm mat do ning lugng bién dang
W) nhu

oW (g

[l

(3.117)

ho#c gid s ring cic bién dang thu duge nhu 1a cac do doc cia ham thé
ndng ung sudt (tdc 1a, ham mat do nang lugng bu Q) nhu

1
. ooy

(3.118)

Vat liéu ma quan hé Gng sudt-bién dang cia né duge dinh nghia béi
hoéc phuong trinh (3.117) hoéc phuong trinh (3.118) dugc xem la vdt liéu
sieu dan hoi hodc Green. Cic mdi quan hé Gng suidt-bién dang dan hdi
phi tuyén dang huéng dugc dua trén nhitng phuong trinh tir (3.116) dén
(3.118) sé dugc ban luan sau hon trong nhitng muc tiép theo.

Ta c6 thé thdy rang vat lieu Cauchy c6 thé phat sinh niang lugng dudi
mot chu ky gia tai va cat tai nao d6, bang cach 4y vat liéu nay vi pham

c4c dinh luat nhiét dong luc hoc. Diéu nay sé dugc that trong thi du 3.5.

3.3.2. Cac quan hé wWng suit-bién dang ding huéng dan héi phi
tuyén dugc dua trén caic ham W va Q

P&i vé6i vat lieu dan hoéi ddng huéng, mat do nang lugng bién dang W

[phuong trinh (3.112)] c6 thé dugc biéu dién theo ba bat bién doc lap tuy
¥ cha tensor bién dang ;. Bang cdch chon ba bat bién I, T, va T, dugc

dinh nghia du6i day, W dugc viét nhu
W =W(T, T, 1) (3.128)

6 day I, I, va I, dugc cho béi
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Thé thi, tir phuong trinh (3.117), ta c6

o Wk awdl, aw ol
Gl Og;  Oly Ogy Ol Ogy

hay, thay thé tir phuong trinh (3.129) cho I, 1,, I

I, va thuc hién dao

ham, ta c6
Ojj = 08y + 0Ly8;; + OlgEyEy, (3.130)
¢ day
T oW
o =0ti(|,-)=ﬁ (3.131)
i

Bing cach dao ham cdc phuong trinh (3.131), cdc ham o, (cdc ham bién
dang vat liéu) cé thé dugce lién hé béi ba phuong trinh:

.
9o _ 9% (3.132)
a1~ ol

Nén chid y riang su lua chon ba bat bién bién dang doc lap xuat hién
trong cac phuong trinh (3.128) va (3.129) la tuy y. Thay cho viéc lua
chon nay, ta c6 thé dung cdc bat bién I'y, I’y, va I’s ctia muc 3.1 [phuong
trinh (3.32)]. hodc cac bat bién J’;, J’5, va J’5 cla tensor léch bién dang
ejj [phuong trinh (3.51)], hay tham chi cdc bat bién hén hgp nhu Iy, I,
va J’3. Céc uu diém riéng biét ctia viéc chon lua ¢ day la su tach roi cdc
ham o; trong céach thiic don gidn, thuin tién.

0 giai doan nay, that quan trong dé€ minh hoa rdé hon su khdc nhau giita
cac su hinh thanh cong thic Cauchy va Green dugc dua trén cac két qua
da thu duge & trén [cdc phuong trinh (3.130) dén (3.132)]. Theo dinh ly
Cayley-Hamilton, tat ci céc liiy thita nguyén duong cta tensor bac hay
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bat k¥, chang han nhu, thi du, tensor bién dang &, c6 thé dugc biéu dién
nhu 1a cdc t6 hgp tuyén tinh cta 3y, &, va &ixex v6i cde hé s6 1a ham da
thdc cia ba bat bién cla ;. Do d6, néu quan hé ung sudt-bi€n dang cua
phuong trinh (3.116) d6i vé6i vat liéu dan hoéi Cauchy c6 dang da thiic bac
tuy y theo g, thi phi€m ham nay c¢6 thé dugc viét mot cdch chinh xdc
duédi dang tuong tu nhu phuong trinh (3.130) da thu duge & trén duge dua
trén su hinh thanh cong thic Green (siéu dan héi). Tuy nhién, bay gio
cdc o; 1a nhitng ham doc 1ap vé6i cdce bat bién cua g;, va ching khong con
bi han ché& béi cdc quan hé dugc cho trong cdc phuong trinh (3.132) d6i
vGi cdc vat liéu Green nita. Do d6, nhitng mo hinh co ban khac nhau (thi
du, bac hai, bac ba, bac bon) duge dua trén cac sy hinh thanh cong thic
clia cd Cauchy va Green c6 thé thu dugc bang cich cin cd vao quan hé
tdng quat ctia phuong trinh (3.130) véi cdc dang ham duge gid dinh khac
nhau cho a;. Su khac nhau duy nhat 1a cdc ham o; dugc chon bi han ché&
hon nita béi nhitng quan hé (3.132) d6i v6i nhitng vat liéu loai Green.

Khong c6 ly do uu tién dodi v6i viéc doi héi rang cac s6 hang cta bac
dugc quy dinh hién dién trong nhiing ham bién dang vat liéu. Do d6, vi
su don gidn, that c6 lgi trong vai trudng hop dé khai trién W nhu mot
ham cta chi hai bat bién bién dang, hay tham chi chi mot bat bién bién
dang. Ngoai ra, nguodi ta khong thé giif lai tadt cd nhiing su két hop c6
thé ctia c4dc bat bién nay doi v6i bac da duge quy dinh.

Trong moét thd tuc tuong tu, ta c6 thé thu duge nhitng quan hé co sé
khéc nhau tir phuong trinh (3.118) bang cach khai trién ham Q theo céc
bat bién dng sudt 1, 1,, va 1, (Iy, I, va I3, hay I, Js, J3). Do d6, néu ta

chon cac bat bién Gng suat dudi day (tuong tu véi cdc bat bién da dinh
nghia cho bién dang),

l, = 3 GmOum (3.133)

=1

|2 3 kaGknGmn
phuong trinh co sé la
&j = 0185 + 0205 + $30ikOjk (3.134)

¢ day
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o =0 (1)="= (3.135)

cac rang budc 1én cdc ham Ung suat vat lidu ¢; duge cho bdi ba quan
hé sau day:

<
o

% % (3.136)

ol ol
Can nhan manh ring Gng xi cla cdc mdé hinh ding huéng duge mo ta
trong cdc phuong trinh (3.130) va (3.134) 1a thudn nghich va déc ldp véi
16 trinh, nhu trong nhitng mé hinh dan héi tuyén tinh, do trang thai
bién dang (Gng suat) 1a don nhat duge xdc dinh bdi cdc gid tri hién hanh
clia cac ing suat (cdc bién dang) ma khong can quan tAm dén lich s dat
tdi. Hon niia, cdc truc ing suat chinh va bién dang chinh ludén tring
nhau trong nhitng mé hinh nay.

3.3.3. Ciac quan hé wWng suit-bién dang dan héi phi tuyén ding
huéng cé6 dudc bdi sy hiéu chinh cac modulus dan hoi

Céc quan hé Ung sudt-bién dang dan héi tuyén tinh da dugc ban luan
trong muc 3.2.2 1a ddng hudng va thudn nghich. Ro rang, mot su mé
rong ciia cdc quan hé nay vé6i cac modulus dan hdi duge thay thé béi cac
ham v6 huéng dugc lién két v6i hodc cac bat bién ing sudt hodc cic bat
bién bién dang ciing c¢6 nhiing dic trung ciia su ddng huéng va su thuan
nghich. Thi du, cdc ham v6 huéng duge lién két véi trang thai dng suat
c6 thé bao gdm céc gia tri clia cdc Gng sudt chinh o1, oy, va o3, hodc ba
bat bién doc lap I, Jy, va Js. Do d6, cdc ham vo huéng khdc nhau nhu
F(,, Js, J3) dugc lién két v6i cdc bat bién tng suat, hodc F(I'y, I, J’3)
dugc lién két véi cac bat bién bién dang, c6 thé dugc dung dé mo ta céc
mo hinh co s¢ dan héi phi tuyén khac nhau. Céc quan hé tGng suat-bién
dang phi tuyén déi v6i méi mo hinh nay thu gon vé cdc dang tuyén tinh
khi cdc ham vo huéng duge 18y 1a cac hiang sd.

Nhu 1a mdt thi du dau tién, ta hay khdo sat dang dan héi tuyén tinh cta
phuong trinh (3.84) dugce hiéu chinh bdi thay thé& s6 nghich ddo cuia
Young modulus E bang mot ham vé huéng ctia cdc bat bién I, Jy, va Js
dugc dat tén 1a F(I14, Jo, J3). Do d6, ta ¢
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g; = (1 + VF(1y, J2, d3)oj; — VF(1, 2, I3)0140; (3.142)

Hé s6 Poisson v ciing ¢6 thé dugc thay thé bdi ham ctia cac bat bién tng
sult.

Céc phuong trinh (3.142) 1a cdc quan hé Gng sudt-bién dang phi tuyén
doi véi vat lieu dan hoéi ddng huéng né rit gon vé cic dang tuyén tinh
khi F(I;, Js, J3) 14 hing s6 (1/E). Ching biéu dién tng xtt dan hdi (thuan
nghich) béi vi trang thai bién dang dudc xac dinh mot cach don tri béi
trang th4i Gng sudt hién hanh ma khong cin quan tdm dén lich s dat
tai.

Di nhién, c¢6 su chia téach cudi cung va hgp ly gitta d4p Gng trung binh va
d4p tng léch hay trugt ctia vat lidu, nhu ddi v6i vat lieu dan hodi tuyén
tinh. Pac biét, ta c6 hté thu dugc tir phuong trinh (3.142)

Ekk = (1 - 2V)F(Il, Jg, J3)Gkk
€ij = (1 + V)F(Il, Jz, J3)Sij (3.143)

¢ day ciac modulus K va G dugc biéu dién theo E va v bdi cac phuong
trinh (3.92) va (3.83) va s6 nghich ddo cia E dugc thay thé béi ham vo
huéng F(I;, Js, Js). Tuy nhién, khong giong nhu quan hé dan héi tuyén
tinh, cdc phuong trinh (3.143) ching té ring c6 mot su tuong téc giita
hai ddp Ung thong qua su thay déi do 16n ctia ham vé huéng F véi su
bién thién clia cdc bat bién Iy, Jy, va J3. Piéu nay ngu y ring su thay d6i
thé tich gg khong chi cé phu thudc vao o Tuong tu, cdc léch hay céc
bién dang trugt, e;, khong chi phu thujc vao do léch ung sudt hodc cac
Ung sudt ti€p, s;. Ching phu thudc lan nhau, va tuong tdc thong qua su
bién thién cia ham vé huéng F(I,, Js, J3).

Nhu la thi du thi hai cha su hinh thanh céng thiic quan hé co sé cua cdc
vat liéu dan hoi phi tuyén ding huéng, hay khdo sat su hiéu chinh céc
quan hé tuyén tinh cia cdc cong thic (3.93) va (3.94). Cac modulus khoi
va trugt dan hoéi dugc 14y nhu 1a cdc ham vd huéng clia cdc bat bién
tensor Ung suat hoac tensor bién dang. Do d6, cdc phuong trinh (3.93) va
(3.94) bay giv c6 thé dugc viét nhu

p = Keeux (3.144)

8ij = 2Gseij (3145)
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Do d6, ta cé
cij = s + pdyj = 2Gey; + Ksewd; (3.146)

¢ day K, va G, tuong tng dugc biét nhu modulus khéi cdt va modulus
khéi cdt. Cac dang ham vo huéng ctia K va G theo cac bat bién tensor
ting suat hoic tensor bién dang dugc khai trién chii yé&u tir cac dir lidu thi
nghiém. Vé nguyén téc co ban, moét ham vé huéng tuy y ctia cdc bat bién
tensor ung sudt hoic tensor bién dang c6 thé dugc st dung cho céc
modulus dan hoi phi tuyén ding huéng nhu da dugc ban luan trusc day.
R6 rang, cdc mo hinh co ban dugc hinh thanh trén co s§ nay la loai dan
hdi Cauchy; trang thai bién dang dugc xdc dinh mot cach duy nhat béi
trang thai ng suit hién hanh hay ngugc lai. Thi du, d6i v6i trang thai
Ung sudt tuy ¥, oy, gid tri cia F(I;, Jy, J3) va do d6 cdc thanh phan bién
dang, &;, trong cac phuong trinh (3.143) dugc xdc dinh mot cach duy
nhat ma khong cAn quan tAm dé&n 16 trinh dit tdi. Tuy nhién, diéu nay
khong ngu y ring W va Q, dugc tinh todn tif cdc quan hé Gng sudt-bién
dang nhu thé, ciing doc lap véi 16 trinh. Nhilng han ché nao d6 phai
dugc 4p dat doi v6i cdc ham vo huéng da chon dé dam bao dic tinh doc
lap 16 trinh cia W va Q. DPiéu nay ddm bao ring cidc dinh luat nhiét
dong luc hoc ludn duge théa va nang lugng khong duge sinh ra trong
sudt chu ky dit tdi va cdt tai bat ky.

Hay khdo sat cdc quan hé (ing sudt-bién dang ctia phuong trinh (3.146).
Hay dé K va G, 1a cdc ham tong quat cdc bat bién bién dang I'y, J’5, va

J’s3 cia dang KTy, J'5, J’3) va Gy(I'y, I, J’5). Biéu thiic cho W trong
truong hop nay la

Sij JVZ ’ ’ ! ’ If‘ 1 ! ’ ! ’ 2
W=j0 o;ds; =j0 ZGS(I1,J2,J3)dJ2+IOEKS(I1,J2,J3)d(I1) (3.147)

trong d6 d(I’))* = 21,dT’;.

Tuong tu, néu K, va G, dugc 14y nhu 1a cdc ham cla céc bat bién Ung
suat I;, Jy, va Js, ta c6 thé thay riang Q dugc cho béi

L oodd L d()
0=["cdo. = 2 ! 3.148
Io “i=0% »[0 2G; (11,J5,5) +J.0 18K, (I, Jz,J5) ( )
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Nhu c6 thé duge thay, dé cho W doc 1ap vé6i 16 trinh, c4c tich phan trong
phuong trinh (3.147) phai phu thuéc chi vao céac gid tri I'; va J’5 hién
hanh. Diéu nay c6 thé luon dugc théa man néu cac modulus K, va G
dugc biéu dién nhu

K = K(I'p)
Gy = Gi(J’2) (3.149a)

Nhung vi I’; va J’s duge lién hé véi g,; va yo, cdc phuong trinh (3.149a)
c6 thé dugc biéu dién theo cic dang khac

K = Ki(goet)

Gs = Gy(Yoet) (3.149b)
Tuong tu, dé théa man yéu cau Q doc lap véi 16 trinh trong phuong trinh
(3.148), K, va G, dugc 14y 1an lugt 1a nhitng ham cta chi I; va J,, nghia
la,

K = K.(Iy)

Gs = Gi(J2) (3.150a)
hoéc, theo cdc thanh phan tGng suit bat dién

K = Ky(Goet)

G = Gy(toct) (3.150Db)

Hon nira, K, va G, phai, di nhién, duong. Do d6, c4c tich phin trong céc
phuong trinh (3.147) va (3.148) ludn duong (vi ¥ va J, duong). Piéu nay
x4ac nhan rang W va Q luén xdc dinh duong. Su doc lap vé6i 1§ trinh doi
v6i cdc ham thé ning W va Q la do tinh thuan nghich ctia Gng xtt dan
hoéi, trong khi viéc x4dc dinh duong cia W va Q do yéu cau vé su 6n dinh
cla vat liéu. Viéc nay sé dugc thdo luan trong muc tiép theo.

3.4. Nguyén ly cong ao

Nguyén 1y cong do da ching té6 rat manh mé nhu 1a mo6 k§ thuat trong
viéc gidi cdc bai todn va trong viéc dua ra nhirng ching minh cho céc
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dinh 1y tdng quat cia co hoc vat ran. Trong phan du6i day, phuong trinh
cong 4o sé thu duge. Phuong trinh nay dugc cAn dén cho nhiing khdo sat
tiép theo vé su 6n dinh va tinh don nhat clia cidc quan hé Gng sudt-bién
dang téng quat, ching c6 thé khong thuan nghich va phu thudc 16 trinh.
Trong su bat ngudn, cdc gid dinh sau day dugc thuc hién: cdc chuyén vi
la dG nhé d€ ma cédc thay d6i vé hinh hoc cia vat thé dugc bé qua va cau
hinh chua bi&én dang ban dau cé thé dugc dung trong viéc thiét 1lap cac
phuong trinh cho hé thong. Piéu nay ngu ¥ rang cdc thanh phan phi
tuyén trong tinh tuong thich ctia bién dang va chuyén vi dudgc bé qua.
Diéu nay din dén cdc phuong trinh can bang (3.70) va cdc quan hé
tuong thich (3.71) c6 thé 4p dung & day.

Phuong trinh cong 4o dé cap dén hai tap hop rdi rac va chua duge quan
hé: tap hop cdn bdng va tap hop tuong thich. Tap hop can biang va tap
hop tuong thich duge nhém lai (gom lai) v6i nhau, sat bén nhau nhung
doc lap, trong phuong trinh cong do (hinh 3.12).

Tap hop can bing

| | |
[ TurdA + [ Furav = [ oyeidv (3.151)
A Vv Vv
| | |

Tap hgp tuong thich

Phép tich phan & day thuc hién trén toan dién tich, A, hay thé tich, V,
clia vat thé. C4c dai lugng T; va F; tuong tng 1a cdc ngoai luc bé mat va
thé tich. Trudng Ung sudt o;; 1a tAp hop ung sult tuy y, thdt hay khdc,
trong trang thai caAn bang véi cac luc thé tich F; bén trong vat thé va
v6i céc luc bé mét T; trén bé mit ma cac luc T; duge phan bs. Tuong tu,
trudng bién dang ¢*; bi€u dién tap hgp bat ky cia bién dang tuong thich
v6i céc chuyén vi that hodc 4o u*; clia cac diém chiu tdc dong ctia céc
ngoai luc T; va F;. Trong hinh 3.12, hai tdp hop (cAn bing va tuong
thich) dugc biéu thi, ciing nhu nhitng yéu cu dé dugc théa man béi mdi
tap hgp [cac phuong trinh (3.70) va (3.71)].
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(a) Tap hop can bing (b) Tap hop tuong thich

Hinh 3.12. Hai tap hgp ddc 1ap trong phuong trinh céng ao.

Diéu quan trong cin luu ¥ 1a cd tap hgp can bang T, F;, va o; (hinh
3.12a) va tap hgp tuong thich u* va e%; (hinh 3.12b) déu khong can la
trang th4i that, ma ciing khong cin cac tdp hop can bing va tuong thich
dugc lién hé v6i nhau theo mot cach thic nao do. Trong phuong trinh
(3.151), cac dau ngdi sao dugc dung cho tap thgp tuong thich d€ nhan
manh ring hai tdp hgp nay doc 1ap hoan toan. Khi cdc trang thai thuc
(n6 théa cd hai diéu kién can bang va tuong thich) duge thay thé tring
phuong trinh (3.151), cdc dau ngdi sao duge bd qua.

3.4.1. Chitng minh phuong trinh céng ao

Hay khéo sat ngoai cong 4o, W.,, dugc cho béi biéu thic & vé trai cta
phuong trinh (3.151). Véi T; = o;n; trén dién tich A, ta c6 thé viét

Wey = [, onuidA+ | Fuidv

Tich phan diu c6 thé dugc chuyén thanh tich phan thé tich bing cach
dung dinh 1y divergence. Do d6, ta co

Woyo = [, (ou7) AV + [ Fuidv
= IV (Gji,jui* + cjiui’fj)dv + jv Fu'dV
hay
W, = IV [(Giu + Fi)ui* + cjiu:j]dv (3.152)
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S6 hang dau tién trong ddu ngo#ic don triét tidu d6i v6i tdp hop can
bang, né théa cdc phuong trinh can bing dugc cho trong phuong trinh
(3.70b). Do dé, phuong trinh (3.152) rit gon vé

W, = J'V ourdV (3.153)

]

Bay gio ta khdo sat ndi cong 4o, Wiy, dude cho bdi biéu thitc § vé& phai
clia phuong trinh (3.151). Bing cach dunh phuong trinh (3.71a), ta c6

W,y = [, o850V = jV%cij (uij +u)av

hoac

1 . 1 .
W, = .[V (Eoijuu + Eciju”JdV

né c6 thé duge viét nhu (i, j 1a cdc chi s gid/cam)

1, 1 .
W, = _[V (E Oyl + Ecjiui,jjdv
Cubi cung, st dung tinh d6i xdng clia oy,

W,y = [, ouidv (3.154)

Vi thé, ti cdc phuong trinh (3.153) va (3.154), W, = Wi, va phuong
trinh cong 4o dugc thiét 1ap.

3.4.2. Cac dang suit cua cac phuong trinh céng ao

Tap hgp can bing va tap hop tuong thich tuy y c6 thé duge thay vao
phuong trinh (3.151). Cu thé, mot gia s6 hay sudt thay déi cia ngoai luc
va Gng sudt noi T,F,&; c6 thé duge dung nhu mot tap hgp can bang va
mot gia s6 hay sudt thay d6i cia cac chuyén vi va bién dang (, & nhu
1a tap hop tuong thich. Do d6, cac dang suat dugce cho du6i day cé gia tri
nhu cdc phuong trinh cong 4o:
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jA TurdA + jv FurdV = jv &trdV (3.155)
J’A TudA + IV Fu'dV = jv &ye;dV (3.156)
[, TudA+ | Fuav = [ oydv (3.157)

3.5. Pinh dé 6n dinh Drucker

Hay khao sat mot vat thé vat liéu c6 thé tich V va dién tich bé mit A,
nhu dugc biéu dién trong hinh 3.13a. Cac luc bé mat va thé tich téc
dong dugc ky hiéu lan lugt béi T; va F;. Cac chuyén vi, Gng sudt, va bién
dang dugc gay ra tuong Ung la u;, oy, va g;. Hé thong cdc lue, tng suét,
chuyén vi, va bién dang dang ton tai nay théa man ci hai diéu kién can
bang va tuong thich.

Bay gio hay khao sat mot tdac dong bén ngoai né hoan toan khac biét
vGi tdc dong gAy ra cdc trang thdi dng sudt o; va bién dang g; dang ton
tai. Tdc dong bén ngoai nay gay ra cdc luc bé mit va thé tich bé sung,

T, va F, ching gay ra tap hogp tng suit o, bién dang &, va chuyén vi

U, b8 sung nhu duge minh hoa trong hinh 3.13b.

Mot vdt lieu 6n dinh duge dinh nghia 1a vat lidu théa cac diéu kién sau
day (bay gio dugc biét nhu 1a cdc dinh dé 6n dinh cia Drucker):

1. Trong thoi gian tdc dong cta tap hop cac luc duge b sung, cong dugc
thuc hién béi tdc dong bén ngoai trén nhitng thay déi vé chuyén vi
ma né gay ra la duong.

2. Doi v6i chu ky tdc dong va cat bd clia tap hop cac luc duge b sung,
cong mdi dugc thuc hién béi tdc déng bén ngoai trén nhitng thay ddi
vé chuyén vi ma né gay ra la khong am.

Can nhan manh ring céong dugc néi dén chi 1a cong duge thuc hién béi
tap hop cac luc duge b sung, T, F, trén su thay d6i vé chuyén vi ¢, ma
né gay ra, chit khong phai cong dugc thuc hién béi céc luc tong trén u.

Vé mat todn hoc, hai yéu cdu 6n dinh cé thé dugc phat biéu nhu
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Tf+1.-i

Fi + F
ujtu;, i+ Oy . €+ €y,

(a) (b)

Hinh 3.13. T4c dong bén ngoai va dinh dé én dinh cta Drucker.
(a) Hé thong dang ton tai; (b) Hé thdng dang tén tai va tdc dong bén ngoai.

[ TudA + j FudV >0 (3.158)
A \
§ TudA +§ Fudv >0 (3.159)
A \%

trong dé6 § biéu thi tich phan trén chu ky ctia su tdc dong va cdt bd cua

tap hop céc luc va tng suat bs sung.

Dinh dé dau tién, phuong trinh (3.158), dugc goi la dé én dinh trong
khodng nhé, trong khi dinh dé thd hai, phuong trinh (3.159), dugc dit
tén 1a do 6n dinh trong chu ky. Cha ¥ rang nhitng yéu ciu én dinh nay
han ché& hon cdc dinh luat nhiét dong luc hoc, ching chi yéu ciu cong
duge thuc hién bdi cac luc téng (dang ton tai) F; va T trén ¢, khong am.
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o >0, ;;.n

o >0, €>q

\
N

€

€
-—
(a) (b)
. . C-"l
o o <0, €>0 . .
o >0 & =<0
.
o \
AN ¢
€
€
(c) (d)

Hinh 3.14. Cac dudng cong (ing sudt-bién dang 6n dinh va khong
on dinh: (a), (b) 6n dinh G€ > 0; (c), (d) khong 6n dinh G€ < 0.
Ap dung nguyén ly cong do cho tdp hop can biang “duge b sung”, Fi, Tw
va &, va tap hop tuong thich tuong tng, , va ¢, cic dieu kién 6n dinh
trong nhitng phuong trinh (3.158) va (3.159) c¢6 thé dugc quy vé cac bat
déng thic nhu sau (V 1a thé tich tuy y):

G;&; >0 do 6n dinh trong khoang nhé (3.160)
foie; 20 do 6n dinh trong chu ky (3.161)

trong dé § biéu thi tich phan trén chu ky ctia su tdc dong va cat bd cua

tap hop dng suat duge bo sung ;.
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Céc diéu kién 6n dinh (3.160) c¢6 thé dugc minh hoa béi cac dudng cong
o—¢ dugc biéu thi trong hinh 3.14. Trong céc 6 a va b cia hinh, Gng suat
thém vao G > 0 giy ra su gia tang bién dang bs sung € > 0, vé6i tich s6
GE > 0. Nghia 13, ting suat thém vao tao ra cong duong, né dugc biéu thi
béi cac tam gidc duge t6 dam trong biéu d6. Tuy nhién, d6i v6i vat liéu
khong 6n dinh dugc biéu dién trong nhitng 6 ¢ va d cia hinh 3.14, cong
dugc thuc hién béi tng sudt thém vao G ludn am.

Hinh 3.14 ciing chi ra ring dinh dé 6n dinh ddm bdo su tén tai cia su
nghich ddo duy nh4t clia quan hé Gng suidt-bién dang. D6i vé6i ting x 6n
dinh dugc biéu thi trong cdc 6 a va b, ting sudt dugc xdc dinh mot cach
don tri béi gia tri bién dang da cho, va ngugc lai. Tuy nhién, d6i véi
nhitng vat liéu khong 6n dinh, hai bién dang tuong tng v6i mot gid tri
don cha tng sudt (hinh 3.14c) hoidc hai (ng suit tuong Gng véi mot gia
tri don ctia bién dang (hinh 3.14d).

3.6. Tinh phap tuyén, 16i va mdi quan hé moét-mot cia vat rin
dan héi

3.6.1. Su ton tai cia cac ham thé ning W va Q

Theo khdi niém clia cdc vat lieu én dinh, ning lugng thuc hitu dung
khong thé dugc trich ra tir vat liéu 6n dinh trong mot chu ky dit va cat
bé cta tap hop cac luc va chuyén vi duge thém vao. Hon nita, ning lugng
phai dugc thém vao néu chi cé bién dang khong héi phuc (vinh ctu hay
déo) xay ra. Doi v6i nhitng vat liéu dan hoi, tat cd bién dang 1a hoi phuc
va do 6n dinh yéu cAu rang cong dugc thuc hién bdi tdc dong bén ngoai
trong mot chu k¥ nhu thé bang khong: nghia 14, tich phan cta bat dang
thite (3.161) ludn bang khong déi véi nhitng vat liéu dan hoéi. Ta c6 thé
thay rang diéu nay cung cap diéu kién cdn va du ddi véi su ton tai cha
cdc ham ning lugng bién dang va niang lugng bu, W va Q.

Thi du, cdc trang thai dang ton tai clia Gng sudt va bién dang trong vat
thé vat ligu dan hoi duge ky hiéu 1an lugt béi o] va ¢ . Hay khdo sat

mot tdc dong bén ngoai né dit vao va roi gidi phéng ra mot tap hop céc
ting sudt thém vao trang th4i ing suit dang ton tai. Doi véi vat lieu dan
héi, khi trang thdi Gng suit tré vé o), trang théi bién dang ciing trg vé

g ; do d6 mot chu ky bi€n dang dugc hoan chinh bat dau va két thic &

g; - D81 v6i chu ky nhu thé, dinh dé 6n dinh thit hai yéu cau rang
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§(Gij - G;)dsij =0

vi khong cé cdc bién dang vinh ctiu (déo) xdy ra. Bing cich chon trang
thai ton tai ban dau 1a khong tng suit va khong bién dang, ta c6

fo,de; =0 (3.162)

né phai dung bat chap 16 trinh dugce di theo trong sudt chu ky. Do dé,
ham bi tich phan trong phuong trinh (3.162) phdi 1a vi phan chinh xdc
(hoan chinh). Viéc nay din dén su khdo sdt mat do niang lugng bién
dang dan héi, W, dugc viét nhu mot ham ctia mot minh bién dang,

&jj N aW
W(sij) = jo Gijdgij va o = 8_8”

Day la nhitng quan hé giéng véi nhitng quan hé da thu dugc trudc day
trong muc 3.3.1 nhu cac phuong trinh (3.112) va (3.117).

Tuong tu, ta c6 thé thay ringdinh dé 6n dinh thi hai ddn dén su ton tai
clia mat do ning lugng bu dan hdi, Q, 124 ham cta chi c4c Gng suit, nhu

dugc cho trude day trong muc 3.3.1 & cdc phuong trinh (3.113) va (3.118).

3.6.2. Tinh phap tuyén
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oW
Ojj = ——
" aGij
W = Constant. : £ = Constant
(trong khong gian bién dang) (trong khong gian Ung suit)

(a) (b)

Hinh 3.15. Tinh phdp tuyé&n cta (a) oy d8i v6i bé mat W = constant
va (b) g; ddi v6i bé mat Q = constant.

Nhu ching ta biét, ham f(x;) = constant (i = 1, 2, 3) biéu dién mot bé mit
trong khong gian toa do Descartes ba chiéu. Phap tuyén ngoai cia bé
méit nay ¢ mot diém tiy y x; 1a mot vector vudng géc véi mat phéng tiép
tuyén. Do doc cua f, of/ox;, 6 diém x; c6 phuong clia phap tuyén bé mét
nay. Do d6, phuong trinh (3.117), ; = 0W/0g;;, va phuong trinh (3.118),
g = 0Q/0cy;, 1a nhiing diéu kién phdp tuyén trong khong gian bién dang
(Gng suat) chin chiéu. Phuong trinh (3.117) phat biéu ring phédp tuyén
ngoai clia bé mit W = constant § mot diém da cho g; biéu dién vector oj
tuong Ung vdi g; trong y nghia 1a thanh phan cla né theo huéng cia mdi
truc toa do bién dang thi ty lé véi thanh phan tuong tng ctia vector
phdp tuyén oW/dg;;. Trong hinh 3.15a, bé mit W = constant duge minh
hoa mot cach tugng trung trong khong gian bién dang chin chiéu. Trang
théi bién dang &; duge biéu dién bdi mot diém trong khong gian nay.
Cé4c thanh phin oy, tuong Ung véi cdc bién dang &;, duge vé nhu mot
vector tu do trong khong gian bién dang (v6i 1; nhu 1a thanh phan theo
huéng &1, v..v...) v6i goc cia né ¢ diém bién dang ;. Vector tu do nay
ludn vudng géc v6i bé mat W = constant ¢ diém bién dang tuong ung e;;.
Tinh phédp tuyén cda g; d6i v6i bé mat Q = constant duge biéu thi trong
hinh 3.15b.

3.6.3. Tinh 16i
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Nhu da duge ban luan truée day, doi v6i cac vat lieu dan héi, dinh dé én
dinh thd hai ngu y ring cdc quan hé co sé luén 1a loai Green (siéu dan
héi) nhu dugc mo td béi cic phuong trinh (3.117) va (3.118). Hon niia,
cdc quan hé nay phai théa man yéu ciu 6n dinh thd nhat, bat phuong
trinh (3.160), n6 4p déit cdc diéu kién bd sung vao dang tdng quat cda
cac phuong trinh co sé.

Hay khéo sét cdc quan hé co sG dugc cho bdi phuong trinh (3.117). Céc
thanh phan gia s6 Gng sudt 6; c6 thé dugce biéu dién theo cdc gia sd bién

dang & béi phép dao ham; nghia la,

ac7ij . 0°W

O, = e = s
i ke ke
) Oy, 88ij88k¢

(3.163)

Thay &, tif phuong trinh nay vao diéu kién 6n dinh (3.160), ta thu dugc

2
oW £ > 0 (3.164a)
0g;0gy,

Nghia 1a, dang bac hai (82W/88ij6£k,{)éijékﬁ phai xdc dinh duong ddi véi cac
gid tri tly ¥ cla cac thanh phan &;. B4t phuong trinh (3.164a) c6 thé

dugc viét lai duéi dang thuan tién khac nhu

Hi &ié, >0 (3.164b)

¢ day Hij, 1a tensor bac bon duge cho bdi

2
Hy =00 (3.165)
0g;08y,

Nhu c6 thé thdy duge ti phuong trinh (3.165), tensor Hyy, théa méan cac
diéu kién d6i xing (g;; ¢6 tinh doi xting):

Hijx, = Hyi, = Hije = Hig

Do do, s& chi ¢6 21 thanh phan doc 14p trong Hjy,.
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Vé mat todn hoc, ma tran cia cdc thanh phan Hjy, = 6°W/dg;0ey, dugc
goi 12 ma tran Hessian cia ham W. Khi g; duge biéu dién dudi dang
vector v6i sau thanh phan, nhu dugc dinh nghia trong phuong trinh
(3.98), thé thi cdc phan ti cia ma tran Hessian d6i véi W dugce viét nhu

[PW AW AW AW o2W o2W
Oc;  0Oe0s, Ogle, Oely,, 08,0y, 08,07,
°W %W 0°W 0°W 0°W

0e2  0Oe, 08, 080y, Oe0v,, 08,01,
0°W 0°W 0°W 0*W
682 68Z X 68Z z a82 ZX

[H] = ’ Oy oy o (3.165)
0°W 0°W 0°W

aY>2<y 8'ny8sz 61'nyayzx

2 2
d6i  xdng oW oW
oy, OYy20Y 1%
0°W
6y2

va diéu kién (3.164b) doi héi [H] x4c dinh duong.

Mat khac, bat phuong trinh (3.160) c¢6 thé dugc viét theo Q va o;;. Do d6,
bang ciach dung cac phuong trinh (3.118) va theo tha tuc tuong tu nhu
dugc phéc thio & trén, cudi cung ta thu dugc

Hix 66, >0 (3.167)
¢ day
0%Q)
= (3.168)
’ 6(5”80“

va céc phan ti clia ma tran Hessian d6i véi Q c6 dang tuong tu nhu céc
phan ti cia ma tran Hessian doi véi W trong phuong trinh (3.166) véi
W, g, va y dugc thay thé 1an lugt béi Q, o, va 1.
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T nhitng phuong trinh (3.164) va (3.167), ching ta két luan ring cdc bé
mat tuong Gng véi W va Q bang hing trong khong gian bién dang va
khong gian Ung suit, c6 tinh l6oi. Piéu nay c6 thé dugc ching minh bang
todn hoc nhu sau. Khdo sat hai vector Gng sudt khac nhau ci"jl va cﬁ.’
trong khong gian Gng sudt chin chiéu. Higu Q(c})-Q(c}) c6 thé duge
x4p xi béi khai trién chudi Taylor (bang cach bd qua cdc s6 hang bac
cao):

Q(o})-0(of) = [%:] Aoy + %[H;W ]G; Ac;Acy, (3.169)

1

¢ day Ac; = (o;’ —csi"jl) va [Hi’m ]G§ = ma tran Hessian cha Q dugc tinh toan

i

S8 hang thid hai § v& phai cia phuong trinh (3.169) 1a xdc dinh duong.
[xem phuong trinh (3.167)]. Do dé, ta c6 thé viét

ofef)-o(e) [ 2]

(oh - o) (3.170)

o
day la diéu kién d6i vdi tinh 10i nghiém ngat cua Q(c;). Tuong ty, tinh
10i clia W(gj) cling c¢6 thé duge ching minh.

Céc han ché dugc ap dat béi dinh dé on dinh vat lidu cha Drucker va céc
ham y ctia ching bay gid dugc tém tit nhu sau:

1. C4c ham ning lugng bién dang W va ning lugng bu Q ton tai va luon
xdc dinh duong. Piéu nay tuong tGng dugc rat ra tir dic tinh xdc dinh
duong cta cdc ma tradn Hessian cua ching, [H] va [H’], va phu hop véi
yéu cau clia cic dinh luat bhiét dong luc hoc.

2. Ung suit oj; va bién dang &; 1an lugt vudng géc véi bé mat W =
constant va Q = constant.

3. Cac bé mait tuong tng véi W = constant va Q = constant 1an lugt trong
khong gian bién dang va tGng sudt c6 tinh 16i.
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4. Hon niia, tinh x4c dinh duong cta [H] va [H’] ddm bdo ring mot phép
nghich ddo duy nh&t cia cdc quan hé co sé luon ton tai. Nghia 1a, doi
v6i phuong trinh co sé bat ky o = F(g;j) duge dua trén ham gid dinh
dsi v6i W, quan hé nghich ddo duy nhat &; = F'(c;) ludn c6 thé thu
dugc.

3.6.3. Tinh don nhat

Khao sat mot vat thé vat lieu dan hdi c6 thé tich V va dién tich bé mit
A. Phan dién tich bé mit c6 tdi bé mit tac dong duge ky hiéu béi Ar, va
phan dién tich bé mit c¢6 chuyén vi cudng bic dugc ky hiéu béi A, (xem
hinh 3.7a). Khi cdc luc thé tich F; va cdc luc bé mat T; tdc dong lén vat
thé, cac tng sudt, bién dang, va chuyén vi sinh ra lan lugt duge cho béi
Gij, &j, VA u;. Bay gio gid st rang chung ta dp dit nhiing thay ddi nhd vé
cac luc tac dong va chuyén vi. Nhitng thay déi nay dugc dac trung béi
cac gia so6 dT; trén Ap, dF; trong V, va du; trén A,. Van dé la nghién ciu
xem cdc gia s Ung sudt doj; va bién dang de;; c6 duge xdc dinh mot cach
don nh&t bdi cac gia s6 clha cac luc tac dong dT;, dF;, va du; hay khong.
Né&u khong, phai cé su ton tai it nhat hai 16i gidi phan biét tuong tng
v6i cdc thay ddi tdc dong dT;, dF;, va du;. Hai 16i gidi nay duge ky hiéu
béi a va b: 15i gidi a v6i cdc gia s6 do?, deff, va 1oi gidi b vé6i céc gia s6
dc;’, dsﬁ-’.

Mbi 1oi gidi nay théa cdc yéu cAu can bang va tuong thich (hinh hoc).
Nghia la, dT;, dF;, va do] cdu thanh tap hgp can bang, trong khi du; va

def bi€u dién mot tap hgp tuong thich. Tuong ty, tap hgp dT;, dF;, va
do; la kha di tinh va tap hop du; va de) 1a khd di dong. Do tinh tuyén
tinh clia cdc phuong trinh can bing, cidc phuong trinh (3.70), hiéu giiia
hai tap hop 101 gidi kha di tinh, a va b, cing la mot tap hop kha di tinh;
nghia 1a, tap hop (dci"lf‘ —dc;.’), tuong Ung vé6i cac luc bé méit biang zero
trén Ar va cdc luc thé tich bang zero trong V, 1a mot tdp hop can bang.
Tuong tu, do tinh tuyén tinh cla cdc quan hé Gng sudt-bién dang, cac
phuong trinh (3.71), céc bién dang, (dgfj‘ —dg;’), va céc chuyén vi
(duf‘ —dgib), chiing bing zero trén A,, 12 kha di dong, va do d6 tao thanh
tap hop tuong thich. Ap dung nguyén 1y cong 4o cho hai tap hgp “hiéu”
nay, ta thu dugc
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[, (do —do} )(de; —dep)dv =0 (3.171)

Trang thdi (ng sudt “hiéu” (dci"}‘ —dci‘j’) c6 thé dugc khdo sat nhu 1a mot
tdc dong bén ngoai tao ra bién dang tuong lGng (dg;‘ —dgﬁ.’). DPinh dé 6n

dinh co ban, bat phuong trinh (3.160), sé dem lai
(dof —do})(def —def ) >0 (3.172)

Nghia 1a, ham bi tich phin trong phuong trinh (3.171) luén duong. Do
dé, tich phan ctia phuong trinh (3.171) c6 thé bing zero néu va chi néu
ham bi tich phan bing zero ¢ mdi diém trong vat thé. Do d¢,

(dof —do})(de ~def ) =0 (3.173)

né duge théa khi hodc dof = dci‘]? hodc def = dgfj’. Tuy nhién, d6i vé6i céc
vat lidu dan héi n dinh, trang théi Gng suat (ho#c bién dang) dugc xdc
dinh mot cach don nhat bdi trang th4i bién dang (hosc tGng suat). Do d6,
dof =do} ngu ¥ rang def =dg}, va tinh don nhat dugc thiét lap.

3.7. CaAc méi quan hé #ng suit-bién dang gia so

Loai hinh thanh céng thic nay thudng dugc dung dé mo td Gng xi co
hoc chia loai vat liéu ma trang thdi dng sudt phu thudc vao trang théi
bién dang hién hanh ciing nhu vao 1§ trinh tng sudt da dugc theo dudi
dé dat dén trang thdi nay. Todng quat, cdc quan hé co sé gia s6 dugc viét
nhu

G = Fij (ék(’cmn) (8.174)

trong d6 &, va g, lan lugt 1a céc tensor gia s6 tng sudt va bién dang,
va Fj 12 cdc ham tensor. Doi véi cdc vat ligu ding huéng doc 1ap véi thoi
gian, theo Chen (1982) va Chen va Saleeb (1982), biéu thiic bén vé& phai
clia phuong trinh (3.174) 14 mot ham tuyén tinh ctia cdc thanh phan deg,
clia tensor gia s bién dang. Thé rdi cac quan hé co sé cia phuong trinh
(3.174) ¢6 thé dugc viet dudi dang tuyén tinh theo gia s6

doi; = Cijkomn)de, (3.175)
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trong do6 tensor dap Ung vat liéu Ci(omn) 1& ham cha cdc thanh phan
ctia tensor tng sudt. Ung xi dugc md té béi cdc phuong trinh (3.175) 1a
c6 thé nghich ddo vi phdn (hoic gia s6). Piéu nay bién minh cho viéc s
dung tién t6 Aypo trong thuat ngit hypoelastic (hodc dan hdi cuc tiéu) dé
mé ta cdc quan hé co sé (3.175).

Ung xi cda vat liéu hypoelastic, néi chung, phu thude 10 trinh (phu thudc
lich st tng suit hay bién dang). Phép tich phan clia cdc phuong trinh vi
phan (3.175) doi vé6i cac 10 trinh dGng suadt va diéu kién ban dau khac
nhau ré rang dan dén cic quan hé ng sudt-bién dang khac nhau.

Tensor Ciy, thuong duge goi 1a tensor dp cung tiép tuyén cia vat liéu.
Dang téng quat nhat cda Cyj, ddi v6i cdc vat lieu ddng huéng doc 1ap véi
thoi gian da thu duge nhu 12 mot ham da thic cia cdc bat bién ng suat
v6i muoi hai hé s6 vat liéu [xem Chen (1982) va Chen va Saleeb (1982)].
Mot dac tinh quan trong dugc trinh bay 1a tinh bdt ddng hudéng do ung
sudt hay bién dang. Tinh ddng huéng ban dau cta vat liéu bi pha huy,
dua dén d6 cing gia s6 bat ding huéng. Nhu la két qui cta tinh bat
dédng huéng dugc gay ra, c6 su két ndi gitta dap Gng thé tich va tac dong
léch. Hon nifa, cdc phuong chinh cla céc tensor (ing suat gia s6 va tensor
bién dang gia sd khong trung nhau. Tinh bat dang huéng do ing suit va
cdc hiéu ing k&t noi 1a nhitng diém dic trung quan trong trong viéc mo
hinh tGng x{ ctia cac vat liéu thuc, ching han nhu bé téong va dat, doi véi
chiing su gian né va do nén khong dan hoi 1a nhitng hiéu tng chi phoi.

Gan day, cdc loai quan hé co s gia s6 dic biét khac nhau da dugc su
dung mot c4dch rong rai trong viéc mé hinh dap dGng phi tuyén ciia nhiéu
vat liéu k§ thuat khac nhau. Chi y&u, cdc moé hinh nay dugc phat trién
trén co s cia cac k§ thuat diéu chinh duong cong. Cac thi du cla céc
mo hinh nay c6 thé dugc tim thay trong cdc quyén sich ctia Chen (1982)
va Chen va Saleeb (1982).

3.8. T6m tit

Chuong nay dé cap dén cic quan hé Ung sudt-bién dang ddi v6i vat ran
déng huéng dan hdi. Cac quan hé tng suadt-bi€n dang tuyén tinh dugc
biéu dién béi dinh luat Hooke téng quat héa, né thi don gidn va quen
thudc nhat d6i v6i ching ta, trong khi cdc quan hé ing suidt-bién dang
dan héi phi tuyé&n, ching phiic tap hon nhiéu, néi chung dugc phan loai
nhu cic quan hé Gng suidt-bié€n dang tong va gia so.
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Ly thuyét déo ky thuat

Cé6 hai loai clia cdc quan hé Ung suidt-bién dang téng: loai Cauchy va
loai Green. Cac quan hé (ing suit-bién dang dan hoi Cauchy c6 dang

cij = Fijex,)

n6 thé hién ddp Ung mot-mot gitia Ung sudt o; va bién dang ¢;. Do d6,
ting sudt va bién dang 1a c6 thé nghich ddo va doc 1ap véi 1o trinh. Céc
md hinh duge st dung thong thudng nhat cta loai nay duge hinh thanh
cong thic béi nhitng hiéu chinh don gidn c@a cdc quan hé dng suidt-bién
dang dan hoéi didng huéng duge dua trén cac modulus cdt (thi du, E, v,
K, va G,). Thudng, cdc thong s6 vat liéu trong nhitng mod hinh nay da
dugc dinh nghia r6 cdc quan hé vat ly cho tng x{ tng suidt-bién dang
khao sat dugc cia vat liéu, va ching cé thé dé dang dugc x4c dinh tir cac
s6 liéu thi nghiém. Tuy nhién, tinh thuan nghich va tinh doc 1ap véi 1o
trinh cia cdc ham méat d9 ning lugng bién dang W va ning lugng bu Q
néi chung khong dugc ddm bao. Nghia 14, cdc dinh luiat nhiét dong luc
hoc c6 thé bi vi pham do cdc md hinh cé thé phat sinh nang lugng ddi
v6i mot s6 1o trinh Gng sudt dit va cat tdi. D€ théa méan cic dinh luat
nhiét dong luc hoc, cdc diéu kién bd sung phai dugc 4p déit.

Céc quan hé Gng sudt-bién dang dan hdi Green c6 dang

oW oQ
o, =— hay g =—"
) o/ I Bo.

ij ij

Céc md hinh cia loai nay théa cdc dinh luiat nhiét dong luc hoc do cédc
ham W va Q déc ldp véi 16 trinh. Ngoai ra, cdc dng sudt o;; va bién dang
g ¢6 thé nghich ddo va doc lap v6i 1§ trinh. Hon niia, ¢tinh don nhdt cua
cdc ng sudt va bién dang trong bai todn gid tri bién dugc thda néu
ching ta 4p dit han ché vé tinh l6i (nghia 1a, tinh xdc dinh duong) trén
cdc ham niang lugng W va Q. C4ac dang ham khdc nhau cia W va Q c¢6
thé dugc chon dé dat dén céic hién tugng mong mudn clia Gng xi cidc vat
liéu.

Cdc quan hé ng sudt-bién dang gia so ca vat liéu hypoelastic co dang
doj; = Gij(Omn)dex,

Céc ting sudt va bién dang dugc dinh nghia béi cdc quan hé nay c6 thé
nghich ddo dang gia s6. Tuy nhién, trang thdi (ng sudt va trang thai
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bién dang phu thuoc 16 trinh. N6i chung, mo hinh Aypoelastic c6 thé vi
pham cdc dinh luat nhiét dong luc hoc trong mot s6 chu ky dit va cat
tai do né c6 thé phat sinh ning lugng.

Bai tap

3.1. Tensor chuyén vi tuong d6i £’;; § mot diém duge cho nhu sau:

0,10 0,20 -0,40
g =|-0,20 0,25 -0,15

0,40 0,30 0,30
Hay xac dinh:

(a) Tensor bién dang ;.
(b) Tensor quay w;.
(c) Céc bién dang chinh &1, €, va €3, va cdc phuong chinh.
(d) Pb6i v6i phan t6 thé theo huéng ﬁ:(1 1 1/\/5), hay tim vector

202

[PNg n n N 2 . e D
bién dang 5, vector quay , va vector chuyén vi tuong doi s .

3.2. Trang thdi bién dang ¢ mot diém dugc biéu dién bdi tensor bién
dang da cho g;.
-0,005 -0,004 0
g; =|-0,004 0,001 0
0 0 0,001

Hay x4c dinh:
(a) Tensor bién dang léch e;;.
(b) Céc gia tri clia céc bat bién J’ va J’s.
(c) Su thay d&i thé tich trén don vi thé tich e,.

3.3. Cac thanh phan chuyén vi u; § mot diém trong vat thé dugc cho béi
cac thanh phan dang ham
u; = 10x; + 3xg, ug = 3X; + 2Xo, uz = 6x3
Hay ching té ring khong cé su quay cing néu cidc bién dang dugc
gia dinh la nhd.

3.4. Hay x4c dinh cac quan hé trong sé cdc hang sé ao, aj, bg, by, ¢, c1,
va ¢y d&é ma cac biéu thic sau day 1a mot trang th4i bién dang:
&x = a9 + a1(x” +y°) + (x* +y")
gy = bo + bi(x? +y?) + (x* +y*)
Tay = Co + CiXy(X® +y” +Cp)
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Ly

3.5

3.6.

3.7.

3.8

62

thuyét déo k§ thuat

8z='}'yz='\/zx=0

. Bing cich st dung phuong trinh (3.70a) va cdc quan hé Gng
sudt-bién dang ctia vat liéu dan héi tuyén tinh ding huéng, hay
chiing t6 rang cac phuong trinh cin bing (3.70a) c6 thé dugc viét
du6i dang sau day

uiJj+1 5 uj,ji+5=0
—2v G
trong d6 v va G lan lugt 1a hé s& Poisson va modulus trugt.

Hay ching minh cac quan hé sau day gitta cdc modulus dan héi E, v
va K, G:
IKG 3K-2G

3K+G 2(3K+G)

Poi v6i vat lieu dan hoi tuyén tinh ddng hudng, cac thanh phan tng
sudt, cj;, § mot diém dugc cho béi

10 1 -8
cj=| 1 -6 6 |ksi
-8 6 20

Céc hing s6 dan héi 1a E = 30.000 ksi va v = 0,3. Hay xac dinh:
(a) Tensor léch bién dang, e;;, § diém da cho.
(b) Céc gia tri ctia mat do nang lugng bién dang, W, va mat do ning
lugng bu, Q, tuong Gng vé6i trang thai tng sudt da cho.
(c) Céc bién dang chinh &1, &, va €3 6 diém nay.

. Mot phan t6 vat liéu chua c6 Ung suadt va chua c6 bién dang chiu
mot lich st dat tdi t6 hop theo nhitng 16 trinh duong thang ké tiép
nhau trong khong gian (o, 1) [cdc don vi 1a psil:

Lo trinh 1: t (0, 0) d&n (0, 10)
Lo trinh 2: tu (0, 10) dén (30, 10)
Lo trinh 3: tir (30, 10) dén (30, —-10)
Lo trinh 4: tu (30, —10) dén (0, 0)
Phan t6 dugc gid st 1a vat liéu dan hdi phi tuyén ding huéng véi
mét d0 nang lugng bu Q dugc cho nhu
Q=a(J+%)
¢ day a 1a mot hing s6 vat liéu. Quan hé (ng suidt-bién dang clia né
trong kéo don truc la
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5
10% =| ——
1000

G day o c6 don vi la psi.

(a) Hay x4c dinh bién dang gidn dai doc truc va bién dang truot &
cudi 16 trinh 3.

(b) Hay tim t4t cd cac thanh phan bién dang phap va tiép & cudi céc
16 trinh 1 va 2.

(c) Hay vé duong cong Q = constant trong khong gian (o, 1) di qua
diém (30, 100). Hay chiing minh bing gidi tich ring dudng cong Q
= constant c6 tinh 16i.

(d) Hay chiitng minh bing hinh tugng rang cau tra 15i cho phan (b)
théa diéu kién phép tuyén (3.118).

(e) Hay bién d6i 1o trinh 1 thanh 1§ trinh trong khong gian Gng suit
chinh. Hay tinh to4n cdc bién dang & cudi cia 16 trinh nay bang
cach dung cdc quan hé ng sudt-bién dang dugc biéu thi theo cac
ting sudt chinh, va so sanh két qud mot cach chi tiét véi cac két
qua thu duge theo o va t trong cau (b).

() Hay liét ké tat ca cac 16 trinh dudng thang trong khong gian dng
suat chinh cia nhitng 16 trinh da cho ¢ trén.

(g) Hay vé 19 trinh 2 trong khong gian Gng suit chinh.

3.9. Khao sat mot vat liéu dan héi phi tuyén duge dua trén ham mat do
bu Q dugc cho béi
Q(l,J,) =alf +bJ;

¢ day a, va b 1a nhitng hing s6 vat liéu. Moi quan hé Gng suat-bién
dang cta vat liéu trong kéo don truc duge cho bdi
10% = i+1(ij3
10
G day o c6 don vi la ksi.
(a) Hay x4c dinh c4c hing s6 a va b.
(b) Hay viét quan hé Ung sudt-bién dang cua vat liéu d6i véi trang
th4di nén song truc.
(c) Hay viét quan hé ng sudt-bién dang cta vat liéu déi véi trang
thai trugt thuan tay.

3.10. Hay liét ké va giai thich bang gidi tich va bang hinh tugng céc
han ché& dugc 4p dit béi dinh dé én dinh vat liéu cia Drucker va
cdc ham y d6i vé6i vat lieu dan hai.
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