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3.3. Quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaúng höôùng ñaøn hoài phi tuyeán 

3.3.1. Giôùi thieäu 

Vaät lieäu ñaøn hoài ñöôïc ñaëc tröng bôûi khaû naêng hoài phuïc hoaøn toaøn hình 
daùng vaø kích thöôùc cuûa noù. Trong tröôøng hôïp ñôn truïc (hình 3.9), khi gia 
taûi vaø caát taûi, vaät lieäu seõ theo cuøng ñöôøng cong öùng suaát−bieán daïng, 
nghóa laø, töø O ñeán A vaø sau ñoù töø A trôû veà O. Do ñoù, theo chu kyø taûi taùc 
ñoäng OAO, traïng thaùi cuûa vaät lieäu gioáng vôùi noù tröôùc khi chòu taûi. Vieäc 
gia taûi laïi seõ theo cuøng loä trình ñaët taûi OA. 

Khaû naêng hoài phuïc nhö theá nguï yù raèng ngoaïi coâng cô hoïc seõ ñöôïc thu 
hoài neáu taûi ñöôïc caát boû. Vì theá, coâng coù theå ñöôïc xem nhö ñöôïc tích tröõ 
trong vaät theå bò bieán daïng döôùi daïng naêng löôïng. Naêng löôïng ñöôïc tích 
tröõ naøy ñöôïc goïi laø naêng löôïng bieán daïng. 

Trong tröôøng hôïp ñôn truïc, naêng löôïng bieán daïng treân ñôn vò theå tích 
hay maät ñoä naêng löôïng bieán daïng, W, ñöôïc theå hieän bôûi dieän tích phía 
döôùi ñöôøng cong σ−ε trong hình 3.9 vaø ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 ( )
0

W d
ε

ε = σ ε∫               (3.111) 

Trong tröôøng hôïp ña truïc, maät ñoä naêng löôïng bieán daïng laø toång cuûa caùc 
naêng löôïng bieán daïng do taát caû caùc thaønh phaàn öùng suaát taïo ra, nghóa 
laø, 
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ε = σ ε∫               (3.112) 

Maëc khaùc, dieän tích phía treân ñöôøng cong σ−ε trong hình 3.9, theå hieän 
maät ñoä naêng löôïng buø (hay naêng löôïng buø treân ñôn vò theå tích) ñoái vôùi 
tröôøng hôïp ñôn truïc, ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 ( )
0

d
σ

Ω σ = ε σ∫               (3.113) 

Trong tröôøng hôïp ña truïc, noù coù daïng 
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Ω σ = ε σ∫              (3.114) 

Maät ñoä naêng löôïng bieán daïng W vaø maät ñoä naêng löôïng buø Ω töông öùng 
laø nhöõng haøm cuûa bieán daïng, εij, vaø öùng suaát, σij. Roõ raøng laø nhöõng haøm 
naêng löôïng W vaø Ω ñöôïc lieân heä bôûi 

 W + Ω = σijεij              (3.115) 

Veà caùc moái quan heä öùng suaát−bieán daïng, coù hai caùch tieáp caän ñeå moâ taû 
öùng xöû hoài phuïc cuûa caùc vaät lieäu ñaøn hoài. Ñaàu tieân, ta coù theå giaû ñònh 
raèng coù söï töông öùng moät−moät giöõa öùng suaát vaø bieán daïng, hay noùi moät 
caùch khaùc, öùng suaát σij ñöôïc xaùc ñònh moät caùch duy nhaát töø bieán daïng 
hieän haønh εij trong daïng toång quaùt 

 σij = Fij(εkl)              (3.116) 

Hình 3.9. Haøm maät ñoä naêng löôïng bieán daïng W
vaø haøm maät ñoä naêng löôïng buø Ω.

dΩ 
= εdσ 

dW = σdε
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Vaät lieäu ñaøn hoài ñöôïc ñònh nghóa bôûi phöông trình (3.116) ñöôïc goïi laø 
vaät lieäu ñaøn hoài Cauchy. 

Thöù hai, ta coù theå giaû ñònh raèng caùc öùng suaát thu ñöôïc nhö laø caùc ñoä doác 
cuûa haøm theá naêng bieán daïng (töùc laø, haøm maät ñoä naêng löôïng bieán daïng 
W) nhö 

 
( )ij

ij
ij

W∂ ε
σ =

∂ε
              (3.117) 

hoaëc giaû söû raèng caùc bieán daïng thu ñöôïc nhö laø caùc ñoä doác cuûa haøm theá 
naêng öùng suaát (töùc laø, haøm maät ñoä naêng löôïng buø Ω) nhö 

 
( )ij

ij
ij

∂Ω σ
ε =

∂σ
              (3.118) 

Vaät lieäu maø quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa noù ñöôïc ñònh nghóa bôûi 
hoaëc phöông trình (3.117) hoaëc phöông trình (3.118) ñöôïc xem laø vaät lieäu 
sieâu ñaøn hoài hoaëc Green. Caùc moái quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài 
phi tuyeán ñaúng höôùng ñöôïc döïa treân nhöõng phöông trình töø (3.116) ñeán 
(3.118) seõ ñöôïc baøn luaän saâu hôn trong nhöõng muïc tieáp theo. 

Ta coù theå thaáy raèng vaät lieäu Cauchy coù theå phaùt sinh naêng löôïng döôùi 
moät chu kyø gia taûi vaø caát taûi naøo ñoù, baèng caùch aáy vaät lieäu naøy vi phaïm 
caùc ñònh luaät nhieät ñoäng löïc hoïc. Ñieàu naøy seõ ñöôïc thaát trong thí duï 3.5. 

3.3.2. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaúng höôùng ñaøn hoài phi 
tuyeán ñöôïc döïa treân caùc haøm W vaø Ω 

Ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài ñaúng höôùng, maät ñoä naêng löôïng bieán daïng W 
[phöông trình (3.112)] coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo ba baát bieán ñoäc laäp tuøy 
yù cuûa tensor bieán daïng εij. Baèng caùch choïn ba baát bieán 1 2I , I′ ′  vaø 3I′  ñöôïc 

ñònh nghóa döôùi daây, W ñöôïc vieát nhö 

 ( )1 2 3W W I , I , I′ ′ ′=              (3.128) 

ôû ñaây 1 2I , I′ ′  vaø 3I′  ñöôïc cho bôûi 
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              (3.129) 

Theá thì, töø phöông trình (3.117), ta coù 

 1 2 3
ij

ij ij ij1 2 3

I I IW W W
I I I

′ ′ ′∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
σ = + +

′ ′ ′∂ε ∂ε ∂ε∂ ∂ ∂
 

hay, thay theá töø phöông trình (3.129) cho 1 2I , I′ ′ , 3I′  vaø thöïc hieän ñaïo 

haøm, ta coù 

 ij 1 ij 2 ij 3 ik jkσ = α δ + α ε + α ε ε             (3.130) 

ôû ñaây 

 ( )i i j
i

WI
I

∂′α = α =
′∂

             (3.131) 

Baèng caùch ñaïo haøm caùc phöông trình (3.131), caùc haøm αi (caùc haøm bieán 
daïng vaät lieäu) coù theå ñöôïc lieân heä bôûi ba phöông trình: 

 ji

j iI I
∂α∂α

=
′ ′∂ ∂

              (3.132) 

Neân chuù yù raèng söï löïa choïn ba baát bieán bieán daïng ñoäc laäp xuaát hieän 
trong caùc phöông trình (3.128) vaø (3.129) laø tuøy yù. Thay cho vieäc löïa 
choïn naøy, ta coù theå duøng caùc baát bieán I’1, I’2, vaø I’3 cuûa muïc 3.1 [phöông 
trình (3.32)]. hoaëc caùc baát bieán J’1, J’2, vaø J’3 cuûa tensor leäch bieán daïng 
eij [phöông trình (3.51)], hay thaäm chí caùc baát bieán hoãn hôïp nhö I’1, J’2, 
vaø J’3. Caùc öu ñieåm rieâng bieät cuûa vieäc choïn löïa ôû ñaây laø söï taùch rôøi caùc 
haøm αi trong caùch thöùc ñôn giaûn, thuaän tieän. 

ÔÛ giai ñoïan naøy, thaät quan troïng ñeå minh hoïa roõ hôn söï khaùc nhau giöõa 
caùc söï hình thaønh coâng thöùc Cauchy vaø Green ñöôïc döïa treân caùc keát quaû 
ñaõ thu ñöôïc ôû treân [caùc phöông trình (3.130) ñeán (3.132)]. Theo ñònh lyù 
Cayley−Hamilton, taát caû caùc luõy thöøa nguyeân döông cuûa tensor baäc hay 
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baát kyø, chaúng haïn nhö, thí duï, tensor bieán daïng εij, coù theå ñöôïc bieåu dieãn 
nhö laø caùc toå hôïp tuyeán tính cuûa δij, εij, vaø εikεkj vôùi caùc heä soá laø haøm ña 
thöùc cuûa ba baát bieán cuûa εij. Do ñoù, neáu quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa 
phöông trình (3.116) ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài Cauchy coù daïng ña thöùc baäc 
tuøy yù theo εij, thì phieám haøm naøy coù theå ñöôïc vieát moät caùch chính xaùc 
döôùi daïng töông töï nhö phöông trình (3.130) ñaõ thu ñöôïc ôû treân ñöôïc döïa 
treân söï hình thaønh coâng thöùc Green (sieâu ñaøn hoài). Tuy nhieân, baây giôø 
caùc αi laø nhöõng haøm ñoäc laäp vôùi caùc baát bieán cuûa εij, vaø chuùng khoâng coøn 
bò haïn cheá bôûi caùc quan heä ñöôïc cho trong caùc phöông trình (3.132) ñoái 
vôùi caùc vaät lieäu Green nöõa. Do ñoù, nhöõng moâ hình cô baûn khaùc nhau (thí 
duï, baäc hai, baäc ba, baäc boán) ñöôïc döïa treân caùc söï hình thaønh coâng thöùc 
cuûa caû Cauchy vaø Green coù theå thu ñöôïc baèng caùch caên cöù vaøo quan heä 
toång quaùt cuûa phöông trình (3.130) vôùi caùc daïng haøm ñöôïc giaû ñònh khaùc 
nhau cho αi. Söï khaùc nhau duy nhaát laø caùc haøm αi ñöôïc choïn bò haïn cheá 
hôn nöõa bôûi nhöõng quan heä (3.132) ñoái vôùi nhöõng vaät lieäu loaïi Green. 

Khoâng coù lyù do öu tieân ñoái vôùi vieäc ñoøi hoûi raèng caùc soá haïng cuûa baäc 
ñöôïc quy ñònh hieän dieän trong nhöõng haøm bieán daïng vaät lieäu. Do ñoù, vì 
söï ñôn giaûn, thaät coù lôïi trong vaøi tröôøng hôïp ñeå khai trieån W nhö moät 
haøm cuûa chæ hai baát bieán bieán daïng, hay thaäm chí chæ moät baát bieán bieán 
daïng. Ngoaøi ra, ngöôøi ta khoâng theå giöõ laïi taát caû nhöõng söï keát hôïp coù 
theå cuûa caùc baát bieán naøy ñoái vôùi baäc ñaõ ñöôïc quy ñònh. 

Trong moät thuû tuïc töông töï, ta coù theå thu ñöôïc nhöõng quan heä cô sôû 
khaùc nhau töø phöông trình (3.118) baèng caùch khai trieån haøm Ω theo caùc 
baát bieán öùng suaát 1 2I , I , vaø 3I  (I1, I2, vaø I3, hay I1, J2, J3). Do ñoù, neáu ta 

choïn caùc baát bieán öùng suaát döôùi ñaây (töông töï vôùi caùc baát bieán ñaõ ñònh 
nghóa cho bieán daïng), 
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= σ

= σ σ

= σ σ σ

             (3.133) 

phöông trình cô sôû laø 

 εij = φ1δij + φ2σij + φ3σikσjk            (3.134) 

ôû ñaây 
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 ( )i i j
i

I
I

∂Ω
φ = φ =

∂
              (3.135) 

vaø caùc raøng buoäc leân caùc haøm öùng suaát vaät lieäu φi ñöôïc cho bôûi ba quan 
heä sau ñaây: 

 ji

j iI I
∂φ∂φ

=
∂ ∂

              (3.136) 

Caàn nhaán maïnh raèng öùng xöû cuûa caùc moâ hình ñaúng höôùng ñöôïc moâ taû 
trong caùc phöông trình (3.130) vaø (3.134) laø thuaän nghòch vaø ñoäc laäp vôùi 
loä trình, nhö trong nhöõng moâ hình ñaøn hoài tuyeán tính, do traïng thaùi 
bieán daïng (öùng suaát) laø ñôn nhaát ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc giaù trò hieän haønh 
cuûa caùc öùng suaát (caùc bieán daïng) maø khoâng caàn quan taâm ñeán lòch söû ñaët 
taûi. Hôn nöõa, caùc truïc öùng suaát chính vaø bieán daïng chính luoân truøng 
nhau trong nhöõng moâ hình naøy. 

3.3.3. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài phi tuyeán ñaúng 
höôùng coù ñöôïc bôûi söï hieäu chænh caùc modulus ñaøn hoài 

Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài tuyeán tính ñaõ ñöôïc baøn luaän 
trong muïc 3.2.2 laø ñaúng höôùng vaø thuaän nghòch. Roõ raøng, moät söï môû 
roäng cuûa caùc quan heä naøy vôùi caùc modulus ñaøn hoài ñöôïc thay theá bôûi caùc 
haøm voâ höôùng ñöôïc lieân keát vôùi hoaëc caùc baát bieán öùng suaát hoaëc caùc baát 
bieán bieán daïng cuõng coù nhöõng ñaëc tröng cuûa söï ñaúng höôùng vaø söï thuaän 
nghòch. Thí duï, caùc haøm voâ höôùng ñöôïc lieân keát vôùi traïng thaùi öùng suaát 
coù theå bao goàm caùc giaù trò cuûa caùc öùng suaát chính σ1, σ2, vaø σ3, hoaëc ba 
baát bieán ñoäc laäp I1, J2, vaø J3. Do ñoù, caùc haøm voâ höôùng khaùc nhau nhö 
F(I1, J2, J3) ñöôïc lieân keát vôùi caùc baát bieán öùng suaát, hoaëc F(I’1, J’2, J’3) 
ñöôïc lieân keát vôùi caùc baát bieán bieán daïng, coù theå ñöôïc duøng ñeå moâ taû caùc 
moâ hình cô sôû ñaøn hoài phi tuyeán khaùc nhau. Caùc quan heä öùng suaát−bieán 
daïng phi tuyeán ñoái vôùi moãi moâ hình naøy thu goïn veà caùc daïng tuyeán tính 
khi caùc haøm voâ höôùng ñöôïc laáy laø caùc haèng soá. 

Nhö laø moät thí duï ñaàu tieân, ta haõy khaûo saùt daïng ñaøn hoài tuyeán tính cuûa 
phöông trình (3.84) ñöôïc hieäu chænh bôûi thay theá soá nghòch ñaûo cuûa 
Young modulus E  baèng moät haøm voâ höôùng cuûa caùc baát bieán I1, J2, vaø J3 
ñöôïc ñaët teân laø F(I1, J2, J3). Do ñoù, ta coù 
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 εij = (1 + ν)F(I1, J2, J3)σij − νF(I1, J2, J3)σkkδij          (3.142) 

Heä soá Poisson ν cuõng coù theå ñöôïc thay theá bôûi haøm cuûa caùc baát bieán öùng 
suaát. 

Caùc phöông trình (3.142) laø caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng phi tuyeán 
ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài ñaúng höôùng noù ruùt goïn veà caùc daïng tuyeán tính 
khi F(I1, J2, J3) laø haèng soá (1/E). Chuùng bieåu dieãn öùng xöû ñaøn hoài (thuaän 
nghòch) bôûi vì traïng thaùi bieán daïng ñöôïc xaùc ñònh moät caùch ñôn trò bôûi 
traïng thaùi öùng suaát hieän haønh maø khoâng caàn quan taâm ñeán lòch söû ñaët 
taûi. 

Dó nhieân, coù söï chia taùch cuoái cuøng vaø hôïp lyù giöõa ñaùp öùng trung bình vaø 
ñaùp öùng leäch hay tröôït cuûa vaät lieäu, nhö ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán 
tính. Ñaëc bieät, ta coù hteå thu ñuôïc töø phöông trình (3.142) 

 εkk = (1 − 2ν)F(I1, J2, J3)σkk  

 eij = (1 + ν)F(I1, J2, J3)sij             (3.143) 

ôû ñaây caùc modulus K vaø G ñöôïc bieåu dieãn theo E vaø ν bôûi caùc phöông 
trình (3.92) vaø (3.83) vaø soá nghòch ñaûo cuûa E ñöôïc thay theá bôûi haøm voâ 
höôùng F(I1, J2, J3). Tuy nhieân, khoâng gioáng nhö quan heä ñaøn hoài tuyeán 
tính, caùc phöông trình (3.143) chöùng toû raèng coù moät söï töông taùc giöõa 
hai ñaùp öùng thoâng qua söï thay ñoåi ñoä lôùn cuûa haøm voâ höôùng F vôùi söï 
bieán thieân cuûa caùc baát bieán I1, J2, vaø J3. Ñieàu naøy nguï yù raèng söï thay ñoåi 
theå tích εkk khoâng chæ coù phuï thuoäc vaøo σkk. Töông töï, caùc leäch hay caùc 
bieán daïng tröôït, eij, khoâng chæ phuï thuoäc vaøo ñoä leäch öùng suaát hoaëc caùc 
öùng suaát tieáp, sij. Chuùng phuï thuoäc laãn nhau, vaø tuông taùc thoâng qua söï 
bieán thieân cuûa haøm voâ höôùng F(I1, J2, J3). 

Nhö laø thí duï thöù hai cuûa söï hình thaønh coâng thöùc quan heä cô sôû cuûa caùc 
vaät lieäu ñaøn hoài phi tuyeán ñaúng höôùng, haõy khaûo saùt söï hieäu chænh caùc 
quan heä tuyeán tính cuûa caùc coâng thöùc (3.93) vaø (3.94). Caùc modulus khoái 
vaø tröôït ñaøn hoài ñöôïc laáy nhö laø caùc haøm voâ höôùng cuûa caùc baát bieán 
tensor öùng suaát hoaëc tensor bieán daïng. Do ñoù, caùc phöông trình (3.93) vaø 
(3.94) baây giôø coù theå ñöôïc vieát nhö 

 p = Ksεkk               (3.144) 

 sij = 2Gseij              (3.145) 
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Do ñoù, ta coù 

 σij = sij + pδij = 2Gseij + Ksεkkδij            (3.146) 

ôû ñaây Ks vaø Gs töông öùng ñöôïc bieát nhö modulus khoái caét vaø modulus 
khoái caét. Caùc daïng haøm voâ höôùng cuûa Ks vaø Gs theo caùc baát bieán tensor 
öùng suaát hoaëc tensor bieán daïng ñöôïc khai trieån chuû yeáu töø caùc döõ lieäu thí 
nghieäm. Veà nguyeân taéc cô baûn, moät haøm voâ höôùng tuøy yù cuûa caùc baát bieán 
tensor öùng suaát hoaëc tensor bieán daïng coù theå ñöôïc söû duïng cho caùc 
modulus ñaøn hoài phi tuyeán ñaúng höôùng nhö ñaõ ñöôïc baøn luaän tröôùc ñaây. 
Roõ raøng, caùc moâ hình cô baûn ñöôïc hình thaønh treân cô sôû naøy laø loaïi ñaøn 
hoài Cauchy; traïng thaùi bieán daïng ñöôïc xaùc ñònh moät caùch duy nhaát bôûi 
traïng thaùi öùng suaát hieän haønh hay ngöôïc laïi. Thí duï, ñoái vôùi traïng thaùi 
öùng suaát tuøy yù, σij, giaù trò cuûa F(I1, J2, J3) vaø do ñoù caùc thaønh phaàn bieán 
daïng, εij, trong caùc phöông trình (3.143) ñöôïc xaùc ñònh moät caùch duy 
nhaát maø khoâng caàn quan taâm ñeán loä trình ñaët taûi. Tuy nhieân, ñieàu naøy 
khoâng nguï yù raèng W vaø Ω, ñöôïc tính toaùn töø caùc quan heä öùng suaát−bieán 
daïng nhö theá, cuõng ñoäc laäp vôùi loä trình. Nhöõng haïn cheá naøo ñoù phaûi 
ñöôïc aùp ñaët ñoái vôùi caùc haøm voâ höôùng ñaõ choïn ñeå ñaûm baûo ñaëc tính ñoäc 
laäp loä trình cuûa W vaø Ω. Ñieàu naøy ñaûm baûo raèng caùc ñònh luaät nhieät 
ñoäng löïc hoïc luoân ñöôïc thoûa vaø naêng löôïng khoâng ñöôïc sinh ra trong 
suoát chu kyø ñaët taûi vaø caát taûi baát kyø. 

Haõy khaûo saùt caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa phöông trình (3.146). 
Haõy ñeå Ks vaø Gs laø caùc haøm toång quaùt caùc baát bieán bieán daïng I’1, J’2, vaø 
J’3 cuûa daïng Ks(I’1, J’2, J’3) vaø Gs(I’1, J’2, J’3). Bieåu thöùc cho W trong 
tröôøng hôïp naøy laø 

 ( ) ( ) ( )ij 2 1J I 2
ij ij s 1 2 3 2 s 1 2 3 10 0 0

1W d 2G I ,J ,J dJ K I ,J ,J d I
2

′ ′ε
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= σ ε = +∫ ∫ ∫   (3.147) 

trong ñoù d(I’1)2 = 2I’1dI’1. 

Töông töï, neáu Ks vaø Gs ñöôïc laáy nhö laø caùc haøm cuûa caùc baát bieán öùng 
suaát I1, J2, vaø J3, ta coù theå thaáy raèng Ω ñöôïc cho bôûi 

 
( )

( )
( )

ij 2 1
2

J I 12
ij ij0 0 0s 1 2 3 s 1 2 3

d IdJd
2G I ,J ,J 18K I ,J ,J

σ
Ω = ε σ = +∫ ∫ ∫          (3.148) 
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Nhö coù theå ñöôïc thaáy, ñeå cho W ñoäc laäp vôùi loä trình, caùc tích phaân trong 
phöông trình (3.147) phaûi phuï thuoäc chæ vaøo caùc giaù trò I’1 vaø J’2 hieän 
haønh. Ñieàu naøy coù theå luoân ñöôïc thoûa maõn neáu caùc modulus Ks vaø Gs 
ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 Ks = Ks(I’1) 

 Gs = Gs(J’2)            (3.149a) 

Nhöng vì I’1 vaø J’2 ñöôïc lieân heä vôùi εoct vaø γoct, caùc phöông trình (3.149a) 
coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo caùc daïng khaùc 

 Ks = Ks(εoct) 

 Gs = Gs(γoct)            (3.149b) 

Töông töï, ñeå thoûa maõn yeâu caàu Ω ñoäc laäp vôùi loä trình trong phöông trình 
(3.148), Ks vaø Gs ñöôïc laáy laàn löôït laø nhöõng haøm cuûa chæ I1 vaø J2, nghóa 
laø, 

 Ks = Ks(I1) 

 Gs = Gs(J2)            (3.150a) 

hoaëc, theo caùc thaønh phaàn öùng suaát baùt dieän 

 Ks = Ks(σoct) 

 Gs = Gs(τoct)            (3.150b) 

Hôn nöõa, Ks vaø Gs phaûi, dó nhieân, döông. Do ñoù, caùc tích phaân trong caùc 
phöông trình (3.147) vaø (3.148) luoân döông (vì 2

1I  vaø J2 döông). Ñieàu naøy 
xaùc nhaän raèng W vaø Ω luoân xaùc ñònh döông. Söï ñoäc laäp vôùi loä trình ñoái 
vôùi caùc haøm theá naêng W vaø Ω laø do tính thuaän nghòch cuûa öùng xöû ñaøn 
hoài, trong khi vieäc xaùc ñònh döông cuûa W vaø Ω do yeâu caàu veà söï oån ñònh 
cuûa vaät lieäu. Vieäc naøy seõ ñöôïc thaûo luaän trong muïc tieáp theo. 

3.4. Nguyeân lyù coâng aûo 

Nguyeân lyù coâng aûo ñaõ chöùng toû raát maïnh meû nhö laø moä kyõ thuaät trong 
vieäc giaûi caùc baøi toaùn vaø trong vieäc ñöa ra nhöõng chöùng minh cho caùc 
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ñònh lyù toång quaùt cuûa cô hoïc vaät raén. Trong phaàn döôùi ñaây, phöông trình 
coâng aûo seõ thu ñöôïc. Phöông trình naøy ñöôïc caàn ñeán cho nhöõng khaûo saùt 
tieáp theo veà söï oån ñònh vaø tính ñôn nhaát cuûa caùc quan heä öùng suaát−bieán 
daïng toång quaùt, chuùng coù theå khoâng thuaän nghòch vaø phuï thuoäc loä trình. 
Trong söï baét nguoàn, caùc giaû ñònh sau ñaây ñöôïc thöïc hieän: caùc chuyeån vò 
laø ñuû nhoû ñeå maø caùc thay ñoåi veà hình hoïc cuûa vaät theå ñöôïc boû qua vaø caáu 
hình chöa bieán daïng ban ñaàu coù theå ñöôïc duøng trong vieäc thieát laäp caùc 
phöông trình cho heä thoáng. Ñieàu naøy nguï yù raèng caùc thaønh phaàn phi 
tuyeán trong tính töông thích cuûa bieán daïng vaø chuyeån vò ñöôïc boû qua. 
Ñieàu naøy daãn ñeán caùc phöông trình caân baèng (3.70) vaø caùc quan heä 
töông thích (3.71) coù theå aùp duïng ôû ñaây. 

Phöông trình coâng aûo ñeà caäp ñeán hai taäp hôïp rôøi raïc vaø chöa ñöôïc quan 
heä: taäp hôïp caân baèng vaø taäp hôïp töông thích. Taäp hôïp caân baèng vaø taäp 
hôïp töông thích ñöôïc nhoùm laïi (gom laïi) vôùi nhau, saùt beân nhau nhöng 
ñoäc laäp, trong phöông trình coâng aûo (hình 3.12). 

 

 i i i i ij ijA V V
Tu dA Fu dV dV∗ ∗ ∗+ = σ ε∫ ∫ ∫            (3.151) 

 

Pheùp tích phaân ôû ñaây thöïc hieän treân toaøn dieän tích, A, hay theå tích, V, 
cuûa vaät theå. Caùc ñaïi löôïng Ti vaø Fi töông öùng laø caùc ngoïai löïc beà maët vaø 
theå tích. Tröôøng öùng suaát σij laø taäp hôïp öùng suaát tuøy yù, thaät hay khaùc, 
trong traïng thaùi caân baèng vôùi caùc löïc theå tích Fi beân trong vaät theå vaø 
vôùi caùc löïc beà maët Ti treân beà maët maø caùc löïc Ti ñöôïc phaân boá. Töông töï, 
tröôøng bieán daïng ε*ij bieåu dieãn taäp hôïp baát kyø cuûa bieán daïng töông thích 
vôùi caùc chuyeån vò thaät hoaëc aûo u*i cuûa caùc ñieåm chòu taùc ñoäng cuûa caùc 
ngoaïi löïc Ti vaø Fi. Trong hình 3.12, hai taäp hôïp (caân baèng vaø töông 
thích) ñöôïc bieåu thò, cuõng nhö nhöõng yeâu caàu ñeå ñöôïc thoûa maõn bôûi moãi 
taäp hôïp [caùc phöông trình (3.70) vaø (3.71)]. 

Taäp hôïp caân baèng

Taäp hôïp töông thích
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Ñieàu quan troïng caàn löu yù laø caû taäp hôïp caân baèng Ti, Fi, vaø σij (hình 
3.12a) vaø taäp hôïp töông thích u*i vaø ε*ij (hình 3.12b) ñeàu khoâng caàn laø 
traïng thaùi thaät, maø cuõng khoâng caàn caùc taäp hôïp caân baèng vaø töông thích 
ñöôïc lieân heä vôùi nhau theo moät caùch thöùc naøo ño. Trong phöông trình 
(3.151), caùc daáu ngoâi sao ñöôïc duøng cho taäp thôïp töông thích ñeå nhaán 
maïnh raèng hai taäp hôïp naøy ñoäc laäp hoaøn toaøn. Khi caùc traïng thaùi thöïc 
(noù thoûa caû hai ñieàu kieän caân baèng vaø töông thích) ñuôïc thay theá tring 
phöông trình (3.151), caùc daáu ngoâi sao ñöôïc boû qua. 

3.4.1. Chöùng minh phöông trình coâng aûo 

Haõy khaûo saùt ngoaïi coâng aûo, Wext, ñöôïc cho bôûi bieåu thöùc ôû veá traùi cuûa 
phöông trình (3.151). Vôùi Ti = σjinj treân dieän tích A, ta coù theå vieát 

 ext ji j i i iA V
W nu dA Fu dV∗ ∗= σ +∫ ∫  

Tích phaân ñaàu coù theå ñöôïc chuyeån thaønh tích phaân theå tích baèng caùch 
duøng ñònh lyù divergence. Do ñoù, ta coù 

 
( )
( )

ext ji i i i,jV V

ji,j i ji i,j i iV V

W u dV Fu dV

u u dV Fu dV

∗ ∗

∗ ∗ ∗

= σ +

= σ + σ +

∫ ∫
∫ ∫

 

hay 

 ( )ext ji,j i i ji i,jV
W F u u dV∗ ∗⎡ ⎤= σ + + σ⎣ ⎦∫            (3.152) 

Hình 3.12. Hai taäp hôïp ñoäc laäp trong phöông trình coâng aûo. 

(a) Taäp hôïp caân baèng (b) Taäp hôïp töông thích 

Ti = σjinj 
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Soá haïng ñaàu tieân trong daáu ngoaëc ñôn trieät tieâu ñoái vôùi taäp hôïp caân 
baèng, noù thoûa caùc phöông trình caân baèng ñöôïc cho trong phöông trình 
(3.70b). Do ñoù, phöông trình (3.152) ruùt goïn veà 

 ext ij i,jV
W u dV∗= σ∫              (3.153) 

Baây giôø ta khaûo saùt noäi coâng aûo, Wint, ñöôïc cho bôûi bieåu thöùc ôû veá phaûi 
cuûa phöông trình (3.151). Baèng caùch duønh phöông trình (3.71a), ta coù 

 ( )int ij ij ij i,j j,iV V

1W dV u u dV
2

∗ ∗ ∗= σ ε = σ +∫ ∫  

hoaëc 

 int ij i,j ij j,iV

1 1W u u dV
2 2

∗ ∗⎛ ⎞= σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

noù coù theå ñöôïc vieát nhö (i, j laø caùc chæ soá giaû/caâm) 

 int ij i,j ji i,jV

1 1W u u dV
2 2

∗ ∗⎛ ⎞= σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

Cuoái cuøng, söû duïng tính ñoái xöùng cuûa σij, 

 int ij i,jV
W u dV∗= σ∫              (3.154) 

Vì theá, töø caùc phöông trình (3.153) vaø (3.154), Wext = Wint vaø phöông 
trình coâng aûo ñöôïc thieát laäp. 

3.4.2. Caùc daïng suaát cuûa caùc phöông trình coâng aûo 

Taäp hôïp caân baèng vaø taäp hôïp töông thích tuøy yù  coù theå ñöôïc thay vaøo 
phöông trình (3.151). Cuï theå, moät gia soá hay suaát thay ñoåi cuûa ngoaïi löïc 
vaø öùng suaát noäi i i ijT,F, σ& & &  coù theå ñöôïc duøng nhö moät taäp hôïp caân baèng vaø 

moät gia soá hay suaát thay ñoåi cuûa caùc chuyeån vò  vaø bieán daïng i iju ,∗ ∗ε& &  nhö 

laø taäp hôïp töông thích. Do ñoù, caùc daïng suaát ñöôïc cho döôùi ñaây coù giaù trò 
nhö caùc phöông trình coâng aûo: 
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 i i i i ij ijA V V
Tu dA Fu dV dV∗ ∗ ∗+ = σ ε∫ ∫ ∫& && & &&            (3.155) 

 i i i i ij ijA V V
Tu dA Fu dV dV∗ ∗ ∗+ = σ ε∫ ∫ ∫& & &            (3.156) 

 i i i i ij ijA V V
Tu dA Fu dV dV∗ ∗ ∗+ = σ ε∫ ∫ ∫& & &            (3.157) 

3.5. Ñònh ñeà oån ñònh Drucker 

Haõy khaûo saùt moät vaät theå vaät lieäu coù theå tích V vaø dieän tích beà maët A, 
nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 3.13a. Caùc löïc beà maët vaø theå tích taùc 
ñoäng ñöôïc kyù hieäu laàn löôït bôûi Ti vaø Fi. Caùc chuyeån vò, öùng suaát, vaø bieán 
daïng ñöôïc gaây ra töông öùng laø ui, σij, vaø εij. Heä thoáng caùc löïc, öùng suaát, 
chuyeån vò, vaø bieán daïng ñang toàn taïi naøy thoûa maõn caû hai ñieàu kieän caân 
baèng vaø töông thích. 

Baây giôø haõy khaûo saùt moät taùc ñoäng beân ngoaøi noù hoaøn toaøn khaùc bieät 
vôùi taùc ñoäng gaây ra caùc traïng thaùi öùng suaát σij vaø bieán daïng εij ñang toàn 
taïi. Taùc ñoäng beân ngoaøi naøy gaây ra caùc löïc beà maët vaø theå tích boå sung, 
iT&  vaø iF& , chuùng gaây ra taäp hôïp öùng suaát ijσ& , bieán daïng ijε& , vaø chuyeån vò 

iu&  boå sung nhö ñöôïc minh hoïa trong hình 3.13b. 

Moät vaät lieäu oån ñònh ñöôïc ñònh nghóa laø vaät lieäu thoûa caùc ñieàu kieän sau 
ñaây (baây giôø ñöôïc bieát nhö laø caùc ñònh ñeà oån ñònh cuûa Drucker): 

1. Trong thôøi gian taùc ñoäng cuûa taäp hôïp caùc löïc ñöôïc boå sung, coâng ñöôïc 
thöïc hieän bôûi taùc ñoäng beân ngoaøi treân nhöõng thay ñoåi veà chuyeån vò 
maø noù gaây ra laø döông. 

2.  Ñoái vôùi chu kyø taùc ñoäng vaø caát boû cuûa taäp hôïp caùc löïc ñöôïc boå sung, 
coâng môùi ñöôïc thöïc hieän bôûi taùc ñoäng beân ngoaøi treân nhöõng thay ñoåi 
veà chuyeån vò maø noù gaây ra laø khoâng aâm. 

Caàn nhaán maïnh raèng coâng ñöôïc noùi ñeán chæ laø coâng ñöôïc thöïc hieän bôûi 
taäp hôïp caùc löïc ñöôïc boå sung, iT& , iF& , treân söï thay ñoåi veà chuyeån vò iu&  maø 
noù gaây ra, chöù khoâng phaûi coâng ñöôïc thöïc hieän bôûi caùc löïc toång treân iu& . 
Veà maët toaùn hoïc, hai yeâu caàu oån ñònh coù theå ñöôïc phaùt bieåu nhö 
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 i i i iA V
TudA FudV 0+ >∫ ∫& && &              (3.158) 

 ∫∫ ≥+
V iiA ii dVuFdAuT 0&&&&             (3.159) 

trong ñoù ∫  bieåu thò tích phaân treân chu kyø cuûa söï taùc ñoäng vaø caát boû cuûa 

taäp hôïp caùc löïc vaø öùng suaát boå sung. 

Ñònh ñeà ñaàu tieân, phöông trình (3.158), ñöôïc goïi laø ñoä oån ñònh trong 
khoaûng nhoû, trong khi ñònh ñeà thöù hai, phöông trình (3.159), ñöôïc ñaët 
teân laø ñoä oån ñònh trong chu kyø. Chuù yù raèng nhöõng yeâu caàu oån ñònh naøy 
haïn cheá hôn caùc ñònh luaät nhieät ñoäng löïc hoïc, chuùng chæ yeâu caàu coâng 
ñöôïc thöïc hieän bôûi caùc löïc toång (ñang toàn taïi) Fi vaø Ti treân iu&  khoâng aâm. 

Hình 3.13. Taùc ñoäng beân ngoaøi vaø ñònh ñeà oån ñònh cuûa Drucker. 
(a) Heä thoáng ñang toàn taïi; (b) Heä thoáng ñang toàn taïi vaø taùc ñoäng beân ngoaøi. 
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AÙp duïng nguyeân lyù coâng aûo cho taäp hôïp caân baèng “ñöôïc boå sung”, iF& , iT& , 
vaø ijσ& , vaø taäp hôïp töông thích töông öùng, iu&  vaø ijε& , caùc ñieàu kieän oån ñònh 

trong nhöõng phöông trình (3.158) vaø (3.159) coù theå ñöôïc quy veà caùc baát 
ñaúng thöùc nhö sau (V laø theå tích tuøy yù): 

 ij ij 0σ ε >&&   ñoä oån ñònh trong khoaûng nhoû          (3.160) 

 ∫ ≥εσ 0ijij&&  ñoä oån ñònh trong chu kyø          (3.161) 

trong ñoù ∫  bieåu thò tích phaân treân chu kyø cuûa söï taùc ñoäng vaø caát boû cuûa 

taäp hôïp öùng suaát ñöôïc boå sung ijσ& . 

Hình 3.14. Caùc ñöôøng cong öùng suaát−bieán daïng oån ñònh vaø khoâng 
oån ñònh: (a), (b) oån ñònh σε&&  > 0; (c), (d) khoâng oån ñònh σε&&  < 0. 
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Caùc ñieàu kieän oån ñònh (3.160) coù theå ñöôïc minh hoïa bôûi caùc ñöôøng cong 
σ−ε ñöôïc bieåu thò trong hình 3.14. Trong caùc oâ a vaø b cuûa hình, öùng suaát 
theâm vaøo σ&  > 0 gaây ra söï gia taêng bieán daïng boå sung ε&  > 0, vôùi tích soá 
σε&&  > 0. Nghóa laø, öùng suaát theâm vaøo taïo ra coâng döông, noù ñöôïc bieåu thò 
bôûi caùc tam giaùc ñöôïc toâ ñaäm trong bieåu ñoà. Tuy nhieân, ñoái vôùi vaät lieäu 
khoâng oån ñònh ñöôïc bieåu dieãn trong nhöõng oâ c vaø d cuûa hình 3.14, coâng 
ñöôïc thöïc hieän bôûi öùng suaát theâm vaøo σ&  luoân aâm. 

Hình 3.14 cuõng chæ ra raèng ñònh ñeà oån ñònh ñaûm baûo söï toàn taïi cuûa söï 
nghòch ñaûo duy nhaát cuûa quan heä öùng suaát−bieán daïng. Ñoái vôùi öùng xöû oån 
ñònh ñöôïc bieåu thò trong caùc oâ a vaø b, öùng suaát ñöôïc xaùc ñònh moät caùch 
ñôn trò bôûi giaù trò bieán daïng ñaõ cho, vaø ngöôïc laïi. Tuy nhieân, ñoái vôùi 
nhöõng vaät lieäu khoâng oån ñònh, hai bieán daïng töông öùng vôùi moät giaù trò 
ñôn cuûa öùng suaát (hình 3.14c) hoaëc hai öùng suaát töông öùng vôùi moät giaù 
trò ñôn cuûa bieán daïng (hình 3.14d). 

3.6. Tính phaùp tuyeán, loài vaø moái quan heä moät−moät cuûa vaät raén 
ñaøn hoài 

3.6.1. Söï toàn taïi cuûa caùc haøm theá naêng W vaø Ω 

Theo khaùi nieäm cuûa caùc vaät lieäu oån ñònh, naêng löôïng thöïc höõu duïng 
khoâng theå ñöôïc trích ra töø vaät lieäu oån ñònh trong moät chu kyø ñaët vaø caát 
boû cuûa taäp hôïp caùc löïc vaø chuyeån vò ñöôïc theâm vaøo. Hôn nöõa, naêng löôïng 
phaûi ñöôïc theâm vaøo neáu chæ coù bieán daïng khoâng hoài phuïc (vónh cöûu hay 
deûo) xaûy ra. Ñoái vôùi nhöõng vaät lieäu ñaøn hoài, taát caû bieán daïng laø hoài phuïc 
vaø ñoä oån ñònh yeâu caàu raèng coâng ñöôïc thöïc hieän bôûi taùc ñoäng beân ngoaøi 
trong moät chu kyø nhö theá baèng khoâng: nghóa laø, tích phaân cuûa baát ñaúng 
thöùc (3.161) luoân baèng khoâng ñoái vôùi nhöõng vaät lieäu ñaøn hoài. Ta coù theå 
thaáy raèng ñieàu naøy cung caáp ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñoái vôùi söï toàn taïi cuûa 
caùc haøm naêng löôïng bieán daïng vaø naêng löôïng buø, W vaø Ω. 

 Thí duï, caùc traïng thaùi ñang toàn taïi cuûa öùng suaát vaø bieán daïng trong vaät 
theå vaät lieäu ñaøn hoài ñöôïc kyù hieäu laàn löôït bôûi ij

∗σ  vaø ij
∗ε . Haõy khaûo saùt 

moät taùc ñoäng beân ngoaøi noù ñaët vaøo vaø roài giaûi phoùng ra moät taäp hôïp caùc 
öùng suaát theâm vaøo traïng thaùi öùng suaát ñang toàn taïi. Ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn 
hoài, khi traïng thaùi öùng suaát trôû veà ij

∗σ , traïng thaùi bieán daïng cuõng trôû veà 

ij
∗ε ; do ñoù moät chu kyø bieán daïng ñöôïc hoaøn chænh baét ñaàu vaø keát thuùc ôû 

ij
∗ε . Ñoái vôùi chu kyø nhö theá, ñònh ñeà oån ñònh thöù hai yeâu caàu raèng 
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 ( ) 0=εσ−σ∫ ∗
ijijij d  

vì khoâng coù caùc bieán daïng vónh cöûu (deûo) xaûy ra. Baèng caùch choïn traïng 
thaùi toàn taïi ban ñaàu laø khoâng öùng suaát vaø khoâng bieán daïng, ta coù 

 0=εσ∫ ijijd               (3.162) 

noù phaûi ñuùng baát chaáp loä trình ñöôïc ñi theo trong suoát chu kyø. Do ñoù, 
haøm bò tích phaân trong phöông trình (3.162) phaûi laø vi phaân chính xaùc 
(hoaøn chænh). Vieäc naøy daãn ñeán söï khaûo saùt maät ñoä naêng löôïng bieán 
daïng ñaøn hoài, W, ñöôïc vieát nhö moät haøm cuûa moät mình bieán daïng,  

 ( ) ij

ij ij ij0
W d

ε
ε = σ ε∫  vaø ij

ij

W∂
σ =

∂ε
 

Ñaây laø nhöõng quan heä gioáng vôùi nhöõng quan heä ñaõ thu ñöôïc tröôùc ñaây 
trong muïc 3.3.1 nhö caùc phöông trình (3.112) vaø (3.117). 

Töông töï, ta coù theå thaáy raèngñònh ñeà oån ñònh thöù hai daãn ñeán söï toàn taïi 
cuûa maät ñoä naêng löôïng buø ñaøn hoài, Ω, laø haøm cuûa chæ caùc öùng suaát, nhö 
ñöôïc cho tröôùc ñaây trong muïc 3.3.1 ôû caùc phöông trình (3.113) vaø (3.118). 

3.6.2. Tính phaùp tuyeán 
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Nhö chuùng ta bieát, haøm f(xi) = constant (i = 1, 2, 3) bieåu dieãn moät beà maët 
trong khoâng gian toïa ñoä Descartes ba chieàu. Phaùp tuyeán ngoaøi cuûa beà 
maët naøy ôû moät ñieåm tuøy yù xi laø moät vector vuoâng goùc vôùi maët phaúng tieáp 
tuyeán. Ñoä doác cuûa f, ∂f/∂xi, ôû ñieåm xi coù phöông cuûa phaùp tuyeán beà maët 
naøy. Do ñoù, phöông trình (3.117), σij = ∂W/∂εij, vaø phöông trình (3.118), 
εij = ∂Ω/∂σij, laø nhöõng ñieàu kieän phaùp tuyeán trong khoâng gian bieán daïng 
(öùng suaát) chín chieàu. Phöông trình (3.117) phaùt bieåu raèng phaùp tuyeán 
ngoaøi cuûa beà maët W = constant ôû moät ñieåm ñaõ cho εij bieåu dieãn vector σij 
töông öùng vôùi εij trong yù nghóa laø thaønh phaàn cuûa noù theo höôùng cuûa moãi 
truïc toïa ñoä bieán daïng thì tyû leä vôùi thaønh phaàn töông öùng cuûa vector 
phaùp tuyeán ∂W/∂εij. Trong hình 3.15a, beà maët W = constant ñöôïc minh 
hoïa moät caùch töôïng tröng trong khoâng gian bieán daïng chín chieàu. Traïng 
thaùi bieán daïng εij ñöôïc bieåu dieãn bôûi  moät ñieåm trong khoâng gian naøy. 
Caùc thaønh phaàn σij, töông öùng vôùi caùc bieán daïng εij, ñöôïc veõ nhö moät 
vector töï do trong khoâng gian bieán daïng (vôùi σ11 nhö laø thaønh phaàn theo 
höôùng ε11, v..v…) vôùi goác cuûa noù ôû ñieåm bieán daïng εij. Vector töï do naøy 
luoân vuoâng goùc vôùi beà maët W = constant ôû ñieåm bieán daïng töông öùng εij. 
Tính phaùp tuyeán cuûa εij ñoái vôùi beà maët Ω = constant ñöôïc bieåu thò trong 
hình 3.15b. 

3.6.3. Tính loài 

Hình 3.15. Tính phaùp tuyeán cuûa (a) σij ñoái vôùi beà maët W = constant 
vaø (b) εij ñoái vôùi beà maët Ω = constant. 

(trong khoâng gian bieán daïng) (trong khoâng gian öùng suaát) 
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Nhö ñaõ ñöôïc baøn luaän tröôùc ñaây, ñoái vôùi caùc vaät lieäu ñaøn hoài, ñònh ñeà oån 
ñònh thöù hai nguï yù raèng caùc quan heä cô sôû luoân laø loaïi Green (sieâu ñaøn 
hoài) nhö ñöôïc moâ taû bôûi caùc phöông trình (3.117) vaø (3.118). Hôn nöõa, 
caùc quan heä naøy phaûi thoûa maõn yeâu caàu oån ñònh thöù nhaát, baát phöông 
trình (3.160), noù aùp ñaët caùc ñieàu kieän boå sung vaøo daïng toång quaùt cuûa 
caùc phöông trình cô sôû. 

Haõy khaûo saùt caùc quan heä cô sôû ñöôïc cho bôûi phöông trình (3.117). Caùc 
thaønh phaàn gia soá öùng suaát ijσ&  coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo caùc gia soá bieán 

daïng ijε&  bôûi pheùp ñaïo haøm; nghóa laø, 

 
2

ij
ij k k

k ij k

W∂σ ∂
σ = ε = ε

∂ε ∂ε ∂εl l
l l

& &&             (3.163) 

Thay ijσ&  töø phöông trình naøy vaøo ñieàu kieän oån ñònh (3.160), ta thu ñöôïc 

 
2

ij k
ij k

W 0∂
ε ε >

∂ε ∂ε l
l

& &            (3.164a) 

Nghóa laø, daïng baäc hai (∂2W/∂εij∂εkl) ij kε ε l
& &  phaûi xaùc ñònh döông ñoái vôùi caùc 

giaù trò tuøy yù cuûa caùc thaønh phaàn ijε& . Baát phöông trình (3.164a) coù theå 

ñöôïc vieát laïi döôùi daïng thuaän tieän khaùc nhö 

 ijk ij kH 0ε ε >l l
& &             (3.164b) 

ôû ñaây Hijkl laø tensor baäc boán ñöôïc cho bôûi 

 
2

ijk
ij k

WH ∂
=
∂ε ∂εl

l

              (3.165) 

Nhö coù theå thaáy ñöôïc töø phöông trình (3.165), tensor Hijkl thoûa maõn caùc 
ñieàu kieän ñoái xöùng (εij coù tính ñoái xöùng): 

 Hijkl = Hjikl = Hijlk = Hklij  

Do ñoù, seõ chæ coù 21 thaønh phaàn ñoäc laäp trong Hijkl. 
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Veà maët toaùn hoïc, ma traän cuûa caùc thaønh phaàn Hijkl = ∂2W/∂εij∂εkl ñöôïc 
goïi laø ma traän Hessian cuûa haøm W. Khi εij ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng 
vector vôùi saùu thaønh phaàn, nhö ñöôïc ñònh nghóa trong phöông trình 
(3.98), theá thì caùc phaàn töû cuûa ma traän Hessian ñoái vôùi W ñöôïc vieát nhö 

 [ ]

2 2 2 2 2 2

2
x y x z x xy x yz x zxx

2 2 2 2 2

2
y z y xy y yz y zxy

2 2 2 2

2
z xy z yz z zxz

2 2 2

2
xy yz xy zxxy

2 2

2
yz zxyz

2

W W W W W W

W W W W W

W W W W

H
W W W

W Wñoái xöùng

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ε ∂ε ∂ε ∂ε ∂ε ∂γ ∂ε ∂γ ∂ε ∂γ∂ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ε ∂ε ∂ε ∂γ ∂ε ∂γ ∂ε ∂γ∂ε

∂ ∂ ∂ ∂
∂ε ∂γ ∂ε ∂γ ∂ε ∂γ∂ε

=
∂ ∂ ∂

∂γ ∂γ ∂γ ∂γ∂γ

∂ ∂
∂γ ∂γ∂γ

∂
2
zx

W

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂γ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.165) 

vaø ñieàu kieän (3.164b) ñoøi hoûi [H] xaùc ñònh döông. 

Maët khaùc, baát phöông trình (3.160) coù theå ñöôïc vieát theo Ω vaø σij. Do ñoù, 
baèng caùch duøng caùc phöông trình (3.118) vaø theo thuû tuïc töông töï nhö 
ñöôïc phaùc thaûo ôû treân, cuoái cuøng ta thu ñöôïc 

 ijk ij kH 0′ σ σ >l l
& &               (3.167) 

ôû ñaây 

 
2

ijk
ij k

H ∂ Ω′ =
∂σ ∂σl

l

              (3.168) 

vaø caùc phaàn töû cuûa ma traän Hessian ñoái vôùi Ω coù daïng töông töï nhö caùc 
phaàn töû cuûa ma traän Hessian ñoái vôùi W trong phöông trình (3.166) vôùi 
W, ε, vaø γ ñöôïc thay theá laàn löôït bôûi Ω, σ, vaø τ. 
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Töø nhöõng phöông trình (3.164) vaø (3.167), chuùng ta keát luaän raèng caùc beà 
maët töông öùng vôùi W vaø Ω baèng haèng trong khoâng gian bieán daïng vaø 
khoâng gian öùng suaát, coù tính loài. Ñieàu naøy coù theå ñöôïc chöùng minh baèng 
toaùn hoïc nhö sau. Khaûo saùt hai vector öùng suaát khaùc nhau a

ijσ  vaø b
ijσ  

trong khoâng gian öùng suaát chín chieàu. Hieäu b a
ij ij( ) ( )Ω σ −Ω σ  coù theå ñöôïc 

xaáp xæ bôûi khai trieån chuoãi Taylor (baèng caùch boû qua caùc soá haïng baäc 
cao): 

 ( ) ( ) a
ij

a
ij

b a
ij ij ij ijk ij k

ij

1 H
2 σ

σ

⎛ ⎞∂Ω ⎡ ⎤′Ω σ − Ω σ = Δσ + Δσ Δσ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟∂σ⎝ ⎠
l l          (3.169) 

ôû ñaây ( )b a
ij ij ijΔσ = σ − σ  vaø 

a
ij

ijkH σ
⎡ ⎤′⎣ ⎦l = ma traän Hessian cuûa Ω ñöôïc tính toaùn 

ôû a
ijσ . 

Soá haïng thöù hai ôû veá phaûi cuûa phöông trình (3.169) laø xaùc ñònh döông. 
[xem phöông trình (3.167)]. Do ñoù, ta coù theå vieát 

 ( ) ( ) ( )
a
ij

b a b a
ij ij ij ij

ij σ

⎛ ⎞∂Ω
Ω σ − Ω σ > σ − σ⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ⎝ ⎠

           (3.170) 

ñaây laø ñieàu kieän ñoái vôùi tính loài nghieâm ngaët cuûa Ω(σij). Töông töï, tính 
loài cuûa W(εij) cuõng coù theå ñöôïc chöùng minh. 

Caùc haïn cheá ñöôïc aùp ñaët bôûi ñònh ñeà oån ñònh vaät lieäu cuûa Drucker vaø caùc 
haøm yù cuûa chuùng baây giôø ñöôïc toùm taét nhö sau: 

1. Caùc haøm naêng löôïng bieán daïng W vaø naêng löôïng buø Ω toàn taïi vaø luoân 
xaùc ñònh döông. Ñieàu naøy töông öùng ñöôïc ruùt ra töø ñaëc tính xaùc ñònh 
döông cuûa caùc ma traän Hessian cuûa chuùng, [H] vaø [H’], vaø phuø hôïp vôùi 
yeâu caàu cuûa caùc ñònh luaät bhieät ñoäng löïc hoïc. 

2. ÖÙng suaát σij vaø bieán daïng εij laàn löôït vuoâng goùc vôùi beà maët W = 
constant vaø Ω = constant. 

3. Caùc beà maët töông öùng vôùi W = constant vaø Ω = constant laàn löôït trong 
khoâng gian bieán daïng vaø öùng suaát coù tính loài. 
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4. Hôn nöõa, tính xaùc ñònh döông cuûa [H] vaø [H’] ñaûm baûo raèng moät pheùp 
nghòch ñaûo duy nhaát cuûa caùc quan heä cô sôû luoân toàn taïi. Nghóa laø, ñoái 
vôùi phöông trình cô sôû baát kyø σij = F(εij) ñöôïc döïa treân haøm giaû ñònh 
ñoái vôùi W, quan heä nghòch ñaûo duy nhaát εij = F-1(σij) luoân coù theå thu 
ñöôïc. 

3.6.3. Tính ñôn nhaát 

Khaûo saùt moät vaät theå vaät lieäu ñaøn hoài coù theå tích V vaø dieän tích beà maët 
A. Phaàn dieän tích beà maët coù taûi beà maët taùc ñoäng ñöôïc kyù hieäu bôûi AT, vaø 
phaàn dieän tích beà maët coù chuyeån vò cöôõng böùc ñöôïc kyù hieäu bôûi Au (xem 
hình 3.7a). Khi caùc löïc theå tích Fi vaø caùc löïc beà maët Ti taùc ñoäng leân vaät 
theå, caùc öùng suaát, bieán daïng, vaø chuyeån vò sinh ra laàn löôït ñöôïc cho bôûi 
σij, εij, vaø ui. Baây giôø giaû söû raèng chuùng ta aùp ñaët nhöõng thay ñoåi nhoû veà 
caùc löïc taùc ñoäng vaø chuyeån vò. Nhöõng thay ñoåi naøy ñöôïc ñaëc tröng bôûi 
caùc gia soá dTi treân AT, dFi trong V, vaø dui treân Au. Vaán ñeà laø nghieân cöùu 
xem caùc gia soá öùng suaát dσij vaø bieán daïng dεij coù ñöôïc xaùc ñònh moät caùch 
ñôn nhaát bôûi caùc gia soá cuûa caùc löïc taùc ñoäng dTi, dFi, vaø dui hay khoâng. 
Neáu khoâng, phaûi coù söï toàn taïi ít nhaát hai lôøi giaûi phaân bieät töông öùng 
vôùi caùc thay ñoåi taùc ñoäng dTi, dFi, vaø dui. Hai lôøi giaûi naøy ñöôïc kyù hieäu 
bôûi a vaø b: lôøi giaûi a vôùi caùc gia soá a a

ij ijd , dσ ε , vaø lôøi giaûi b vôùi caùc gia soá 
b b
ij ijd , dσ ε . 

Moãi lôøi giaûi naøy thoûa caùc yeâu caàu caân baèng vaø töông thích (hình hoïc). 
Nghóa laø, dTi, dFi, vaø a

ijdσ  caáu thaønh taäp hôïp caân baèng, trong khi dui vaø 
a
ijdε  bieåu dieãn moät taäp hôïp töông thích. Töông töï, taäp hôïp dTi, dFi, vaø 
b
ijdσ  laø khaû dó tónh vaø taäp hôïp dui vaø b

ijdε  laø khaû dó ñoäng. Do tính tuyeán 

tính cuûa caùc phöông trình caân baèng, caùc phöông trình (3.70), hieäu giöõa 
hai taäp hôïp lôøi giaûi khaû dó tónh, a vaø b, cuõng laø moät taäp hôïp khaû dó tónh; 
nghóa laø, taäp hôïp ( )a b

ij ijd dσ − σ , töông öùng vôùi caùc löïc beà maët baèng zero 

treân AT vaø caùc löïc theå tích baèng zero trong V, laø moät taäp hôïp caân baèng. 
Töông töï, do tính tuyeán tính cuûa caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng, caùc 
phöông trình (3.71), caùc bieán daïng, ( )a b

ij ijd dε − ε , vaø caùc chuyeån vò 

( )a b
i idu d− ε , chuùng baèng zero treân Au, laø khaû dó ñoäng, vaø do ñoù taïo thaønh 

taäp hôïp töông thích. AÙp duïng nguyeân lyù coâng aûo cho hai taäp hôïp “hieäu” 
naøy, ta thu ñöôïc 
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 ( ) ( )a b a b
ij ij ij ijV

d d d d dV 0σ − σ ε − ε =∫            (3.171) 

Traïng thaùi öùng suaát ”hieäu” ( )a b
ij ijd dσ − σ  coù theå ñöôïc khaûo saùt nhö laø moät 

taùc ñoäng beân ngoaøi taïo ra bieán daïng töông öùng ( )a b
ij ijd dε − ε . Ñònh ñeà oån 

ñònh cô baûn, baát phöông trình (3.160), seõ ñem laïi 

 ( ) ( )a b a b
ij ij ij ijd d d d 0σ − σ ε − ε >             (3.172) 

Nghóa laø, haøm bò tích phaân trong phöông trình (3.171) luoân döông. Do 
ñoù, tích phaân cuûa phöông trình (3.171) coù theå baèng zero neáu vaø chæ neáu 
haøm bò tích phaân baèng zero ôû moãi ñieåm trong vaät theå. Do ñoù, 

 ( ) ( )a b a b
ij ij ij ijd d d d 0σ − σ ε − ε =             (3.173) 

noù ñöôïc thoûa khi hoaëc a b
ij ijd dσ = σ  hoaëc a b

ij ijd dε = ε . Tuy nhieân, ñoái vôùi caùc 

vaät lieäu ñaøn hoài oån ñònh, traïng thaùi öùng suaát (hoaëc bieán daïng) ñöôïc xaùc 
ñònh moät caùch ñôn nhaát bôûi traïng thaùi bieán daïng (hoaëc öùng suaát). Do ñoù, 

a b
ij ijd dσ = σ  nguï yù raèng a b

ij ijd dε = ε , vaø tính ñôn nhaát ñöôïc thieát laäp. 

3.7. Caùc moái quan heä öùng suaát−bieán daïng gia soá 

Loaïi hình thaønh coâng thöùc naøy thöôøng ñöôïc duøng ñeå moâ taû öùng xöû cô 
hoïc cuûa loaïi vaät lieäu maø traïng thaùi öùng suaát phuï thuoäc vaøo traïng thaùi 
bieán daïng hieän haønh cuõng nhö vaøo loä trình öùng suaát ñaõ ñöôïc theo ñuoåi 
ñeå ñaït ñeán traïng thaùi naøy. Toång quaùt, caùc quan heä cô sôû gia soá ñöôïc vieát 
nhö 

 ( )ij ij k mnF ,σ = ε σl
&&              (3.174) 

trong ñoù ijσ&  vaø kε l
&  laàn löôït laø caùc tensor gia soá öùng suaát vaø bieán daïng, 

vaø Fij laø caùc haøm tensor. Ñoái vôùi caùc vaät lieäu ñaúng höôùng ñoäc laäp vôùi thôøi 
gian, theo Chen (1982) vaø Chen vaø Saleeb (1982), bieåu thöùc beân veá phaûi 
cuûa phöông trình (3.174) laø moät haøm tuyeán tính cuûa caùc thaønh phaàn dεkl 
cuûa tensor gia soá bieán daïng. Theá roài caùc quan heä cô sôû cuûa phöông trình 
(3.174) coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng tuyeán tính theo gia soá 

 dσij = Cijkl(σmn)dεkl             (3.175) 
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trong ñoù tensor ñaùp öùng vaät lieäu Cijkl(σmn) laø haøm cuûa caùc thaønh phaàn 
cuûa tensor öùng suaát. ÖÙng xöû ñöôïc moâ taû bôûi caùc phöông trình (3.175) laø 
coù theå nghòch ñaûo vi phaân (hoaëc gia soá). Ñieàu naøy bieän minh cho vieäc söû 
duïng tieàn toá hypo trong thuaät ngöõ hypoelastic (hoaëc ñaøn hoài cöïc tieåu) ñeå 
moâ taû caùc quan heä cô sôû (3.175). 

ÖÙng xöû cuûa vaät lieäu hypoelastic, noùi chung, phuï thuoäc loä trình (phuï thuoäc 
lòch söû öùng suaát hay bieán daïng). Pheùp tích phaân cuûa caùc phöông trình vi 
phaân (3.175) ñoái vôùi caùc loä trình öùng suaát vaø ñieàu kieän ban ñaàu khaùc 
nhau roõ raøng daãn ñeán caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng khaùc nhau. 

Tensor Cijkl thöôøng ñöôïc goïi laø tensor ñoä cöùng tieáp tuyeán cuûa vaät lieäu. 
Daïng toång quaùt nhaát cuûa Cijkl ñoái vôùi caùc vaät lieäu ñaúng höôùng ñoäc laäp vôùi 
thôøi gian ñaõ thu ñöôïc nhö laø moät haøm ña thöùc cuûa caùc baát bieán öùng suaát 
vôùi möôøi hai heä soá vaät lieäu [xem Chen (1982) vaø Chen vaø Saleeb (1982)]. 
Moät ñaëc tính quan troïng ñöôïc trình baøy laø tính baát ñaúng höôùng do öùng 
suaát hay bieán daïng. Tính ñaúng höôùng ban ñaàu cuûa vaät lieäu bò phaù huûy, 
ñöa ñeán ñoä cöùng gia soá baát ñaúng höôùng. Nhö laø keát quaû cuûa tính baát 
ñaúng höôùng ñöôïc gaây ra, coù söï keát noái giöõa ñaùp öùng theå tích vaø taùc ñoäng 
leäch. Hôn nöõa, caùc phöông chính cuûa caùc tensor öùng suaát gia soá vaø tensor 
bieán daïng gia soá khoâng truøng nhau. Tính baát ñaúng höôùng do öùng suaát vaø 
caùc hieäu öùng keát noái laø nhöõng ñieåm ñaëc tröng quan troïng trong vieäc moâ 
hình öùng xöû cuûa caùc vaät lieäu thöïc, chaúng haïn nhö beâ toâng vaø ñaát, ñoái vôùi 
chuùng söï giaõn nôû vaø ñoä neùn khoâng ñaøn hoài laø nhöõng hieäu öùng chi phoái. 

Gaàn ñaây, caùc loaïi quan heä cô sôû gia soá ñaëc bieät khaùc nhau ñaõ ñöôïc söû 
duïng moät caùch roäng raõi trong vieäc moâ hình ñaùp öùng phi tuyeán cuûa nhieàu 
vaät lieäu kyõ thuaät khaùc nhau. Chuû yeáu, caùc moâ hình naøy ñöôïc phaùt trieån 
treân cô sôû cuûa caùc kyõ thuaät ñieàu chænh ñöôøng cong. Caùc thí duï cuûa caùc 
moâ hình naøy coù theå ñöôïc tìm thaáy trong caùc quyeån saùch cuûa Chen (1982) 
vaø Chen vaø Saleeb (1982). 

3.8. Toùm taét 

Chöông naøy ñeà caäp ñeán caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñoái vôùi vaät raén 
ñaúng höôùng ñaøn hoài. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng tuyeán tính ñöôïc 
bieåu dieãn bôûi ñònh luaät Hooke toång quaùt hoùa, noù thì ñôn giaûn vaø quen 
thuoäc nhaát ñoái vôùi chuùng ta, trong khi caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng 
ñaøn hoài phi tuyeán, chuùng phöùc taïp hôn nhieàu, noùi chung ñöôïc phaân loaïi 
nhö caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng toång vaø gia soá. 
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Coù hai loaïi cuûa caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng toång: loaïi Cauchy vaø 
loaïi Green. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài Cauchy coù daïng 

 σij = Fij(εkl) 

noù theå hieän ñaùp öùng moät−moät giöõa öùng suaát σij vaø bieán daïng εij. Do ñoù, 
öùng suaát vaø bieán daïng laø coù theå nghòch ñaûo vaø ñoäc laäp vôùi loä trình. Caùc 
moâ hình ñöôïc söû duïng thoâng thöôøng nhaát cuûa loaïi naøy ñöôïc hình thaønh 
coâng thöùc bôûi nhöõng hieäu chænh ñôn giaûn cuûa caùc quan heä öùng suaát−bieán 
daïng ñaøn hoài ñaúng höôùng ñöôïc döïa treân caùc modulus caét (thí duï, Es, νs, 
Ks, vaø Gs). Thöôøng, caùc thoâng soá vaät lieäu trong nhöõng moâ hình naøy ñaõ 
ñöôïc ñònh nghóa roõ caùc quan heä vaät lyù cho öùng xöû öùng suaát−bieán daïng 
khaûo saùt ñöôïc cuûa vaät lieäu, vaø chuùng coù theå deã daøng ñöôïc xaùc ñònh töø caùc 
soá lieäu thí nghieäm. Tuy nhieân, tính thuaän nghòch vaø tính ñoäc laäp vôùi loä 
trình cuûa caùc haøm maät ñoä naêng löôïng bieán daïng W vaø naêng löôïng buø Ω 
noùi chung khoâng ñöôïc ñaûm baûo. Nghóa laø, caùc ñònh luaät nhieät ñoäng löïc 
hoïc coù theå bò vi phaïm do caùc moâ hình coù theå phaùt sinh naêng löôïng ñoái 
vôùi moät soá loä trình öùng suaát ñaët vaø caát taûi. Ñeå thoûa maõn caùc ñònh luaät 
nhieät ñoäng löïc hoïc, caùc ñieåu kieän boå sung phaûi ñöôïc aùp ñaët. 

Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài Green coù daïng 

 ij ij
ij ij

W hay∂ ∂Ω
σ = ε =

∂ε ∂σ
 

Caùc moâ hình cuûa loaïi naøy thoûa caùc ñònh luaät nhieät ñoäng löïc hoïc do caùc 
haøm W vaø Ω ñoäc laäp vôùi loä trình. Ngoaøi ra, caùc öùng suaát σij vaø bieán daïng 
εij coù theå nghòch ñaûo vaø ñoäc laäp vôùi loä trình. Hôn nöõa, tính ñôn nhaát cuûa 
caùc öùng suaát vaø bieán daïng trong baøi toaùn giaù trò bieân ñöôïc thoûa neáu 
chuùng ta aùp ñaët haïn cheá veà tính loài (nghóa laø, tính xaùc ñònh döông) treân 
caùc haøm naêng löôïng W vaø Ω. Caùc daïng haøm khaùc nhau cuûa W vaø Ω coù 
theå ñöôïc choïn ñeå ñaït ñeán caùc hieän töôïng mong muoán cuûa öùng xöû caùc vaät 
lieäu. 

Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng gia soá cuûa vaät lieäu hypoelastic co daïng 

 dσij = Cijkl(σmn)dεkl  

Caùc öùng suaát vaø bieán daïng ñöôïc ñònh nghóa bôûi caùc quan heä naøy coù theå 
nghòch ñaûo daïng gia soá. Tuy nhieân, traïng thaùi öùng suaát vaø traïng thaùi 



Chöông 3. Caùc moái quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài 

 61 

bieán daïng phuï thuoäc loä trình. Noùi chung, moâ hình hypoelastic coù theå vi 
phaïm caùc ñònh luaät nhieät ñoäng löïc hoïc trong moät soá chu kyø ñaët vaø caát 
taûi do noù coù theå phaùt sinh naêng löôïng. 

Baøi taäp 

3.1. Tensor chuyeån vò töông ñoái ε’ij ôû moät ñieåm ñöôïc cho nhö sau: 

 ij

0,10 0,20 0,40
0,20 0,25 0,15
0,40 0,30 0,30

−⎡ ⎤
⎢ ⎥′ε = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Haõy xaùc ñònh: 
(a) Tensor bieán daïng εij. 
(b) Tensor quay ωij. 
(c) Caùc bieán daïng chính ε1, ε2, vaø ε3, vaø caùc phöông chính. 
(d) Ñoái vôùi phaân toá thôù theo höôùng ( )1 1

2 2n , ,1 2=
r , haõy tìm vector 

bieán daïng 
n

δ
r , vector quay 

n

Ω
r , vaø vector chuyeån vò töông ñoái 

n
′δ
r . 

3.2. Traïng thaùi bieán daïng ôû moät ñieåm ñöôïc bieåu dieãn bôûi tensor bieán 
daïng ñaõ cho εij. 

 ij

0,005 0,004 0
0,004 0,001 0
0 0 0,001

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥ε = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Haõy xaùc ñònh: 
(a) Tensor bieán daïng leäch eij. 
(b) Caùc giaù trò cuûa caùc baát bieán J’2 vaø J’3. 
(c) Söï thay ñoåi theå tích treân ñôn vò theå tích εv. 

3.3. Caùc thaønh phaàn chuyeån vò ui ôû moät ñieåm trong vaät theå ñöôïc cho bôûi 
caùc thaønh phaàn daïng haøm 

 u1 = 10x1 + 3x2, u2 = 3x1 + 2x2,  u3 = 6x3 
Haõy chöùng toû raèng khoâng coù söï quay cöùng neáu caùc bieán daïng ñöôïc 
giaû ñònh laø nhoû. 

3.4. Haõy xaùc ñònh caùc quan heä trong soá caùc haèng soá a0, a1, b0, b1, c0, c1, 
vaø c2 ñeå maø caùc bieåu thöùc sau ñaây laø moät traïng thaùi bieán daïng: 

  εx = a0 + a1(x2 +y2) + (x4 +y4) 
  εy = b0 + b1(x2 +y2) + (x4 +y4) 
  γxy = c0 + c1xy(x2 +y2 +c2) 
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  εz = γyz = γzx = 0 

3.5. Baèng caùch söû duïng phöông trình (3.70a) vaø caùc quan heä öùng 
suaát−bieán daïng cuûa vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng, haõy 
chöùng toû raèng caùc phöông trình caân baèng (3.70a) coù theå ñöôïc vieát 
döôùi daïng sau ñaây 

  i
i,jj j,ji

F1u u 0
1 2 G

+ + =
− ν

 

 trong ñoù ν vaø G laàn löôït laø heä soá Poisson vaø modulus tröôït. 

3.6. Haõy chöùng minh caùc quan heä sau ñaây giöõa caùc modulus ñaøn hoài E, ν 
vaø K, G: 

 
( )

9KG 3K 2GE ;
3K G 2 3K G

−
= ν =

+ +
 

3.7. Ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng, caùc thaønh phaàn öùng 
suaát, σij, ôû moät ñieåm ñöôïc cho bôûi 

 ij

10 1 8
1 6 6
8 6 20

−⎡ ⎤
⎢ ⎥σ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 ksi 

Caùc haèng soá ñaøn hoài laø E = 30.000 ksi vaø ν = 0,3. Haõy xaùc ñònh: 
(a) Tensor leäch bieán daïng, eij, ôû ñieåm ñaõ cho. 
(b) Caùc giaù trò cuûa maät ñoä naêng löôïng bieán daïng, W, vaø maät ñoä naêng 

löôïng buø, Ω, töông öùng vôùi traïng thaùi öùng suaát ñaõ cho. 
(c) Caùc bieán daïng chính ε1, ε2, vaø ε3 ôû ñieåm naøy. 

3.8. Moät phaân toá vaät lieäu chöa coù öùng suaát vaø chöa coù bieán daïng chòu 
moät lòch söû ñaët taûi toå hôïp theo nhöõng loä trình ñöôøng thaúng keá tieáp 
nhau trong khoâng gian (σ, τ) [caùc ñôn vò laø psi]: 
Loä trình 1: töø (0, 0) ñeán (0, 10) 
Loä trình 2: töø (0, 10) ñeán (30, 10) 
Loä trình 3: töø (30, 10) ñeán (30, −10) 
Loä trình 4: töø (30, −10) ñeán (0, 0) 
Phaân toá ñöôïc giaû söû laø vaät lieäu ñaøn hoài phi tuyeán ñaúng höôùng vôùi 
maät ñoä naêng löôïng buø Ω ñöôïc cho nhö 
 ( )3 2

2 3a J JΩ = +  

ôû ñaây a laø moät haèng soá vaät lieäu. Quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa noù 
trong keùo ñôn truïc laø 
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5

910
1000
σ⎛ ⎞ε = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ôû ñaây σ coù ñôn vò laø psi. 
(a) Haõy xaùc ñònh bieán daïng giaõn daøi doïc truïc vaø bieán daïng tröôït ôû 

cuoái loä trình 3. 
(b) Haõy tìm taát caû caùc thaønh phaàn bieán daïng phaùp vaø tieáp ôû cuoái caùc 

loä trình 1 vaø 2. 
(c) Haõy veõ ñöôøng cong Ω = constant trong khoâng gian (σ, τ) ñi qua 

ñieåm (30, 100). Haõy chöùng minh baèng giaûi tích raèng ñöôøng cong Ω 
= constant coù tính loài. 

(d) Haõy chöùng minh baèng hình töôïng raèng caâu traû lôøi cho phaàn (b) 
thoûa ñieàu kieän phaùp tuyeán (3.118). 

(e) Haõy bieán ñoåi loä trình 1 thaønh loä trình trong khoâng gian öùng suaát 
chính. Haõy tính toaùn caùc bieán daïng ôû cuoái cuûa loä trình naøy baèng 
caùch duøng caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñöôïc bieåu thò theo caùc 
öùng suaát chính, vaø so saùnh keát quaû moät caùch chi tieát vôùi caùc keát 
quaû thu ñöôïc theo σ vaø τ trong caâu (b). 

(f) Haõy lieät keâ taát caû caùc loä trình ñöôøng thaúng trong khoâng gian öùng 
suaát chính cuûa nhöõng loä trình ñaõ cho ôû treân. 

(g) Haõy veõ loä trình 2 trong khoâng gian öùng suaát chính. 

3.9. Khaûo saùt moät vaät lieäu ñaøn hoài phi tuyeán ñöôïc döïa treân haøm maät ñoä 
buø Ω ñöôïc cho bôûi 

 ( ) 2 2
1 2 1 2I ,J aI bJΩ = +  

ôû ñaây a, vaø b laø nhöõng haèng soá vaät lieäu. Moái quan heä öùng suaát−bieán 
daïng cuûa vaät lieäu trong keùo ñôn truïc ñöôïc cho bôûi 

 
3

3 110
10 9 10
σ σ⎛ ⎞ε = + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ôû ñaây σ coù ñôn vò laø ksi. 
(a) Haõy xaùc ñònh caùc haèng soá a vaø b. 
(b) Haõy vieát quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa vaät lieäu ñoái vôùi traïng 

thaùi neùn song truïc. 
(c) Haõy vieát quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa vaät lieäu ñoái vôùi traïng 

thaùi tröôït thuaàn tuùy. 

3.10. Haõy lieät keâ vaø giaûi thích baèng giaûi tích vaø baèng hình töôïng caùc 
haïn cheá ñöôïc aùp ñaët bôûi ñònh ñeà oån ñònh vaät lieäu cuûa Drucker vaø 
caùc haøm yù ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài. 


