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Ly thuyét déo ky thuat

3.1. Bién dang
3.1.1. Trang thai bién dang cta diém

Trong viéc phan tich Gng suidt, mot trang thai Gng sudt & mot diém cé
thé dugc xdc dinh bing cdch xac dinh vo s6 vector ting sudt tac dong 1én
v0 s0 mit cat di qua diém ay. Tuong tu, trang thai bién dang 6 mot
diém dugc xdc dinh nhu 1a toan bo su thay déi chiéu dai cta cac dudng
vat liéu (céc thé) di qua diém dé va cd toan bod su thay ddi géc giita céc
cap dudong thing téa ra tir diém nay.

Tuy nhién, nhu sé& dugc biét sau nay la su thay d6i chiéu dai cta dudng
vat lieu bat ky di qua diém va su thay déi géc gitta hai duong bat ky téa
ra tif diém nay c6 thé duge tinh todn mot khi nhitng thay d6i chiéu dai
va thay déi géc d6i v6i ba dudng vat liéu song song v6i hé truc toa do
vuéng goéc 1an nhau di qua diém nay.

Hinh 3.1 biéu dién mot phan t6 duong vi phan OP tai diém O & vi tri
goc chua bién dang v6i chiéu dai biang don vi bén trong vat thé. Sau khi
bién dang, phan t6 bi dich chuyén dén vi tri méi O'P’, nhu dugc biéu
dién trong hinh. Chd y ring, d6i v6i chiéu dai rdt ngin ctia phan to
duong, va d6i v6i su bién thién tron min cla cdc bién dang trong viung
lan 1an cta diém O, phan td bi dich chuyén OP’ vin thing. Vector
chuyén vi tuong déi cta diém P d6i v6i diém O dugc bidu thi béi §, &
day vector O'P” thi bang va song song véi vector OP va chi s phia trén
n biéu thi huéng cia phan t6 dudng OP truéc bién dang. Khio sat cac
thé dai don vi theo hudng cla cac truc toa do, x;, X, VA X3, Cdc vector
chuyén vi tuong d6i tuong ing d6i véi nhitng dudng nay dugc biéu thi béi

1

5, &, va 5. Nhu mot su lya chon, ta ciing c6 thé dung ky hiéu doi ¥, ¥,
va § mot cdch tuong dng. C4 hai ky hiéu nay duge dung c6 thé thay thé
cho nhau trong chuong nay.

Pé& tim méi quan hé gitta vector chuyén vi tuong d6i 3 ddi v6i thé bat ky
theo huéng i véi cdc vector chuyén vi tuong déi 3, 5, va 3 doi véi ba
truc toa do, mot hinh hai chiéu sé dugc khdo sat. Piéu nay 1a do hinh
hai chiéu dé& hinh dung hon, va su mé rong sang khong gian ba chiéu
dugc thuc hién dé dang. Trong hinh 3.2, thé vi phan n v6i chiéu dai don
vi ¢ diém O dugc biéu dién trong mat phing x;—x,. Cac hinh chiéu cda
chiéu dai thé nay trén cdc truc x; va x, tuong ing 1a n; va ny, 6 day n;
va ny la cdc cosine chi phuong cua vector n. Do d6, tir hinh 3.2, va do
2
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trong mién lan can

trang thai dong nh4t ctia bién dang khip mién nhé
ké sat diém O, ta c6
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Ly thuyét déo ky thuat

Phuong trinh (3.2) tuong tu vé6i (2.7) cho cdc Gng suit, né biéu dién
vector dng suat, T, 6 diém khio sat tdc dong trén mit nghiéng tuy y c6
phéap tuyén don vi n theo céc vector Ging sudt & diém d6 tac dong trén ba
méit phing vuéng géc v6i ba truc toa do. Tuy nhién, khéng giong nhu
Uing suit, trang thdi bién dang hoic bién dang cia diém O khong thé
dugc dinh nghia hoan toan mot cdch don gidn bing cidch x4c dinh ba
vector chuyén vi tuong déi §, ¥, va ¥. Ching ta vAn phai tdch cdc
chuyén vi ctia vat thé cing (cidc thanh phan tinh tién va quay cl@a toan
bo vat thé), néu c6 thé, ra khoi cac vector chuyén vi tuong d6i do céc
chuyén vi clia vat thé cing khong lién quan dén viéc tinh bién dang.
Th tuc tach roi duge cho dudi day doi v6i trudng hop bién dang vo cung
bé.

Céc vector chuyén vi tuong ddi lién quan dén ba thé theo cac phuong
truc toa do x;, X, va x3 c¢6 thé dugc phan tich thanh nhiing thanh phan
theo ba phuong truc toa do. Thi du, vector chuyén vi tuong ddi E;', lién
quan dén phuong x;, c6 ba thanh phan ¢, €15, va €13 tuong ng theo ba
phuong truc toa dd xi, X3, va x3. Do dé, phuong trinh (3.2) c6 thé dugc
viét du6i dang thanh phan

3 = gjn, (3.3)
¢ day chin dai lugng vo hudng & can thiét d€ dinh nghia ba vector
chuyén vi tuong d6i 3, 5, va 5 ciu thanh mot tensor. Tensor nay, duge
goi 1a tensor chuyén vi tuong déi, dinh nghia hoan toan vector chuyén vi
tuong d6i § cha thé vat liéu ii. biing cach dung céc ky hiéu kép, tensor
nay c6 thé dugc viet nhu

1
€11 &2 &3 x xy  “xz

_ ’ _ ’ ' '
8j =| 821 B2 B3 |T[Eyx & &y (3.4)
’ ’ ’

€31 €32 £ Ex &7y &
Téng quat, nhu c6 thé dugc thay tir phuong trinh (3.4), tensor chuyén vi
tuong doi ¢’ khong c6 tinh doi xdng.

Chuyén dong cta vat thé cing, nhu da dé cap ¢ trén, dugc dic trung bdi
thuc t& ring chiéu dai cia phan t§ dudng néi hai diém tuy ¥ van duy tri
khong d6i. Trong phan dudi day, cdc diéu kién vé cdc hé so ¢} théa yéu
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ciu nay doi v6i chuyén dong cia vat thé cing sé thu duge. Hay khéo sat
phan t6 dudng OP =n, nhu dugc biéu dién trén hinh 3.1, va gii thiét
ring sau chuyén dong quay thuan tdy ctia vat thé cing, phan t6 c6 vi tri
mé6i O'P’ nhu duge biéu dién. Thé roi,

2
% <[+ 5| = [ + 2

A
6’|
hoac

n n n
nn, = (ni + 6{](@ + 8{} =nn,+2n, 9

& day céc s6 han bac cao cia § duge bé qua do cdc bién dang 14 v cing
nhé. Thay § tit phuong trinh (3.3), ta nhan dugc

n n
n6’:ni6;:ni(a;inj):0
hoéc, khi duge chép day da,
‘N =gln, +g,,Nn a3 4 5 )nn
€iMiN; = €44Ny + €90MN5 + €33 3+(812+821) Ny

e (3.5)

+ (8'23 + sgz)nzn3 + (8'31 + 8;3)n3n1 =0
Do phuong trinh (3.5) phai ding d6i v6i tat cd cdc gid tri cda ni, ny, va
ng, sy can thiét va diéu kién da d6i véi tensor ¢ d€ dién td chuyén dong
quay cua vat ran cing dugc cho béi
ot ot ’ ot ’ YN ' _
€11 = 8pp T E33 = (812 +821) = (823 +832) = (831 +813) =0
hoac

Nghia 1a, d6i v6i chuyén dong vat thé cing, tensor chuyén vi tuong doi
¢’ cia phuong trinh (3.4) ¢6 tinh phan d6i xdng (d6i xdng léch).

Bay gio, mdi tensor bac hai c6 thé dugc phan tich thanh téng cla tensor
doi xtng va tensor phan d6i xing. Do d6, néu ta phan tich tensor &
5



Ly thuyét déo ky thuat

thanh phin d6i xing va phan d6i xing, phin phan ddi xiing mé ta su
quay ciia vat thé cing, trai lai phan d6i xing md ta bién dang thudn
tuy. Do d6, ta c6 thé viét

& = (e + )+ 1 (¢ — ) (3.7)
hoac

si'j = g; + (3.8)
¢ day

g; =3 (gj + &) (3.9)

o; = 2 (ef - €)) (3.10)

Khai trién cd hai tensor g; va o, ta nhan duge

€4 %(8;2+5,21) %(843+Sé1)
& = | 2 (21 +&l2) €22 Z(ehs +€5,) (3.11)
2(ear+els) 2(eh +2k3) €33
0 %(8;2_8’21) %(8;3_8’31)
o =| 7(e21 —¢l2) 0 2(ehs —€5,) (3.12)
%(851 _8;3) %(8232 - 8'23) 0

Tensor d6i xtng ¢; dugc goi 1a tensor bi€n dang va tensor phén ddi xdng
oy duge goi 1a tensor quay. Bay gio, néu ta thay ¢ ti phuong trinh (3.8)
vao phuong trinh (3.3), ta thu dugc

n
3 = &N, + N, (3.13)

Phan thd hai cha phuong trinh (3.13) mé td su quay cha vat thé cing
trai v6i phan mot biéu thi cac bién dang thuan tuy.

Vector chuyén vi tuong d6i tuong tGng v6i bién dang thuan duge goi la
vector bién dang. Vector bién dang dugc ky hieu béi § va duge cho béi
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n
& =gn =g, (3.14)
Vector chuyén vi tuong ddi tuong tng véi su quay cda vat thé cing dugc

goi 1a vector quay. Vector nay duge ky hiéu bdi

n

Q = oyn; = —oyN, (3.15)
Doi v6i bién dang thuan tdy, phuong trinh (3.2) tré thanh

no1 2 3

d=0n,+3dn, +dn, (3.16)

phuong trinh nay biéu dién vector bién dang do6i véi thé tuy y c6 phuong
i theo cdc vector bién dang clia ba thé vudng géc 1an nhau cing phuong
v6i ba truc toa do x;, Xy, va x3. Do d6, ba vector bién dang §, 5, va & dac
trung hoan toan trang th4i bién dang ¢ mot diém.

X2
B‘
all
) _ - / o, L L
¢ - / S -8+ 4
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h — / 2, + £
I ; o §-5.4
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dx; =1 1

Hinh 3.3. C4c vector bién dang va quay trong trudng hop hai chiéu.



Ly thuyét déo ky thuat

Céc két quad tach nhitng chuyén vi clia vat thé cing ra khéi cdc chuyén
vi gy ra bién dang c6 thé dugc hinh dung mot cach dé dang bang cach
khdo s4t mot hinh anh hai chiéu nhu hinh 3.3. Trong hinh nay, Céc vi
tri gdc va cubi cung cta hai thé thang theo phuong ctia cdc truc x; va x,
dugc biéu dién trong mit phing x;-x,. Ta c¢6 thé nhan ra vi tri cudi cing
clia cac thé thu dugc tir vi tri cudi cing bang cdch dit chdong hai qua
trinh tdch roi clia su bién dang. Pau tién 1a do bién dang thuan va tha
hai biéu dién su quay cia vat thé cing.

Cac cong thidc trong cdc phuong trinh (3.14) va (3.16) hoan toan tuong tu
v6i cdc phuong trinh cho cdc tng suat. Do dé, cac két qua téng quat vé
bién dang tuong tu v6i cac két qua vé ting sudt c6 thé duge thiét lap.

3.1.2. Cac cong thic Cauchy cho bién dang

O day, nhu d6i v6i Gng suat, vector bién dang § ddi véi thé tuy y A c6
thé dugc phan tich thanh hai thanh phan, mot theo phuong cia thé n,
dugc goi 1a bién dang phdp hay bién dang dai, va thanh phan con lai
nam trong mat phing vudng géc véi thé, duge goi la bién dang truot hay
bién dang géc. Thi du, vector bién dang § ¢6 ba thanh phan nhu sau:
bién dang phép €11 va cdc bién dang trugt € va &3 tuong Gng theo
phuong cda ba truc toa do xi, Xs, va xs.

Khéo sat mot thé bat ky A & diém P v6i vector bién dang § ¢6 thanh
phan bién dang phédp &, va thanh phan bién dang truct e,, nhu dugc
biéu dién trong hinh 3.4. Vector n c6 ba thanh phan (nj, ny, ns). Do 16n
ctia thanh phan bién dang phép ¢, dugc cho béi

s

8n=

n
A=8n, (3.17)

Thay thé 5 tir phuong trinh (3.14) va dung tinh d6i xtng cta tensor &,
ta nhéan dugce

=¢gnn (3.18)

&y = gnhin;

Tuong tu, néu vector don vi § vudng géc véi phuong N c6 cdc thanh
phan (sy, s9, s3), d0 16n ctia thanh phan bién dang trugt e, dugc cho béi
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n

Nho vao su thay thé& 5 tu phuong trinh (3.14), phuong trinh trén trd
thanh

=¢g;Ns (3.19)

€ iljSi

ns

Céc phuong trinh (3.18) va (3.19) la cac cong thic Cauchy can thiét dé
x4c dinh cac thanh phan bién dang phép va trugt doi v6i thé tuy y n.
Mbi phuong trinh trong cidc phuong trinh (3.14), (3.16), (3.18) va (3.19)
biéu thi dang riéng biét cia céic cong thiic Cauchy, nhung, thuc t&, doi
v6i trang thai bién dang da cho ¢ mot diém, cdc phuong trinh (3.18) va
(3.19) 1a nhitng dang hitu dung nhat dé thu nhan c4dc thanh phan bién
dang phép va trugt mot cdch truc tiép.

3.1.3. Cac bién dang trugt k§ thuat va bién dang trugt tensor

Céc gid tri clia cdc thanh phan bi&n dang trugt g9, €13, va €23 (hodc &y,
€xz, VA &y,) dugc goi 1a cdc bi&n dang trugt tensor. Trong nhiéu tng dung,
mot dinh nghia ky thuat khac d6i v6i cac bién dang trugt thudng duge
dung. Bién dang truot kj thudt, y, duge dinh nghia nhu la su thay déi
géc giita hai thé vuong géc v6i nhau trude khi bién dang. Do d6, tir hinh
3.3 doi v6i bién dang thuan tay, ta cé

Luong thay d6i géc = e19 + €91 = 2€19
hoac

Txy = Yyx = 2812 = 2y (3.20)
va tuong tu d61 V61 Yy = Yox VA Yyu = Yy
Do d6, tensor bién dang trugt &; dugc viét theo nhiing ky hiéu khéc nhu

€ € €

XX Xy Xz

Yy /2 Vie/2

€ =|8x € Eaa|=|8x &y &2 |=|Vw/2 & V. /2| B2D

€31 €32 Ea3 €x €2y €22 sz/z yzy/z €;
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Céc ky hiéu khac nhau trong phuong trinh (3.21) dugc dung c6 thé hoan
d6i nhau dé thuan tién hon trong mot sé ing dung cu thé.

3.1.4. Cac bién dang chinh

Trong chuong phan tich tGng suit, ta da ching minh rang tén tai it nhat
ba méit phang truc giao 14n nhau ma trén dé khong c6 Gng sudt tiép tac
dong, ching dugc goi 14 cdc méit chinh va cdc phdp tuyén cla cic mit
nay dugc goi 1a céc truc chinh. Trong viéc tinh todn bién dang ctia diém,
nhitng truc chinh nhu thé ciing ton tai.

Phuong chinh hodc truc chinh 14 phuong ctia thé i sao cho vector bién
dang § ciia n6 cung phuong vé6i thé . P6i v6i phuong nhu thé, cdc bién
dang trugt sé biang khong. Piéu nay ngu ¥ ring cac thé theo cdc phuong
nay ching vudng géc v6i nhau truéc chuyén dong vaAn vudng géc véi
nhau sau chuyén dong. Nhitng bién dang tuong tng dugc goi la céc bién
dang chinh; do d6, d6i v6i phuong chinh, ta c6

EES =¢n (3.22)
hoac

n

5 = en (3.23)
Thay 5 tif phuong trinh (3.14) d4n dén

gn, = &n,
hay, vi€t n; = §;n; (§;; 1a todn ti thay thé), ta nhan dugc

gn, = ed;n, (3.24)
hoac

(g —23;)n, =0 (3.25)

biéu kién c6 nghiém khong binh thudng

10
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‘Sij - 88ij‘ =0 (3.26)
phuong trinh nay tuong tu nhu phuong trinh tuong tng cho cdc ing suit
chinh, véi viéc thay thé Gng sudt cho bién dang [xem phuong trinh
(2.33)]. Do d6, tat ca nhitng nhan xét va dao ham dugc thuc hién cho
tensor Uing suat hoan toan cé thé ap dung tai day. Phuong trinh (3.26) c6
thé dugc viet nhu

&€ &y &y
- = 3.27
Ex &€ &, |=0 (3.27)
€ By & E

phuong trinh trén c6 ba nghiém thuc, ¢, &5, va &3, tuong ng véi ba bién
dang chinh.

Phuong trinh dic trung dugc cho bdi (3.27) c6 thé duge viet du6i dang
e —le?+le—1, =0 (3.28)

¢ day cdc bat bién bién dang I';, Iy, va I’s dugc cho bdi

! — u— a—
i =gy +ep +e33 =8+, +&, =¢; (3.29)
€0 & €4 € €4 &
r_|B22 €23 11 €13 11 &2
l; = + +
€32 €33| |€31 €33 [€21 22
_ gy 8)’2 + €y XZ + €x SXY
€y & x €| [Ex &
= tong cdc phan phu dai s6 hai hang chinh cua g; (3.30)
€11 €0 &3 €y Sxy €xz

'_ —
l3=|es1 &2 €25 =l8yx &y &y

€31 s 33| g &, &

= dinh thdc cla g; (3.31)

11
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hodc, theo cac bién dang chinh g, &5, va €,

li=¢,+¢,+¢g,
I, = &6, + €585 + €58, (3.32)

4 —_—
I3 = &8585

Bang céich thay cdc bién dang chinh g, €, va &3, nhu dugc xac dinh bang
cdach gidi phuong trinh bac ba (3.28), vao phuong trinh (3.25), ta tim
dugc cac phuong chinh bién dang A", A®, va A®, nhu da dugc lam cho
tensor tng sudt. Theo cac bu6c tuong tu nhu khi tinh Gng suit, ta c6 thé
thay rang cac bién dang chinh cé céc gi4 tri ding.

3.1.5. Cac bién dang trugt chinh

Céc bién dang trugt d6i v6i mot s6 thé ¢ mot diém cé nhitng gid tri
ding dugc goi 1a céc bién dang truot chinh. P& tim cdc phuong clia céc
thé nhu thé&, mot tha tuc tuong tu nhu d6i v6i Gng suat duge hién. Hay
khdo sat thé dudng 6 diém P véi phuong i va vector bién dang § dugc
xem 1a cdc truc bién dang chinh. Thanh phin bién dang phép d6i véi
thé nay 1a e, va do 16n cha thanh phan bién dang trugt tong dugc ky
hiéu béi 0, (bién dang trugt tensor). Do dé,

2 _ o4& 2
6n = 8i Si_ €n
Thay thé gi va g, tu cdc phuong trinh (3.14) va (3.18), duéi dang cac
thanh phan g; duge xem 1a cdc truc chinh bién dang, ta nhan duge
2
2 2 2 2
0, = (sjigkinjnk ) - (81n1 +&,N; + 83n3)

hoac

2
02 = (sfnf +g5n5 + sgng) - (s1n12 +g,N5 + ssng) (3.33)
So sanh phuong trinh (3.33) véi (2.43), ta nhan thait ching c6 dang dong
nhat, v6i S, dugc thay thé bdi 0, va cdc (ng sudt chinh béi cac bién
dang chinh. Vi thé&, cdc bién dang trugt chinh va cdc phuong tuong Gng
c6 thé nhan dugc mot cich chinh xdc bing cach thic tuong tu nhu doi

12
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v6i ting suat. Do d6, biang cach dinh rd cac bién dang trugt chinh tensor
01, 05, va 03, ta c6 thé viét

0, = %|82 - 83|
0, = 1les — g (3.34)

—1le _
0; = 2|g1 82|

va cdc bién dang trugt chinh k¥ thuat y;, v2, va ys duge cho béi

Y1 = |32 - 83|
Y2 = |83 - 81| (3.35)
Y3 = |81 - 82|

Bién dang trugt cuc dai 1a gia tri 16n nhat cla cdc bién dang trugt
chinh. Do d6, d6i véi quy u6c &1 > & > €3, bién dang trugt cuc dai dugc
cho béi

=20, =&, — &3 (3.36)

ymax
3.1.6. Cac bién dang bat dién
Thé bat dién cha vat liéu 1a thé c6 phuong nghiéng déu so vé6i ba truc
bién dang chinh 1, 2, va 3. C4c bién dang phdp va trugt bat dién cta
thé bat dién 1an lugt dugc ky hiéu bdi go; VA Yoor. POi v6i mot thé bat
dién, vector don vi A c6 cac thanh phan (1/y3,1/+/3,1/+/3). Do dé, tir
phuong trinh (3.18), bién dang phép bat dién g, dudc cho bdi

1 I
€oct 25(81 T8 +83):é (3.37)

cong thic trén miéu td gia tri trung binh ctGa ba bién dang chinh.

Bién dang truot bdt dién, Yo, v6i dinh nghia bién dang trugt ky thuat,
c6 thé thu dugc tir phuong trinh (3.33), V6i Yot = 20, Do do,

2 12
Yoot = §|:(81 —e,) +(ep—5) + (85— )2} (3.38)

13
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Bién dang trugt bat dién ciing c6 thé duge viét dudi dang cdc bat bién
bién dang nhu

22 0 12
= (17 -3t (3.39)

YOC

va theo cac bién dang téng quat, né tré thanh
2 2 2 2 2 2 o 12
Yoot = 5[(@ —e,) +(e,-z,) +(e,—&,) +6(ed, +e, +e5) | (3.40)

né biéu dién bién dang trugt bat dién theo cdc thanh phin bién dang
trong hé truc toa do bat ky x, y, va z.

3.1.7. Tensor 1éch bién dang

Nhu trong trudng hgp cla tensor Gng sudt, tensor bién dang &; c6 thé
dugc phan tich thanh hai phan, phan ciu lién quan dén su thay ddi thé
tich, va phan léch lién quan dén su thay ddi hinh dang (su méo mé).
Nghia la,

(3.42)

_ 1
& =€ + 3849

¢ day e;; duge dinh nghia nhu la tensor bién dang léch va le, = (e + g +

,)/3 1a bién dang trung binh hay bién dang thuy tinh. Do d6, tensor
bién dang léch e; tré thanh

& & & (28" & TE )/ 3 Exy €
& =8 & €| &y (25, -2,-¢,)/3 £, (3.43)
€x € € €, &y (282 —&,—¢, ) / 3

hodc, cdc bién dang chinh,

(281—82—83)/3 0 0
e = 0 (26, —e5—¢,)/3 0 (3.44)
0 0 (265 —¢,-¢,)/3
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Chuong 3. Cac mdi quan hé Wng suit-bién dang dan héi

Chi y rang diéu kién d6i v6i trang thai bién dang trugt thuan tuong tu
v6i doi v6i trang thdi ing suat trugt thuin tdy; nghia 13, diéu kién can
va di cho trang thai bién dang trugt thuan tiy 1a gy = 0. DPiéu nay dan
dén e;; 1a trang thai trugt thuin va e;; va g; ¢6 cung céc truc chinh.

Néu ta khdo s4t mot hinh lap phuong don vi véi cdc canh huéng doc
theo cdc truc chinh bién dang, 1, 2, va 3, thi sau khi bién dang, do
khoéng c6 bién dang d6i v6i cdc truc chinh, ba truc nay van vudng géc
1an nhau sau bién dang; hinh 14p phuong tré thanh hinh hop chit nhat
v6i cdc canh (1 + g1), (1 + &), va (1 + &3). Su thay déi thé tich tuong doi
(hay su thay doi thé tich trén don vi thé tich), &,, dugc cho béi

6, =%=(1+g1)(1+gz)(1+g3)-1 (3.45)

Déi v6i bién dang nhd,

AV

—_— —_— _,_
SV—7—81+82+83—|1—8X+8y+82 (3.46)

Do dé, phan cau cia tensor bién dang tuong Gng véi su thay ddi thé tich
gy = exk. Su thay ddi thé tich, &,, duge cho trong phuong trinh (3.46) dugc
goi 1a sy gidn né hay don gian 1a sy thay doi thé tich.
Céc bat bién cua tensor léch bién dang e; gidng véi cdc két qua nhan
dugc cho tensor léch tng suflt s;;. Cdc bat bién bién dang léch nay xudt
hién trong phuong trinh bac ba cia phuong trinh dinh thic |e; — ed;| = 0.
e’ -Je®+Je-J;=0 (3.47)
¢ day

Ji=¢,=¢+te,+e,=e+e,+6;=0 (3.48)
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Ly thuyét déo ky thuat

r 1 _
Jy=2e8 = —(eje, +e,e, +€5€)

2 2
=%|:(8X—8y) +(8y—82) +(82—8X)2:|+8§y+852+8§x

» » » (3.49)
=%|:(81—82) +(82—83) +(83—81):|
= %(ei +eZ +el +2e5 +2e2, + 2e§x)

€y exy €y,
J.o=lee.e =le,., e, e, =i(ed+ed+ed)=ee.e (3.50)
3 7 3 Vijvikki T [Fyx y yz| = 3\ ™1 2 3 )~ ¥1¥2¥3 .
€,x ezy e,

trong d6 eq, ey, va ez la cdc gia tri chinh cta tensor bién dang léch. Ta
ciing c6 thé thdy ring cdc bat bién J’;, J’5, va J’5 dugce lién hé véi cdc bat
bién bién dang, I';, I’s, va I, thong qua céc quan hé sau:

Jy = 4(17 -317) (3.51)

ro_ A1 13 "ne '
Jy =57 (2° oy + 271, )
Cubi cung, ta c6 thé thay riang bién dang trugt bat dién y,. dugc lién hé
v6i bat bién thi hai cha tensor bién dang léch, J’s, nhu d6i v6i truong
hop tng suit:

Toot = 2y 55 (3.52)

3.1.8. Cac méi quan hé bién dang—chuyén vi

Ky hiéu cédc toa do ctia diém vat liéu P trong vat thé & vi tri ban dau
(chua bién dang) 1a x; (xi, Xy, X3) d6i v6i hé truc cd dinh x;, Xy, va x3, nhu
dugc biéu dién trong hinh 3.5. C4c toa do chia diém nay sau khi bién
dang dugc ky hiéu &; (&, &, &3) ddi v6i céc truc toa do x;, Xs, va x3. Hinh
3.5 biéu thi hai diém 1an can P va Q véi cdc toa do tuong ing trude bién
dang 1a x; va x; + dx;, va chiéu dai cia phan t6 PQ dugc ky hiéu béi ds,.
Sau bién dang, hai diém bi dich chuyén dén cac diém P’ va Q véi céc
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Chuong 3. Cac mdi quan hé Wng suit-bién dang dan héi

toa do tuong tng la & va & + d&, va chiéu dai cia phan t6 P’Q tré
thanh ds. Vector chuyén vi ctia P dugce ky hiéu bdi u;, nhu duge biéu dién
trén hinh. Do d6, ta ¢6

«, Trang thai chua bién dang Trang thai bien dang
2 | .

Qtx, +dx,)

Qg +dg,)

X2

Hinh 3.5. Bién dang cua diém vat liéu.

dsj = dxdx (3.53)

ds? = dgdg, (3.54)
va

G =X+ (3.55)
Thé thi

d§; = dx; +u;;dx; (3.56)
hoac

dg = (8; +u; ) dx, (3.57)

I} déy Ujj = 6ui/6xj.
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Ly thuyét déo ky thuat

Ro rang dang thdc cia ds® va ds? la diéu kién can va dd cho chuyén
dong cia vat thé cing; vi thé, hiéu ds® —ds2 c¢6 thé dugc thuc hién nhu

la thuéc do cha cac bién dang. Tu cdc phuong trinh (3.53), (3.54) va
(3.57), ta thu dugc

ds® —ds = dgdg, — dxdx, = d&,dg, —dx,dx,
= (8, +u,; ) dx; (3 +u,;)dx; - dx,dx,
hoac
ds® —ds = (u; +uj; +u,u, ;) dxdx,

biéu thiic trén c6 thé duge viét lai nhu

ds? —ds] = 2¢;dxdx, (3.58)
¢ day tensor g; dugc dinh nghia nhu
e =1{u. . +U.+U.U. (3.59)
1) 2 8] Bl i, *
N&u cac chuyén vi u; va cdc dao ham cta ching nhd, thi cic s6 hang bac

hai trong phuong trinh (3.59) c¢6 thé dugc bé qua. Tensor bién dang cho
truong hop bién dang bé thu dugc nhu
I

g = %(ui’j + uj’i) (3.60)

hoac trong ky hiéu ky thuat

o fou ov) fou ow
oX 2\oy ox) 2\oz ox
1(ou ov ov 1(ov ow
&= 5l =~ 1t — - - —+— (3.61)
2 0y ox oy 2\ 0z oy
Ajou ow) 1fov ow o
|2\oz ox) 2\oz oy 0z ]
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Chuong 3. Cac mdi quan hé Wng suit-bién dang dan héi

Chd y ring phuong trinh (3.56) c6 thé dugc dung dé thu mot biéu thic
cho tensor chuyén vi tuong ddi, €'y, dudi dang cac dao ham chuyén vi. B6i
vi tir dinh nghia vé vector chuyén vi tuong doi 3, ta c6

é‘! _ dg§ —dx
ds,

Thé thi, tir phuong trinh (3.56) ta thu dugc két qua

n uijdxj

S = =u
ds,

i ii0j

So sanh phuong trinh nay véi phuong trinh (3.3), ta két luan ring

(3.62)

Bing cich dung phuong trinh (3.9) hay (3.11), ta nhan dugc céc biéu
thace tuong tu cho tensor bién dang g; nhu duge cho bdi phuong trinh
(3.60) hoac (3.61).

Tuong tu, thay phuong trinh (3.62) vao phuong trinh (3.10) hoic (3.12)
s& tao ra biéu thic cho tensor quay

o; =4 (u; - uy) (3.63)

i — 2

hoéc trong ky hiéu ky thuat

0 _Afou_ovy _1fou_ow
2\ 0y ox 2\ 0z 0OX
(Dij = 1 @_ﬂ 0 _1 @_6_w (8.64)
2\ o0y 0ox 2\ 0z oy
dfou_ow) 1dfov ow 0
|2\ 0z 0ox 2\ 0z oy

3.1.9. Y nghia vat 1y déi véi cac bién dang nhé
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Ly thuyét déo ky thuat

D61 v6i bién dang nhd, c6 mot ¥y nghia vat 1y don gidn d6i véi cdc thanh
phan bién dang &;. Thi du, thanh phan bién dang phdp &1 ¢6 thé duge
hiéu nhu sau. Hay kh3o sat phan t6 dudong dx; né nam doc theo truc x;
truéc khi bién dang nhu dugc biéu thi trong hinh 3.6a. Sau khi bién
dang, phan t6 dugc ky hiéu béi d&;. Do d6,, ta c6

dXi = (dS(), O, 0)
Thay dx; vao trong phuong trinh (3.58), ta nhan dugc

ds? —dsj = 2¢,dx,dx; = 2¢, dx,dx, = 2¢,,ds]
hay

(ds+ds,)(ds—ds,) = 2¢,,ds}

né c6 thé duge viet dudi dang

ds—-ds, [ 2ds, .
ds, ds+ds, )

Nhung doi véi bién dang nhé, ds gan bang vé6i dsg; do do,

ds—-ds
g = %0 (3.65)
ds,
Vi thé, &;; mé ta su gidn dai hoidc su thay d6i chiéu dai trén don vi dai
cia phan t6 dudng song song véi truc x; trudc bién dang. Cac thanh
phéan bién dang &g va £33 ¢6 ¥ nghia tuong tu.

Thanh phan bién dang trugt ¢i, ciing c6 thé dugc gidi thich bing cach
khdo sat hai phan t6 dudng dx va dx®. Luc chua bién dang ching lan
lugt song song vé6i truc x; va Xy, nhu duge biéu dién trong hinh 3.6b. Ky
hiéu lugng gidm tdng géc vudng gilta hai phan t6 duong sau bién dang
béi ¢12. Do d6, ta ¢
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Chuong 3. Cac mdi quan hé Wng suit-bién dang dan héi

X9

dg;

/
X1
dXi B
(a) Thanh phan bién dang &,
)
oz

dXi(2) d éi(1)

dx?
(b) Thanh phan bién dang s

Hinh 3.6. Y nghia vat 1y cta cdc thanh phin bién dang.

dg"de
cos[%—¢1zj= ‘dgiﬁ)Hdai(Z)‘

St dung phuong trinh (3.56), ta nhan dugce

(dxiﬁ) +u, dx“))(dxi@) +u dx(z))
COS(E"'%2j= Wdé”“da”\ .

dx{"dx{® + (U, + Uy + U, ) dxPdx®

) dede®)]

21



Ly thuyét déo ky thuat
Nhung dxdx® =0 (vi hai vector vudng géc); th& roi

cos(ﬁ—q)mJ _ 2g, dxVdx® 2¢,,

deM|de®|  (1+ey)(1+82)

Pé&i v6i bién dang nhd, ding thic trén dugc rut gon dén
T
cos [E - ¢12] =2g, (3.66)

Nhung cos(n — ¢12) = ¢19; do d6, €5 biéu dién mot nia lugng gidm géc
vudng gitta hai phan t6 duong song song v6i hai truc toa do x; va x
tru6c bién dang. Cac phan tich tuong tu c6 thé duge thuc hién d6i véi
cdc thanh phan g5 va g5. Vi vay, cdc sd hang ngoai dudng chéo géc
trong cong thic (3.61) biéu dién bién dang trugt. Su hinh dung ¥ nghia
vat ly cha cdc dao ham riéng phan trong cong thiic (3.61) dan dén su
gidi thich tuong tu vé nhitng luong gian dai ty d6i va nhiing thay ddi géc
da nhan dugce truéc ddy mot cach téng quat hon.

3.1.10. Nhitng phuong trinh tuong thich bién dang

Trong viéc phan tich Gng suit, 1y thuyét da chi ra ring ta phai thiét lap
cdac phuong trinh can biing dé ddm bdo vat thé ludn trong trang théi can
bang. Tuy nhién, trong viéc phan tich bién dang, phii c6 vai diéu kién
dugc ap dit 1én cac thanh phan bién dang dé vat thé bi bién dang duy
tri su lién tuc. Piéu nay cé thé dugc minh hoa bing ciach khio sat, thi
du, phuong trinh (3.60); cu thé 1a,

Ui + Ujr = 2gj (3.67)

DP3i v6i cde chuyén vi da cho, u;, cdc thanh phan bién dang, &, c¢6 thé
dugc x4c dinh tir phuong trinh (3.67). Mat khac, d6i véi cac thanh phan
chuyén vi da quy dinh g, phuong trinh (3.67) biéu dién hé cdc phuong
trinh dao ham riéng (vi phan) d6i véi su xdc dinh cdc thanh phan
chuyén vi u;. Do ¢6 dén sau phuong trinh cho ba 4n ham u;, néi chung, ta
khong thé hy vong ring hé cdc phuong trinh (3.67) sé c6 15i gidi néu céc
thanh phan bién dang ¢; duge chon tuy y. Do d6, d€ ¢6 ham chuyén vi
lién tuc don tri, mot s6 han ché& phai dugc ap dat 1én cic thanh phan
bién dang g;. Nhitng han ché nhu thé duge goi 1a nhiing diéu kién tuong
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thich. Ta c6 thé thay rang cdc phuong trinh tuong thich cho mién duogc
lién thong don gidn c6 thé dugce viét dusi dang

€kl + Eklij — Eikjl — Ejlik = 0 (3.68)

hoéc, khai trién cac biéu thic nay, ta thu dugc

0%, 0%, 0%,
oy ox® T axoy
% 6282 styz

2 + > 2
oz" oy dyoz
&%, 0%, 5 %,

Zr—=
ox* oz dz0x
i _ agyz a82)( + 68xy _ 628)( (369)
ox\ ox oy oz ) oyoz

2

i _882x i asxy + agyz _ 0 gy
oy{ oy o0z ox ) 0zox
o g, N Oe,, 0k, _ o2 g,
oz\ oz OX oy oxoy

S4u phuong trinh tuong thich nay 1a cac diéu kién can va da dugc quy
dinh dé ddm bdo ring cdc thanh phan bién dang dem lai cac chuyén vi
lién tuc don tri cho mién lién thong don gian.

3.2. Quan hé Wng suit-bién dang dan héi ding huéng tuyén
tinh. Pinh luat Hooke

3.2.1. Giéi thiéu

Hinh 3.7a biéu dién mot vat thé dan hoi thé tich V va dién tich bé mit
A. Phan dién tich bé mit noi c¢6 cac luc kéo bé mit T; tac dong duge ky
hiéu béi Ap va phan dién tich bé mit noi c6 cdc chuyén vi bé mat cudng
bic U, duge ky hiéu béi A,. Khi céc luc thé tich F;, cdc luc be mat T; va
chuyén vi bé mit u; tdc dong 1én vat thé, cdc ung sudt dugc gy ra oj
phai théa cac phuong trinh can bang

Gijj + Fi =0 tI‘OHg \Y% (3708)
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Ly thuyét déo ky thuat

oy = Ti G AT (370b)

va cdc bién dang hinh thanh, g, va cdc chuyén vi, u;, phdi thda cdc diéu
kién hinh hoc

g5 =+ (u; +uy) trong V (3.71a)

i & A, (3.71b)

- Chu?fn Vi
At
— Su tuong thich
Su can bang (Hinh hoc)
Ung suét Bién dang
Ay % o
Céc dinh luat
co ban
(a)

(b)

Hinh 3.7. Su thiét lap bai todn co hoc vat rén.
(a) Cac bién; (b) M6i quan hé cia céc bién.

D6i v6i phan t6 vat liéu trong thé tich V, ba phuong trinh c4n bing
(3.70a), va sau phuong trinh tuong thich gifta cdc bién dang va cac
chuyén vi (3.71a), trinh bay mot téng chin phuong trinh chita mudi 1am
4n s6 (sau thanh phan ng suit, sdu thanh phan bién dang, va ba thanh
phan chuyén vi). Su b§ sung cdc phuong trinh dugce thuc hién béi b sau
phuong trinh quan hé phu thudc vat liéu, ching thiét 1ap quan hé gitta
ting sudt va bién dang. Sdu phuong trinh hay quan hé b6 sung nay dugc
xem 1a cdc phuong trinh hay quan hé co sé cia vdt liéu. Mbi khi quan hé
co s¢ d6i véi vat lieu dugce thiét 14ap, su hinh thanh cong thic tdng quat
cho viéc gidi bai todn co hoc vat ran c6 thé dugc hoan thanh. Cic méi
quan hé 14n nhau cla cdc bién (o, &; va u) c¢6 thé duge minh hoa tdt
nhat du6i dang so dé6 nhu trong hinh 8.7b cho trudng hgp bai toan tinh.

Vat liéu dan hoi 14 vat liéu hdi phuc hoan toan hinh ddng va kich thuée
ban dau ctia n6 khi cat tai tac dong. Poi v6i nhiéu loai vat liéu & mic do
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tai lam viéc, pham vi dan hdi ciing bao gdom mién ma ng sudt va bién
dang c¢6 quan hé tuyén tinh trong suét mién dé, nhu ching ta da dugc
thay truéc day trong chuong 1. Phan tuyén tinh clia méi quan hé dng

sudt-bién dang nay két thic ¢ gi6i han ty 1é (dan hoi), va dang téng
quét cta né duge cho bédi

oij = Cijx/ex, (3.72)

¢ day Cij, 1a tensor héng sé dan hoéi vdt ligu. Cing c6 thé duge nhan xét
¢ day riang phuong trinh (3.72) 1a su téng quat héa don gidn nhat su phu
thudc tuyén tinh cda (ng sudt vao bién dang da dugc khdo sat trong thi
nghiém quen thudc ciia Hooke, va vi vy phuong trinh (3.72) thuong dugce
xem nhu 1a dinh ludt Hooke duoc téng qudt héa.

Do ca hai o va & la cdc tensor bac hai, nén Cy, la tensor bac bon.

Téng quat, c6 (3)* = 81 hing s6 cho tensor C;y, nhu thé&. Tuy nhién, do ca
b J 4 ’

hai o;; va g, déu d6i xiing, ta c6 nhiing diéu kién d6i xing nhu sau:

Cijr = Gjiy = Cijx = Cjinc (3.73)
Do dé, s6 16n nhat cic hing s6 doc 1ap dude gidm xudéng 36.

Doi v6i vat lidu dan hoi Green, sé duge chiing té6 sau nay riang bon chi sé
cia cdc hang s6 dan hoi ¢6 thé duge khdo st nhu cdc cip Cgjn,). Két
quad 1a s6 cac hang s6 doc lap can thiét duge gidm tir 36 xudng con 21.
Nghia 14 néu biét 21 hing s6 nay, thi ta sé biét tat cd 81 hiang s6. Néu,
thém vao, ta c6 mot mit phing doi xing dan hdi, s6 cac hing s6 dan
héi doc 1ap sé& dugc gidm nhiéu hon tir 21 xudng con 13. Né&u c6 mit
phéng d6i xting dan héi thd hai vudng géc véi mat phang doi xing thd
nh4t, s6 cac hing s6 dan hdi doc 1ap con dugc gidm nhiéu hon nita. Mt
phing d6i xing tht hai cing ham y d6i xing quanh méit phing vudng
géc thit ba (d6i xiing truc huéng) va s6 cac hang s6 dan hdi duge gidm
con 9. Poi véi vat lieu diang huéng ngang, s6 cic hiang s6 dan hodi duge
gidm con 5. Hon nita, néu ta dinh rd do6i xing bac ba, nghia 13, cdc dic
tinh doc theo céc huéng x, y, va z giong nhau, khi 4y ta khong thé phan
biét gitta cdc huéng x, y, va z. Diéu nay dan dén chi cAn c6 ba hiang so
doc lap dé md ta Gng xtit dan hoi ctia vat liéu nhu theé. Cudi cung, néu ta
c6 vat rdn ma cac dic tinh dan héi ciia n6 khong 14 ham cda cac huéng,
lic d6 ta chi can hai hiang s6 doc lap dé mo ta tng x{ clia né.
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3.2.2. Cac quan hé dng sudt-bién dang dan héi tuyén tinh ding
huéng

D6i véi vat lieu dang huéng, cdc hing s6 dan hdi trong phuong trinh
(3.72) phai giong nhua cho tat cd cdc hudng. Do d6, tensor Cyy, phéi la
tensor bac bon ding huéng. Piéu nay cho thay ring dang tong quat nhat
cho tensor ding huéng Cijx, dugc cho béi (xem muc 1.5.6)

Cijk(/ = MSUSM + M(Siijé + Si(Sjk) + OL(SikSJ’( - Si(éijk) (374)
¢ day A, p, va o la cdc hiing s6 vo6 huéng. Bay gio, do Cyj, phdi thda céc
diéu kién d6i xdng trong cic phuong trinh (3.73), ta ¢c6 o = 0 trong
phuong trinh (3.74). Do d6, phuong trinh (3.74) phai c6 dang

Cijk/z = 7\,5i‘]’5k£ + M(Sik5jé + 81,5_]'1() (375)
TUu cac phuong trinh (3.72) va (3.75), ta nhan dugc

Gij = AO;jOk,Ek, + M(8ixdy, + 8idji)er,
hay

Gjj = kskkﬁij + 2].181J' (376)

Do dé, ddi véi vat lieu dan hdi tuyén tinh dang huéng, chi c6 hai hiang
s6 vat liéu doc lap, A va p, ching duge goi 1a cac hiing s6 Lamé.

Tréi lai, bién dang &; c6 thé duge bi€u dién theo cdc tng suat trong quan
hé co s clia phuong trinh (3.76). D6i v6i phuong trinh (3.76), ta c6

ok = (A + 2Wewk
hay

Ok

=_ Kk 3.77
T35 1o @77

Thay gid tri eg nay vao phuong trinh (3.76) va gidi dé tim ¢;;, ta nhan
dugc
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il 1 (3.78)
& =—— + —0. .
1T o (Bnop) K T2y

Céc phuong trinh (3.76) va (3.78) 1a nhitng dang t6ng quat cia quan hé
co s6 doi v6i vat lieu dan hoi tuyén tinh ding huéng. Mot hé qud quan
trong ctia nhitng phuong trinh nay 14 déi véi vat lieu ding huéng, cdc
phuong chinh cla cic tensor ing suit va bién dang trung nhau.

3.2.3. Pinh luat Hooke ding huéng tong quat héa dudc dua trén
sO liéu thi nghiém
Hay khdo sat thi nghiém kéo don truc nhu dugc biéu dién trong hinh

3.8a. Thanh phan tng sudt duy nhat khac khong, o, = o, sinh ra bién
dang doc truc g, dugce xac dinh theo

g =X (3.79)

g, =¢, =—vg, =——=X (3.80)

¢ day E 1a modulus cia Young va v 1a hé s6 Poisson. Nén cht y riang
ing sudt phdp o, khong giy ra bién dang trugt. Mit khéc, trong thi
nghiém trugt thuan tay (hinh 3.8b), tng suit tiép t,, khong gay ra bién
dang phdp ma chi gay ra bién dang trugt y,, nhu

Ty = = (3.81)

¢ day G 1a modulus truot cha su dan hoi.

Bay gio khédo sat phan t6 hinh hinh hop ding huéng ba chiéu chiu trang
thai Gng suat khoi (hinh 3.8¢c). Theo gia thiét bién dang nhé, nguyén ly
cong tac dung dugc ap dung dudi tng suadt da truc. Thé thi su tdc dong
dong thdi cha oy, 6y, G, Tyy, Tyz, VA T,x dAn dén nhitng bién dang nhu sau:
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y
| S
1
o-l ] Oy |
-1 L1 |
s X —
z E G
1 1
(a) (b)
a.
Yy T, o
Wit :
/ - | P
= r AV,
, xy B
o ! ‘ 2
— -— /1/ - o—’ ~
- \
- N
T
O; Ve xz K
} 1
G—Y
(c) (d)

Hinh 3.8. C4c quan hé (ing sudt-bién dang
cho vat liéu dan hoi tuyén tinh ddng huéng.
(a) Thi nghiém kéo don truc; (b) thi nghiém trugt don gidn; (c¢)
trang thai ing suat khoi tdng quat; (d) thi nghiém nén thiy tinh.

g, = l[cy - V(GZ + 0o, )} (3.82a)

Xy
YXy =
G
Ty,
Yyz = G (3.82b)
T
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Phuong trinh (3.82) dugc xem 14 dinh luat Hooke tong quat héa cho céc
vat lidu didng huéng. Cac hiang sd dan hdi E, v, va G c6 thé dugc ching
minh 1a dugc lién hé béi

E
G=——"— 3.83
2(11v) (3.83)

Dé chiing t6 diéu nay, hay xem lai phan t6 chiu trugt thudn tay (hinh
3.8b). Trang thai trugt thuan tdy c6 thé dugc biéu dién theo nhiing Gng
suat chinh 1, va -1,y tdc dong trén nhiing mit nghiéng mot géc 45° so
v6i nhitng mat phing trugt. Mat khac, bién dang phap tuong tng theo
huéng chinh ciing ¢6 thé thu duge theo bién dang trugt y,,. Ti€p theo, dp
dung dinh ludt Hooke, ta s& nhan dugc phuong trinh (3.83).

Bing cach dung ky hiéu chi s, ta c6 thé viét phuong trinh (3.82) trong
dang suc tich

1+v \% 5
& = Oj — =0

ij (3.84)

Tiép tuc véi cach thic tuong tu nhu 6 muc 3.2.2, ta c6 thé gidi phuong
trinh (3.84) d6i v6i dng suidt o;; va nhan duge

c; = E € + vE €0

T (1+v) T (1) (1-2v)

(3.85)

i

So sanh nhiing quan hé co sé (3.76) va (3.85), cac hang s6 clia Lamé p
va A c6 thé dugce biéu dién theo E va v nhu

E
_Gg-_E 3.86
" 2(1+v) (3.86a)
va
r=— VB (3.86b)

(1+ v)(1— 2v)

hoéc, nguge lai, modulus ctia Young va hé sé Poisson v cé thé duge biéu
dién theo pu va A nhu
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(B2 (3.87a)
A+
A
- N 3.87b
\Y 2(}» + H) ( )

Bang cach dung cac phuong trinh (3.86a) va (3.86b) trong phuong trinh
(8.75), tensor cdc modulus dan hoi, Cij,, c6 thé duge biéu dién theo E va
\

E 2v
Ciw = 2(1+v) l:(1 “2v) 80, + 80, + 5m5;k} (3.88)

Chd y rang phuong trinh (3.84) c¢6 thé dugc viét trong dang cd dong :

&;j = Dij,Ox, (3.89a)
va
1+v 2v
Djj, = ( oE ) [_ 14y 00y, + 00, + 8i/,6jk} (3.89b)

¢ day Dy, la nghich ddo cia Ciy, va duge goi la compliance tensor.

Mot modulus dan hodi khac duge ban luan & day 1a modulus khéi K, né
dugc gidi thiéu bdi thi nghiém nén thiy tinh nhu dugc biéu dién trong
hinh 3.8d. Trong truéng hgp nay, c11 = o2 = 633 = —p = ow/3. Modulus
khéi K duge dinh nghia cho trudng hgp nay nhu 1a ty s6 gitta 4p suat
thiy tinh p va su thay d6i thé tich tuong Ung &g, nghia la,

K=-PF (3.90)

Tu phuong trinh (3.77), ta nhan dugc

K=x+2p (3.91)
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Thay thé nhitng phuong trinh (3.86) va (3.87) vao phuong trinh (3.91)
dan dén

E
K:— . 2
3(1—2v) (8.92)

3.2.4. Su phan tich quan hé Wng suit-bién dang

Su phan tdach ngin gon va hop ly tén tai giita cdc thanh phan ddp tng
trung binh (thiy tinh hoac thé tich) va trugt (léch) trong vat liéu tuyén
tinh ddng huéng. Pap tng thiy tinh c¢6 thé thu dugc mot cach truc tiép
tir phuong trinh (3.90) nhu

Ooct = P = Keyx (3.93)

P& nhan dugc nhiing quan hé ddp tng léch, ta dung quan hé s; = o; —
pd;; va thay thé& ddi véi oy va p tif cac phuong trinh tuong dng (3.85) va
(3.93), va chi y phuong trinh (3.92). Piéu nay didn dén

S; = £ & T vE €0 _Lgkk
(1+v) (1+v)(1—2v) 3(1—2\/)

)

ij

Thay thé& d6i v6i g; = ej; + (1/3)gid;; va rut gon, ta c6 quan hé

E
1+v

e; = 2Ge; (3.94)

Céc phuong trinh (3.93) va (3.94) dua dén su tach roi cAn thiét cta céc
quan hé thiy tinh va léch. K&t hgp hai phuong trinh nay, ta c6 thé viét
cac bién dang dan hoi téng ; theo cdc ing sudt thay tinh va léch nhu

1 1 1
g = gskksij T€ = S_Kpsij + Esij (3.95)
hoac
1 1
& = g 0 * 55 Si (3.96)
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Tuong ty, o;; c6 thé duge bi€u dién theo cdc bién dang thé tich va léch
dudi dang sau day:

Gjj = KSkkﬁij + 2Geij (397)

3.2.5. Cdac quan hé vng sudt-bién dang dan héi tuyén tinh ding
huéng dudi dang ma tran

Céc mdi quan hé ng sudt-bién dang da ban luan & trén c6 thé duogc
bi€éu dién mot cach thudn tién dusi dang ma tran. Nhitng dang nay
thich hop cho viéc sit dung lic gidi bai toan co hoc vat rdn biang phuong
phéap s6 (thi du, phuong phap phan ti hitu han). Trong cdc muc duéi day,
c4dc dang ma tran dugc trinh bay cho nhiéu truong hgp khéc nhau.

3.2.5.1. Trudng hop ba chiéu

Céc thanh phan tng sudt va bién dang dugc dinh nghia béi hai vector
tuong tng {c} va {e}, ching dugc biéu thi bsi

cFX 8X
Gy 8)’
fo}=12t =1, .99
Txy Txy
Tyz Yyz
Tax T 2x

Bay gio phuong trinh (3.85) c6 thé dugc viet du6i dang ma tran nhu
{o} = [Cl{e} (3.99)

¢ day ma tran [C] dugc goi 1a ma trdan co sé dan héi hay ma trdn cdc
modulus dan hoi va duge cho béi
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1-v v
1-v v
Y v 1-v
____E 1o o0 o
Ol
0O 0 O
0O 0 O

hodc, mit khéc, thay v va E theo K va G s& dan dén

(K+46) (k-36) (<3
(K-36) (k+46) (<
o]-|(K-36) (<-30) (<5
0 0

0 0

0 0 0

O O O

O o o o o

0 0

0 0

0 0

0 0 | (3.100a)
1-2v 0

2

0 1-2v

2 |

0 0]

0 O

00 (3.100b)

0 O

G O

0 G

Ngoai ra, phuong trinh (3.82) c¢6 thé dugc viét dudi dang ma tran nhu

{e} = [C1 o} = [D]{c}

(3.101)

¢ day ma tran compliance dan hoi, [D], 12 ma tran nghich dao cta [C]:

1 v -v 0

-v 1 —v 0

1l v v 1 0
Cl=€l0 0 o 2(1+v)

O 0 O 0

_O 0O O 0

3.2.5.2. Truong hop dng suit phing

(3.102)
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Ta c6 thé ching minh ring cidc phuong trinh (3.99) va (3.101), khi dugc
rit gon vé trudng hgp Ung sudt phéng hai chiéu (o, = 1y, = 1,4 = 0), ¢6
nhitng dang don gidn nhu sau:

o, E 1 v €,
oy (= 5|V 1 €y (3.103)
1-v
Txy (1 - V)/2 ny
va

€, ] 1 —v 0 G,

e (= E -v 1 0 oy (3.104)
'ny O 0 2 (1 + V) '[Xy

Can chi y ring trong truong hgp tGng suit phang, thanh phan bién dang
e, khdc khong, trong khi cdc thanh phan bién dang trugt vy, va y, bang
khong. Thanh phan e, c6 gi4 tri

g, = _—EV(GX +o,)= 1_—Vv (5 +5y) (3.105)

Nghia la, ¢, 1a ham tuyén tinh cta & va e,.

Céac quan hé tng suit phang dugc trinh bay & trén thuong dugc st dung
trong nhiéu tng dung thuc t&. Thi du, viéc phan tich cdc t&m méng,
phang chiu tai trong mit phing tdm (mat phang xy) thuong duge xem
nhu cdc bai todan Gng sudt phang.

3.2.5.3. Trudong hop bién dang phing

Céc diéu kién bién dang phing (g, = vy, = 7x = 0) thudng duge tim thay
trong cac vat thé dai c6 mit cit ngang déu, chiu tdi phan bo déu doc
theo truc chiéu dai cha ching (truc z), nhu trong truong hgp clia céc
dudng ham, cac dudng doc cua dat, va cdc tuong chin. Dudi cic diéu
kién bién dang phéng, cac phuong trinh (3.99) va (3.101) c6 thé dugc rit
gon vé dang don gidn
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« £ 1-v v €,
Gy :m A% 1—V Sy (3106)
v —czV
Txy (1 - 2V)/2 YXy

€y ] 1-v —-v 0]|o,
6 (=g v 1-v 0o, (3.107)
’ny 0 0 2 TXy

D3di v6i truong hgp nay, cdc thanh phan Gng sudt 1y, va t,, bing khong,
va thanh phan tng suit o, c6 gia tri

o, = V(ox + Oy) (3.108)
3.2.5.4. Trudng hop doi xing truc

Viéc phan tich cac vat thé tron xoay dudi tdc dong ctia tai doi xing truc
thi tuong tu véi truong hop Ung suit phang va bién dang phang do bai
toan nay ciing 1a bai toan hai chiéu. Trong viéc ky hiéu thong thuong,
ciac thanh phan tng suit khdc khong trong trudng hop doi xding truc la
Gy, Oz Op, VA Tp, va céc bién dang tuong Ung la ¢, s, &, va v, Cac
phuong trinh (3.99) v2 (3.101) c¢6 thé dugce rat gon vé cac dang (1,0 = To, =
0, 20 = Yor = 0):

c, 1-v v Y 0 g
o, E v 1-v v 0 g, (3.109)
oo (1+v)(1-2v)| v v 1-v 0 € '
TFZ O O O (1_2V)/2 yrz
va
g, 1 —-v —v 0 o,
g, 1]-v 1 -—v 0 o, (3.110)
€ T El-v v 1 0 Gy '
Yiy 0O 0O 0 2 (1 + v) T,
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