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3.1. Bieán daïng 

3.1.1. Traïng thaùi bieán daïng cuûa ñieåm 

Trong vieäc phaân tích öùng suaát, moät traïng thaùi öùng suaát ôû moät ñieåm coù 
theå ñöôïc xaùc ñònh baèng caùch xaùc ñònh voâ soá vector öùng suaát taùc ñoäng leân 
voâ soá maët caét ñi qua ñieåm aáy. Töông töï, traïng thaùi bieán daïng ôû moät 
ñieåm ñöôïc xaùc ñònh nhö laø toaøn boä söï thay ñoåi chieàu daøi cuûa caùc ñöôøng 
vaät lieäu (caùc thôù) ñi qua ñieåm ñoù vaø caû toaøn boä söï thay ñoåi goùc giöõa caùc 
caëp ñöôøng thaúng toûa ra töø ñieåm naøy. 

Tuy nhieân, nhö seõ ñöôïc bieát sau naøy laø söï thay ñoåi chieàu daøi cuûa ñöôøng 
vaät lieäu baát kyø ñi qua ñieåm vaø söï thay ñoåi goùc giöõa hai ñöôøng baát kyø toûa 
ra töø ñieåm naøy coù theå ñöôïc tính toaùn moät khi nhöõng thay ñoåi chieàu daøi 
vaø thay ñoåi goùc ñoái vôùi ba ñöôøng vaät lieäu song song vôùi heä truïc toïa ñoä 
vuoâng goùc laãn nhau ñi qua ñieåm naøy. 

Hình 3.1 bieåu dieãn moät phaân toá ñöôøng vi phaân OP taïi ñieåm O ôû vò trí 
goác chöa bieán daïng vôùi chieàu daøi baèng ñôn vò beân trong vaät theå. Sau khi 
bieán daïng, phaân toá bò dòch chuyeån ñeán vò trí môùi O’P’, nhö ñöôïc bieåu 
dieãn trong hình. Chuù yù raèng, ñoái vôùi chieàu daøi raát ngaén cuûa phaân toá 
ñöôøng, vaø ñoái vôùi söï bieán thieân trôn mòn cuûa caùc bieán daïng trong vuøng 
laân laän cuûa ñieåm O, phaân toá bò dòch chuyeån O’P’ vaãn thaúng. Vector 
chuyeån vò töông ñoái cuûa ñieåm P ñoái vôùi ñieåm O ñöôïc bieåu thò bôûi 

n
′δ
r , ôû 

ñaây vector O P′ ′′
uuuuur

 thì baèng vaø song song vôùi vector OP
uuur

 vaø chæ soá phía treân 
n bieåu thò höôùng cuûa phaân toá ñöôøng OP tröôùc bieán daïng. Khaûo saùt caùc 
thôù daøi ñôn vò theo höôùng cuûa caùc truïc toïa ñoä, x1, x2, vaø x3, caùc vector 
chuyeån vò töông ñoái töông öùng ñoái vôùi nhöõng ñöôøng naøy ñöôïc bieåu thò bôûi 
1
′δ
r , 

2
′δ
r , vaø 

3
′δ
r . Nhö moät söï löïa choïn, ta cuõng coù theå duøng kyù hieäu ñoâi 

x
′δ
r , 

y

′δ
r , 

vaø 
z
′δ
r  moät caùch töông öùng. Caû hai kyù hieäu naøy ñöôïc duøng coù theå thay theá 

cho nhau trong chöông naøy. 

Ñeå tìm moái quan heä giöõa vector chuyeån vò töông ñoái 
n
′δ
r  ñoái vôùi thôù baát kyø 

theo höôùng n
r
 vôùi caùc vector chuyeån vò töông ñoái 

1
′δ
r , 

2
′δ
r , vaø 

3
′δ
r  ñoái vôùi ba 

truïc toïa ñoä, moät hình hai chieàu seõ ñöôïc khaûo saùt. Ñieàu naøy laø do hình 
hai chieàu deã hình dung hôn, vaø söï môû roäng sang khoâng gian ba chieàu 
ñöôïc thöïc hieän deã daøng. Trong hình 3.2, thôù vi phaân n

r
 vôùi chieàu daøi ñôn 

vò ôû ñieåm O ñöôïc bieåu dieãn trong maët phaúng x1−x2. Caùc hình chieáu cuûa 
chieàu daøi thôù naøy treân caùc truïc x1 vaø x2 töông öùng laø n1 vaø n2, ôû ñaây n1 
vaø n2 laø caùc cosine chæ phöông cuûa vector n

r
. Do ñoù, töø hình 3.2, vaø do 
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traïng thaùi ñoàng nhaát cuûa bieán daïng khaép mieàn nhoû trong mieàn laân caän 
keà saùt ñieåm O, ta coù 

 1 2PP PP PP′ = +
uuur uuur uuuur

 

hoaëc 

 
n 1 2

1 2n n′ ′ ′δ = δ + δ
r r r

        (3.1) 

Ñoái vôùi tröôøng hôïp ba chieàu toång quaùt, ta coù 

 
n 1 2 3

1 2 3n n n′ ′ ′ ′δ = δ + δ + δ
r r r r

       (3.2) 

 

 

Hình 3.1. Vector chuyeån vò töông ñoái ñoái vôùi thôù n
r
. 

O

x3

P

n
′δ
r

x2

x1 

r
n

Vò trí goác

O’

P’’
P’

Chieàu daøi ñôn vò Vò trí bieán daïng 

Hình 3.2. Caùc vector chuyeån vò töông ñoái trong khoâng gian hai chieàu. 

O 

x2 

P

n
′δ
r

x1

B’
P’

Chieàu daøi 
ñôn vò

A’

B 

A

P1

P2
2

2n′δ
r

 

1

1n′δ
r
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Phöông trình (3.2) töông töï vôùi (2.7) cho caùc öùng suaát, noù bieåu dieãn 
vector öùng suaát, r

n

T , ôû ñieåm khaûo saùt taùc ñoäng treân maët nghieâng tuøy yù coù 
phaùp tuyeán ñôn vò n

r
 theo caùc vector öùng suaát ôû ñieåm ñoù taùc ñoäng treân ba 

maët phaúng vuoâng goùc vôùi ba truïc toïa ñoä. Tuy nhieân, khoâng gioáng nhö 
öùng suaát, traïng thaùi bieán daïng hoaëc bieán daïng cuûa ñieåm O khoâng theå 
ñöôïc ñònh nghóa hoaøn toaøn moät caùch ñôn giaûn baèng caùch xaùc ñònh ba 
vector chuyeån vò töông ñoái 

1
′δ
r , 

2
′δ
r , vaø 

3
′δ
r . Chuùng ta vaãn phaûi taùch caùc 

chuyeån vò cuûa vaät theå cöùng (caùc thaønh phaàn tònh tieán vaø quay cuûa toaøn 
boä vaät theå), neáu coù theå, ra khoûi caùc vector chuyeån vò töông ñoái do caùc 
chuyeån vò cuûa vaät theå cöùng khoâng lieân quan ñeán vieäc tính bieán daïng. 
Thuû tuïc taùch rôøi ñöôïc cho döôùi ñaây ñoái vôùi tröôøng hôïp bieán daïng voâ cuøng 
beù. 

Caùc vector chuyeån vò töông ñoái lieân quan ñeán ba thôù theo caùc phöông 
truïc toïa ñoä x1, x2, vaø x3 coù theå ñöôïc phaân tích thaønh nhöõng thaønh phaàn 
theo ba phöông truïc toïa ñoä. Thí duï, vector chuyeån vò töông ñoái 

1
′δ
r , lieân 

quan ñeán phöông x1, coù ba thaønh phaàn ε’11, ε’12, vaø ε’13 töông öùng theo ba 
phöông truïc toïa ñoä x1, x2, vaø x3. Do ñoù, phöông trình (3.2) coù theå ñöôïc 
vieát döôùi daïng thaønh phaàn 

 
n

i ji jn′ ′δ = ε          (3.3) 

ôû ñaây chín ñaïi löôïng voâ höôùng ε’ij caàn thieát ñeå ñònh nghóa ba vector 
chuyeån vò töông ñoái 

1
′δ
r , 

2
′δ
r , vaø 

3
′δ
r  caáu thaønh moät tensor. Tensor naøy, ñöôïc 

goïi laø tensor chuyeån vò töông ñoái, ñònh nghóa hoaøn toaøn vector chuyeån vò 
töông ñoái 

n
′δ
r  cuûa thôù vaät lieäu n

r
. baèng caùch duøng caùc kyù hieäu keùp, tensor 

naøy coù theå ñöôïc vieát nhö 

 
x xy xz11 12 13

ij 21 22 23 yx y yz

31 32 33 zx zy z

⎡ ⎤′ ′ ′ε ε ε′ ′ ′ε ε ε⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ε = ε ε ε = ε ε ε⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥′ ′ ′ε ε ε ′ ′ ′ε ε ε⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

     (3.4) 

Toång quaùt, nhö coù theå ñöôïc thaáy töø phöông trình (3.4), tensor chuyeån vò 
töông ñoái ε’ij khoâng coù tính ñoái xöùng. 

Chuyeån ñoäng cuûa vaät theå cöùng, nhö ñaõ ñeà caäp ôû treân, ñöôïc ñaëc tröng bôûi 
thöïc teá raèng chieàu daøi cuûa phaân toá ñöôøng noái hai ñieåm tuøy yù vaãn duy trì 
khoâng ñoåi. Trong phaàn döôùi ñaây, caùc ñieàu kieän veà caùc heä soá ε’ij thoûa yeâu 
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caàu naøy ñoái vôùi chuyeån ñoäng cuûa vaät theå cöùng seõ thu ñöôïc. Haõy khaûo saùt 
phaân toá ñöôøng OP n=

uuur r
, nhö ñöôïc bieåu dieãn treân hình 3.1, vaø giaû thieát 

raèng sau chuyeån ñoäng quay thuaàn tuùy cuûa vaät theå cöùng, phaân toá coù vò trí 
môùi O’P’ nhö ñöôïc bieåu dieãn. Theá roài, 

 
2n n

2 2n n n 2 n′ ′= + δ = + δ
r rr r r r  

hoaëc 

 
n n n

i i i i i i i i i inn n n nn 2n⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= + δ + δ = + δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ôû ñaây caùc soá haïn baäc cao cuûa 
n
′δ
r  ñöôïc boû qua do caùc bieán daïng laø voâ cuøng 

nhoû. Thay 
n
′δ
r  töø phöông trình (3.3), ta nhaän ñöôïc 

 ( )
n n

i i i ji jn n n n 0′ ′ ′δ = δ = ε =
rr

 

hoaëc, khi ñöôïc cheùp ñaày ñuû, 

 
( )

( ) ( )
ji i j 11 1 22 2 33 3 12 21 1 2

23 32 2 3 31 13 3 1

nn n n n nn

n n n n 0

′ ′ ′ ′ ′ ′ε = ε + ε + ε + ε + ε

′ ′ ′ ′+ ε + ε + ε + ε =
    (3.5) 

Do phöông trình (3.5) phaûi ñuùng ñoái vôùi taát caû caùc giaù trò cuûa n1, n2, vaø 
n3, söï caàn thieát vaø ñieàu kieän ñuû ñoái vôùi tensor ε’ij ñeå dieãn taû chuyeån ñoäng 
quay cuûa vaät raén cöùng ñöôïc cho bôûi 

 ( ) ( ) ( )11 22 33 12 21 23 32 31 13 0′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ε = ε = ε = ε + ε = ε + ε = ε + ε =  

hoaëc 

 ij ji′ ′ε = −ε          (3.6) 

Nghóa laø, ñoái vôùi chuyeån ñoäng vaät theå cöùng, tensor chuyeån vò töông ñoái 
ε’ij cuûa phöông trình (3.4) coù tính phaûn ñoái xöùng (ñoái xöùng leäch). 

Baây giôø, moãi tensor baäc hai coù theå ñöôïc phaân tích thaønh toång cuûa tensor 
ñoái xöùng vaø tensor phaûn ñoái xöùng. Do ñoù, neáu ta phaân tích tensor ε’ij 
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thaønh phaàn ñoái xöùng vaø phaûn ñoái xöùng, phaàn phaûn ñoái xöùng moâ taû söï 
quay cuûa vaät theå cöùng, traùi laïi phaàn ñoái xöùng moâ taû bieán daïng thuaàn 
tuùy. Do ñoù, ta coù theå vieát 

 ( ) ( )1 1
ij ij ji ij ji2 2′ ′ ′ ′ ′ε = ε + ε + ε − ε       (3.7) 

hoaëc 

 ij ij ij′ε = ε + ω         (3.8) 

ôû ñaây 

 ( )1
ij ij ji2 ′ ′ε = ε + ε         (3.9) 

 ( )1
ij ij ji2 ′ ′ω = ε − ε                 (3.10) 

Khai trieån caû hai tensor εij vaø ωij, ta nhaän ñöôïc 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
11 12 21 13 312 2

1 1
ij 21 12 22 23 322 2

1 1
31 13 32 23 332 2

′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤ε ε + ε ε + ε
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ε = ε + ε ε ε + ε⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ε + ε ε + ε ε⎣ ⎦

            (3.11) 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
12 21 13 312 2

1 1
ij 21 12 23 322 2

1 1
31 13 32 232 2

0
0

0

′ ′ ′ ′⎡ ⎤ε − ε ε − ε
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ω = ε − ε ε − ε⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ε − ε ε − ε⎣ ⎦

            (3.12) 

Tensor ñoái xöùng εij ñöôïc goïi laø tensor bieán daïng vaø tensor phaûn ñoái xöùng 
ωij ñöôïc goïi laø tensor quay. Baây giôø, neáu ta thay ε’ij töø phöông trình (3.8) 
vaøo phöông trình (3.3), ta thu ñöôïc 

 
n

i ji j ji jn n′δ = ε + ω                 (3.13) 

Phaàn thöù hai cuûa phöông trình (3.13) moâ taû söï quay cuûa vaät theå cöùng 
traùi vôùi phaàn moät bieåu thò caùc bieán daïng thuaàn tuùy. 

Vector chuyeån vò töông ñoái töông öùng vôùi bieán daïng thuaàn ñöôïc goïi laø 
vector bieán daïng. Vector bieán daïng ñöôïc kyù hieäu bôûi 

n

δ
r  vaø ñöôïc cho bôûi 
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n

i ji j ij jn nδ = ε = ε                 (3.14) 

Vector chuyeån vò töông ñoái töông öùng vôùi söï quay cuûa vaät theå cöùng ñöôïc 
goïi laø vector quay. Vector naøy ñöôïc kyù hieäu bôûi 

 
n

i ji j ij jn nΩ = ω = −ω                 (3.15) 

Ñoái vôùi bieán daïng thuaàn tuùy, phöông trình (3.2) trôû thaønh 

 
n 1 2 3

1 2 3n n nδ = δ + δ + δ
r r r r

               (3.16) 

phöông trình naøy bieåu dieãn vector bieán daïng ñoái vôùi thôù tuøy yù coù phöông 
n
r
 theo caùc vector bieán daïng cuûa ba thôù vuoâng goùc laãn nhau cuøng phöông 

vôùi ba truïc toïa ñoä x1, x2, vaø x3. Do ñoù, ba vector bieán daïng 
1

δ
r , 

2

δ
r , vaø 

3

δ
r  ñaëc 

tröng hoaøn toaøn traïng thaùi bieán daïng ôû moät ñieåm. 

 Hình 3.3. Caùc vector bieán daïng vaø quay trong tröôøng hôïp hai chieàu. 

dx
2 

= 
1 

dx1 = 1
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Caùc keát quaû taùch nhöõng chuyeån vò cuûa vaät theå cöùng ra khoûi caùc chuyeån 
vò gaây ra bieán daïng coù theå ñöôïc hình dung moät caùch deã daøng baèng caùch 
khaûo saùt moät hình aûnh hai chieàu nhö hình 3.3. Trong hình naøy, Caùc vò 
trí goác vaø cuoái cuøng cuûa hai thôù thaúng theo phöông cuûa caùc truïc x1 vaø x2 
ñöôïc bieåu dieãn trong maët phaúng x1−x2. Ta coù theå nhaän ra vò trí cuoái cuøng 
cuûa caùc thôù thu ñöôïc töø vò trí cuoái cuøng baèng caùch ñaët choàng hai quaù 
trình taùch rôøi cuûa söï bieán daïng. Ñaàu tieân laø do bieán daïng thuaàn vaø thöù 
hai bieåu dieãn söï quay cuûa vaät theå cöùng. 

Caùc coâng thöùc trong caùc phöông trình (3.14) vaø (3.16) hoaøn toaøn töông töï 
vôùi caùc phöông trình cho caùc öùng suaát. Do ñoù, caùc keát quaû toång quaùt veà 
bieán daïng töông töï vôùi caùc keát quaû veà öùng suaát coù theå ñöôïc thieát laäp. 

3.1.2. Caùc coâng thöùc Cauchy cho bieán daïng 

ÔÛ ñaây, nhö ñoái vôùi öùng suaát, vector bieán daïng 
n

δ
r  ñoái vôùi thôù tuøy yù n

r
 coù 

theå ñöôïc phaân tích thaønh hai thaønh phaàn, moät theo phöông cuûa thôù n
r
, 

ñöôïc goïi laø bieán daïng phaùp hay bieán daïng daøi, vaø thaønh phaàn coøn laïi 
naèm trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi thôù, ñöôïc goïi laø bieán daïng tröôït hay 
bieán daïng goùc. Thí duï, vector bieán daïng 

1

δ
r  coù ba thaønh phaàn nhö sau: 

bieán daïng phaùp ε11 vaø caùc bieán daïng tröôït ε12 vaø ε13 töông öùng theo 
phöông cuûa ba truïc toïa ñoä x1, x2, vaø x3. 

Khaûo saùt moät thôù baát kyø n
r
 ôû ñieåm P vôùi vector bieán daïng 

n

δ
r  coù thaønh 

phaàn bieán daïng phaùp εn vaø thaønh phaàn bieán daïng tröôït εns, nhö ñöôïc 
bieåu dieãn trong hình 3.4. Vector n

r
 coù ba thaønh phaàn (n1, n2, n3). Ñoä lôùn 

cuûa thaønh phaàn bieán daïng phaùp εn ñöôïc cho bôûi 

 
n n

n i in nε = δ⋅ = δ
r r

                (3.17) 

Thay theá n

iδ  töø phöông trình (3.14) vaø duøng tính ñoái xöùng cuûa tensor εij, 
ta nhaän ñöôïc 

 n ij i jnnε = ε                 (3.18) 

Töông töï, neáu vector ñôn vò s
r
 vuoâng goùc vôùi phöông n

r
 coù caùc thaønh 

phaàn (s1, s2, s3), ñoä lôùn cuûa thaønh phaàn bieán daïng tröôït εns ñöôïc cho bôûi 
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n n

ns i is sε = δ⋅ = δ
r r

 

Nhôø vaøo söï thay theá n

iδ  töø phöông trình (3.14), phöông trình treân trôû 
thaønh 

 ns ij j in sε = ε                 (3.19) 

Caùc phöông trình (3.18) vaø (3.19) laø caùc coâng thöùc Cauchy caàn thieát ñeå 
xaùc ñònh caùc thaønh phaàn bieán daïng phaùp vaø tröôït ñoái vôùi thôù tuøy yù n

r
. 

Moãi phöông trình trong caùc phöông trình (3.14), (3.16), (3.18) vaø (3.19) 
bieåu thò daïng rieâng bieät cuûa caùc coâng thöùc Cauchy, nhöng, thöïc teá, ñoái 
vôùi traïng thaùi bieán daïng ñaõ cho ôû moät ñieåm, caùc phöông trình (3.18) vaø 
(3.19) laø nhöõng daïng höõu duïng nhaát ñeå thu nhaän caùc thaønh phaàn bieán 
daïng phaùp vaø tröôït moät caùch tröïc tieáp. 

3.1.3. Caùc bieán daïng tröôït kyõ thuaät vaø bieán daïng tröôït tensor 

Caùc giaù trò cuûa caùc thaønh phaàn bieán daïng tröôït ε12, ε13, vaø ε23 (hoaëc εxy, 
εxz, vaø εyz) ñöôïc goïi laø caùc bieán daïng tröôït tensor. Trong nhieàu öùng duïng, 
moät ñònh nghóa kyõ thuaät khaùc ñoái vôùi caùc bieán daïng tröôït thöôøng ñöôïc 
duøng. Bieán daïng tröôït kyõ thuaät, γ, ñöôïc ñònh nghóa nhö laø söï thay ñoåi 
goùc giöõa hai thôù vuoâng goùc vôùi nhau tröôùc khi bieán daïng. Do ñoù, töø hình 
3.3 ñoái vôùi bieán daïng thuaàn tuùy, ta coù 

 Löôïng thay ñoåi goùc = ε12 + ε21 = 2ε12  

hoaëc 

 γxy = γyx = 2ε12 = 2εxy               (3.20) 

vaø töông töï ñoái vôùi γxz = γzx vaø γyz = γzy. 

Do ñoù, tensor bieán daïng tröôït εij ñöôïc vieát theo nhöõng kyù hieäu khaùc nhö 

 
xx xy xz x xy xz11 12 13

ij 21 22 23 yx yy yz yx y yz

31 32 33 zx zy zz zx zy z

2 2
2 2
2 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε ε ε ε γ γε ε ε⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ε = ε ε ε = ε ε ε = γ ε γ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ε ε ε ε ε ε γ γ ε⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    (3.21) 
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Caùc kyù hieäu khaùc nhau trong phöông trình (3.21) ñöôïc duøng coù theå hoaùn 
ñoåi nhau ñeå thuaän tieän hôn trong moät soá öùng duïng cuï theå. 

3.1.4. Caùc bieán daïng chính 

Trong chöông phaân tích öùng suaát, ta ñaõ chöùng minh raèng toàn taïi ít nhaát 
ba maët phaúng tröïc giao laãn nhau maø treân ñoù khoâng coù öùng suaát tieáp taùc 
ñoäng, chuùng ñöôïc goïi laø caùc maët chính vaø caùc phaùp tuyeán cuûa caùc maët 
naøy ñöôïc goïi laø caùc truïc chính. Trong vieäc tính toaùn bieán daïng cuûa ñieåm, 
nhöõng truïc chính nhö theá cuõng toàn taïi. 

Phöông chính hoaëc truïc chính laø phöông cuûa thôù n
r
 sao cho vector bieán 

daïng 
n

δ
r  cuûa noù cuøng phöông vôùi thôù n

r
. Ñoái vôùi phöông nhö theá, caùc bieán 

daïng tröôït seõ baèng khoâng. Ñieàu naøy nguï yù raèng caùc thôù theo caùc phöông 
naøy chuùng vuoâng goùc vôùi nhau tröôùc chuyeån ñoäng vaãn vuoâng goùc vôùi 
nhau sau chuyeån ñoäng. Nhöõng bieán daïng töông öùng ñöôïc goïi laø caùc bieán 
daïng chính; do ñoù, ñoái vôùi phöông chính, ta coù 

 
n

nδ = ε
r r

                 (3.22) 

hoaëc 

 
n

i inδ = ε                  (3.23) 

Thay n

iδ  töø phöông trình (3.14) daãn ñeán 

 ij j in nε = ε  

hay, vieát ni = δijnj (δij laø toaùn töû thay theá), ta nhaän ñöôïc 

 ij j ij jn nε = εδ                 (3.24) 

hoaëc 

 ( )ij ij jn 0ε − εδ =                 (3.25) 

Ñieàu kieän coù nghieäm khoâng bình thöôøng 
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 ij ij 0ε − εδ =                 (3.26) 

phöông trình naøy töông töï nhö phöông trình töông öùng cho caùc öùng suaát 
chính, vôùi vieäc thay theá öùng suaát cho bieán daïng [xem phöông trình 
(2.33)]. Do ñoù, taát caû nhöõng nhaän xeùt vaø ñaïo haøm ñöôïc thöïc hieän cho 
tensor öùng suaát hoaøn toaøn coù theå aùp duïng taïi ñaây. Phöông trình (3.26) coù 
theå ñöôïc vieát nhö 

 
x xy xz

yx y yz

zx zy z

0
ε − ε ε ε

ε ε − ε ε =

ε ε ε − ε

               (3.27) 

phöông trình treân coù ba nghieäm thöïc, ε1, ε2, vaø ε3, töông öùng vôùi ba bieán 
daïng chính. 

Phöông trình ñaëc tröng ñöôïc cho bôûi (3.27) coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng 

 3 2
1 2 3I I I 0′ ′ ′ε − ε + ε − =                (3.28) 

ôû ñaây caùc baát bieán bieán daïng I’1, I’2, vaø I’3 ñöôïc cho bôûi 

 1 11 22 33 x y z iiI′ = ε + ε + ε = ε + ε + ε = ε              (3.29) 

 

22 23 11 13 11 12
2

32 33 31 33 21 22

y yz x xyx xz

zx zzy y yx y

I
ε ε ε ε ε ε

′ = + +
ε ε ε ε ε ε

ε ε ε εε ε
= + +

ε εε ε ε ε

 

    = toång caùc phaàn phuï ñaïi soá hai haøng chính cuûa εij           (3.30) 

 
x xy xz11 12 13

3 21 22 23 yx y yz

31 32 33 zx zy z

I
ε ε εε ε ε

′ = ε ε ε = ε ε ε
ε ε ε ε ε ε

 

    = ñònh thöùc cuûa εij               (3.31) 
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hoaëc, theo caùc bieán daïng chính ε1, ε2, vaø ε3, 

 
1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

I
I
I

′ = ε + ε + ε
′ = ε ε + ε ε + ε ε
′ = ε ε ε

               (3.32) 

Baèng caùch thay caùc bieán daïng chính ε1, ε2, vaø ε3, nhö ñöôïc xaùc ñònh baèng 
caùch giaûi phöông trình baäc ba (3.28), vaøo phöông trình (3.25), ta tìm 
ñuôïc caùc phöông chính bieán daïng (1)n

r
, (2)n
r

, vaø (3)n
r

, nhö ñaõ ñöôïc laøm cho 
tensor öùng suaát. Theo caùc böôùc töông töï nhö khi tính öùng suaát, ta coù theå 
thaáy raèng caùc bieán daïng chính coù caùc giaù trò döøng. 

3.1.5. Caùc bieán daïng tröôït chính 

Caùc bieán daïng tröôït ñoái vôùi moät soá thôù ôû moät ñieåm coù nhöõng giaù trò 
döøng ñöôïc goïi laø caùc bieán daïng tröôït chính. Ñeå tìm caùc phöông cuûa caùc 
thôù nhö theá, moät thuû tuïc töông töï nhö ñoái vôùi öùng suaát ñöôïc hieän. Haõy 
khaûo saùt thôù ñöôøng ôû ñieåm P vôùi phöông n

r
 vaø vector bieán daïng 

n

δ
r  ñöôïc 

xem laø caùc truïc bieán daïng chính. Thaønh phaàn bieán daïng phaùp ñoái vôùi 
thôù naøy laø εn vaø ñoä lôùn cuûa thaønh phaàn bieán daïng tröôït toång ñöôïc kyù 
hieäu bôûi θn (bieán daïng tröôït tensor). Do ñoù, 

 
n n

2 2
n i i nθ = δ δ − ε  

Thay theá n

iδ  vaø εn töø caùc phöông trình (3.14) vaø (3.18), döôùi daïng caùc 
thaønh phaàn εij ñöôïc xem laø caùc truïc chính bieán daïng, ta nhaän ñöôïc 

 ( ) ( )22 2 2 2
n ji ki j k 1 1 2 2 3 3nn n n nθ = ε ε − ε + ε + ε  

hoaëc 

 ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
n 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3n n n n n nθ = ε + ε + ε − ε + ε + ε            (3.33) 

So saùnh phöông trình (3.33) vôùi (2.43), ta nhaän thaát chuùng coù daïng ñoàng 
nhaát, vôùi Sn ñöôïc thay theá bôûi θn vaø caùc öùng suaát chính bôûi caùc bieán 
daïng chính. Vì theáù, caùc bieán daïng tröôït chính vaø caùc phöông töông öùng 
coù theå nhaän ñöôïc moät caùch chính xaùc baèng caùch thöùc töông töï nhö ñoái 
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vôùi öùng suaát. Do ñoù, baèng cach ñònh roõ caùc bieán daïng tröôït chính tensor 
θ1, θ2, vaø θ3, ta coù theå vieát 

 

1
1 2 32

1
2 3 12

1
3 1 22

θ = ε − ε

θ = ε − ε

θ = ε − ε

                (3.34) 

vaø caùc bieán daïng tröôït chính kyõ thuaät γ1, γ2, vaø γ3 ñöôïc cho bôûi 

 
1 2 3

2 3 1

3 1 2

γ = ε − ε

γ = ε − ε

γ = ε − ε

                (3.35) 

Bieán daïng tröôït cöïc ñaïi laø giaù trò lôùn nhaát cuûa caùc bieán daïng tröôït 
chính. Do ñoù, ñoái vôùi quy öôùc ε1 > ε2 > ε3, bieán daïng tröôït cöïc ñaïi ñöôïc 
cho bôûi 

 max max 1 32γ = θ = ε − ε                (3.36) 

3.1.6. Caùc bieán daïng baùt dieän 

Thôù baùt dieän cuûa vaät lieäu laø thôù coù phöông nghieâng ñeàu so vôùi ba truïc 
bieán daïng chính 1, 2, vaø 3. Caùc bieán daïng phaùp vaø tröôït baùt dieän cuûa 
thôù baùt dieän laàn löôït ñöôïc kyù hieäu bôûi εoct vaø γoct. Ñoái vôùi moät thôù baùt 
dieän, vector ñôn vò n

r
 coù caùc thaønh phaàn (1 3,1 3 ,1 3) . Do ñoù, töø 

phöông trình (3.18), bieán daïng phaùp baùt dieän εoct ñöôïc cho bôûi 

 ( ) 1
oct 1 2 3

I1
3 3

′
ε = ε + ε + ε =               (3.37) 

coâng thöùc treân mieâu taû giaù trò trung bình cuûa ba bieán daïng chính. 

Bieán daïng tröôït baùt dieän, γoct, vôùi ñònh nghóa bieán daïng tröôït kyõ thuaät, 
coù theå thu ñöôïc töø phöông trình (3.33), vôùi γoct = 2θoct. Do ñoù, 

 ( ) ( ) ( )
1 22 2 2

oct 1 2 2 3 3 1
2
3
⎡ ⎤γ = ε − ε + ε − ε + ε − ε
⎣ ⎦

            (3.38) 
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Bieán daïng tröôït baùt dieän cuõng coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng caùc baát bieán 
bieán daïng nhö 

 ( )1 22
oct 1 2

2 2 I 3I
3

′ ′γ = −                (3.39) 

vaø theo caùc bieán daïng toång quaùt, noù trôû thaønh 

 ( ) ( ) ( ) ( )
122 2 2 2 2 2

oct x y y z z x xy yz zx
2 6
3
⎡ ⎤γ = ε − ε + ε − ε + ε − ε + ε + ε + ε⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.40) 

noù bieåu dieãn bieán daïng tröôït baùt dieän theo caùc thaønh phaàn bieán daïng 
trong heä truïc toïa ñoä baát kyø x, y, vaø z. 

3.1.7. Tensor leäch bieán daïng 

Nhö trong tröôøng hôïp cuûa tensor öùng suaát, tensor bieán daïng εij coù theå 
ñöôïc phaân tích thaønh hai phaàn, phaàn caàu lieân quan ñeán söï thay ñoåi theå 
tích, vaø phaàn leäch lieân quan ñeán söï thay ñoåi hình daùng (söï meùo moù). 
Nghóa laø, 

 1
ij ij kk ij3eε = + ε δ                 (3.42) 

ôû ñaây eij ñöôïc ñònh nghóa nhö laø tensor bieán daïng leäch vaø 1 kk3 ε  = (ε + εy + 

εz)/3 laø bieán daïng trung bình hay bieán daïng thuûy tónh. Do ñoù, tensor 
bieán daïng leäch eij trôû thaønh 

( )
( )

( )

x y z xy xzx xy xz

ij yx y yz yx y z x yz

zx zy z zx zy z x y

2 3e e e
e e e e 2 3

e e e 2 3

⎡ ⎤ε −ε −ε ε ε⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ε ε −ε −ε ε⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ε ε ε −ε −ε⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.43) 

hoaëc, caùc bieán daïng chính, 

 
( )

( )
( )

1 2 3

ij 2 3 1

3 1 2

2 3 0 0
e 0 2 3 0

0 0 2 3

⎡ ⎤ε − ε − ε
⎢ ⎥= ε − ε − ε⎢ ⎥
⎢ ⎥ε − ε − ε⎣ ⎦

           (3.44) 
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Chuù yù raèng ñieàu kieän ñoái vôùi traïng thaùi bieán daïng tröôït thuaàn töông töï 
vôùi ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuùy; nghóa laø, ñieàu kieän caàn 
vaø ñuû cho traïng thaùi bieán daïng tröôït thuaàn tuùy laø εkk = 0. Ñieàu naøy daãn 
ñeán eij laø traïng thaùi tröôït thuaàn vaø eij vaø εij coù cuøng caùc truïc chính. 

Neáu ta khaûo saùt moät hình laäp phöông ñôn vò vôùi caùc caïnh höôùng doïc 
theo caùc truïc chính bieán daïng, 1, 2, vaø 3, thì sau khi bieán daïng, do 
khoâng coù bieán daïng ñoái vôùi caùc truïc chính, ba truïc naøy vaãn vuoâng goùc 
laãn nhau sau bieán daïng; hình laäp phöông trôû thaønh hình hoäp chöõ nhaät 
vôùi caùc caïnh (1 + ε1), (1 + ε2), vaø (1 + ε3). Söï thay ñoåi theå tích töông ñoái 
(hay söï thay ñoäi theå tích treân ñôn vò theå tích), εv, ñöôïc cho bôûi 

 ( ) ( ) ( )v 1 2 3
V 1 1 1 1
V
Δ

ε = = + ε + ε + ε −              (3.45) 

Ñoái vôùi bieán daïng nhoû, 

 v 1 2 3 1 x y z
V I
V
Δ ′ε = = ε + ε + ε = = ε + ε + ε              (3.46) 

Do ñoù, phaàn caàu cuûa tensor bieán daïng töông öùng vôùi söï thay ñoåi theå tích 
εv = εkk. Söï thay ñoåi theå tích, εv, ñöôïc cho trong phöông trình (3.46) ñöôïc 
goïi laø söï giaõn nôû hay ñôn giaûn laø söï thay ñoåi theå tích. 

Caùc baát bieán cuûa tensor leäch bieán daïng eij gioáng vôùi caùc keát quaû nhaän 
ñöôïc cho tensor leäch öùng suaát sij. Caùc baát bieán bieán daïng leäch naøy xuaát 
hieän trong phöông trình baäc ba cuûa phöông trình ñònh thöùc |eij − eδij| = 0. 

 3 2
1 2 3e J e J e J 0′ ′ ′− + − =                (3.47) 

ôû ñaây 

 1 ii x y z 1 2 3J e e e e e e e 0′ = = + + = + + =             (3.48) 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1
2 ij ij 1 2 2 3 3 12

2 2 2 2 2 21
x y y z z x xy yz zx6

2 2 21
1 2 2 3 3 16

2 2 2 2 2 21
x y z xy yz zx2

J e e e e e e e e

e e e 2e 2e 2e

′ = = − + +

⎡ ⎤= ε − ε + ε − ε + ε − ε + ε + ε + ε⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= ε − ε + ε − ε + ε − ε
⎣ ⎦

= + + + + +

     (3.49) 

 ( )
x xy xz

3 3 31 1
3 ij jk ki yx y yz 1 2 3 1 2 33 3

zx zy z

e e e
J e e e e e e e e e e e e

e e e

′ = = = + + =      (3.50) 

trong ñoù e1, e2, vaø e3 laø caùc giaù trò chính cuûa tensor bieán daïng leäch. Ta 
cuõng coù theå thaáy raèng caùc baát bieán J’1, J’2, vaø J’3 ñöôïc lieän heä vôùi caùc baát 
bieán bieán daïng, I’1, I’2, vaø I’3, thoâng qua caùc quan heä sau: 

 1J 0′ =  

 ( )2 21
2 1 23J I 3I′ ′ ′= −                 (3.51) 

 ( )31
3 1 1 2 327J 2I 9I I 27I′ ′ ′ ′ ′= − +  

Cuoái cuøng, ta coù theå thaáy raèng bieán daïng tröôït baùt dieän γoct ñöôïc lieân heä 
vôùi baát bieán thöù hai cuûa tensor bieán daïng leäch, J’2, nhö ñoái vôùi tröôøng 
hôïp öùng suaát: 

 2
oct 232 J′γ =                 (3.52) 

3.1.8. Caùc moái quan heä bieán daïng−chuyeån vò 

Kyù hieäu caùc toïa ñoä cuûa ñieåm vaät lieäu P trong vaät theå ôû vò trí ban ñaàu 
(chöa bieán daïng) laø xi (x1, x2, x3) ñoái vôùi heä truïc coá ñònh x1, x2, vaø x3, nhö 
ñöôïc bieåu dieãn trong hình 3.5. Caùc toïa ñoä cuûa ñieåm naøy sau khi bieán 
daïng ñöôïc kyù hieäu ξi (ξ1, ξ2, ξ3) ñoái vôùi caùc truïc toïa ñoä x1, x2, vaø x3. Hình 
3.5 bieåu thò hai ñieåm laân caän P vaø Q vôùi caùc toïa ñoä töông öùng tröôùc bieán 
daïng laø xi vaø xi + dxi, vaø chieàu daøi cuûa phaân toá PQ ñöôïc kyù hieäu bôûi ds0. 
Sau bieán daïng, hai ñieåm bò dòch chuyeån ñeán caùc ñieåm P’ vaø Q’ vôùi caùc 
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toïa ñoä töông öùng laø ξi vaø ξi + dξi, vaø chieàu daøi cuûa phaân toá P’Q’ trôû 
thaønh ds. Vector chuyeån vò cuûa P ñöôïc kyù hieäu bôûi ui, nhö ñöôïc bieåu dieãn 
treân hình. Do ñoù, ta coù 

 

 2
0 i ids dxdx=                 (3.53) 

 2
i ids d d= ξ ξ                 (3.54) 

vaø 

 i i ix uξ = +                 (3.55) 

Theá thì 

 i i i,j jd dx u dxξ = +                (3.56) 

hoaëc 

 ( )i ij i,j jd u dxξ = δ +                (3.57) 

ôû ñaây ui,j = ∂ui/∂xj. 

Hình 3.5. Bieán daïng cuûa ñieåm vaät lieäu.

Traïng thaùi chöa bieán daïng Traïng thaùi bieán daïng 
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Roõ raøng ñaúng thöùc cuûa ds2 vaø 2
0ds  laø ñieàu kieän caàn vaø ñuû cho chuyeån 

ñoäng cuûa vaät theå cöùng; vì theá, hieäu 2 2
0ds ds−  coù theå ñöôïc thöïc hieän nhö 

laø thöôùc ño cuûa caùc bieán daïng. Töø caùc phöông trình (3.53), (3.54) vaø 
(3.57), ta thu ñöôïc 

 
( ) ( )

2 2
0 i i i i r r r r

ri r,i i rj r,j j r r

ds ds d d dxdx d d dx dx

u dx u dx dx dx

− = ξ ξ − = ξ ξ −

= δ + δ + −
 

hoaëc 

 ( )2 2
0 i,j j,i r,i r,j i jds ds u u u u dxdx− = + +  

bieåu thöùc treân coù theå ñöôïc vieát laïi nhö 

 2 2
0 ij i jds ds 2 dxdx− = ε                (3.58) 

ôû ñaây tensor εij ñöôïc ñònh nghóa nhö 

 ( )1
ij i,j j,i r,i r,j2 u u u uε = + +                (3.59) 

Neáu caùc chuyeån vò ui vaø caùc ñaïo haøm cuûa chuùng nhoû, thì caùc soá haïng baäc 
hai trong phöông trình (3.59) coù theå ñöôïc boû qua. Tensor bieán daïng cho 
tröôøng hôïp bieán daïng beù thu ñöôïc nhö 

 ( )1
ij i,j j,i2 u uε = +                 (3.60) 

hoaëc trong kyù hieäu kyõ thuaät 

 ij

u 1 u v 1 u w
x 2 y x 2 z x

1 u v v 1 v w
2 y x y 2 z y

1 u w 1 v w w
2 z x 2 z y z

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ε = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

           (3.61) 
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Chuù yù raèng phöông trình (3.56) coù theå ñöôïc duøng ñeå thu moät bieåu thöùc 
cho tensor chuyeån vò töông ñoái, ε’ij, döôùi daïng caùc ñaïo haøm chuyeån vò. Bôûi 
vì töø ñònh nghóa veà vector chuyeån vò töông ñoái n

i′δ , ta coù 

 
n

i i
i

0

d dx
ds
ξ −′δ =  

Theá thì, töø phöông trình (3.56) ta thu ñöôïc keát quaû 

 
n i,j j
i i,j j

0

u dx
u n

ds
′δ = =  

So saùnh phöông trình naøy vôùi phöông trình (3.3), ta keát luaän raèng 

 ji i,ju′ε =                  (3.62) 

Baèng caùch duøng phöông trình (3.9) hay (3.11), ta nhaän ñöôïc caùc bieåu 
thöùc töông töï cho tensor bieán daïng εij nhö ñöôïc cho bôûi phöông trình 
(3.60) hoaëc (3.61). 

Töông töï, thay phöông trình (3.62) vaøo phöông trình (3.10) hoaëc (3.12) 
seõ taïo ra bieåu thöùc cho tensor quay 

 ( )1
ij j,i i,j2 u uω = −                 (3.63) 

hoaëc trong kyù hieäu kyõ thuaät 

 ij

1 u v 1 u w0
2 y x 2 z x

1 u v 1 v w0
2 y x 2 z y

1 u w 1 v w 0
2 z x 2 z y

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ω = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

           (3.64) 

3.1.9. YÙ nghóa vaät lyù ñoái vôùi caùc bieán daïng nhoû 
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Ñoái vôùi bieán daïng nhoû, coù moät yù nghóa vaät lyù ñôn giaûn ñoái vôùi caùc thaønh 
phaàn bieán daïng εij. Thí duï, thaønh phaàn bieán daïng phaùp ε11 coù theå ñöôïc 
hieåu nhö sau. Haõy khaûo saùt phaân toá ñöôøng dxi noù naèm doïc theo truïc x1 
tröôùc khi bieán daïng nhu ñöôïc bieåu thò trong hình 3.6a. Sau khi bieán 
daïng, phaân toá ñöôïc kyù hieäu bôûi dξi. Do ñoù,, ta coù 

 dxi = (ds0, 0, 0) 

Thay dxi vaøo trong phöông trình (3.58), ta nhaän ñöôïc 

 2 2 2
0 ij i j 11 1 1 11 0ds ds 2 dxdx 2 dx dx 2 ds− = ε = ε = ε  

hay 

 ( ) ( ) 2
0 0 11 0ds ds ds ds 2 ds+ − = ε  

noù coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng 

 0 0
11

0 0

ds ds 2ds
ds ds ds

⎛ ⎞−
= ε⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

Nhöng ñoái vôùi bieán daïng nhoû, ds gaàn baèng vôùi ds0; do ñoù, 

 0
11

0

ds ds
ds
−

ε =                 (3.65) 

Vì theá, ε11 moâ taû söï giaõn daøi hoaëc söï thay ñoåi chieàu daøi treân ñôn vò daøi 
cuûa phaân toá ñöôøng song song vôùi truïc x1 tröôùc bieán daïng. Caùc thaønh 
phaàn bieán daïng ε22 vaø ε33 coù yù nghóa töông töï. 

Thaønh phaàn bieán daïng tröôït ε12 cuõng coù theå ñöôïc giaûi thích baèng caùch 
khaûo saùt hai phaân toá ñöôøng (1)

idx  vaø (2)
idx . Luùc chöa bieán daïng chuùng laàn 

löôït song song vôùi truïc x1 vaø x2, nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 3.6b. Kyù 
hieäu löôïng giaûm toång goùc vuoâng giöõa hai phaân toá ñöôøng sau bieán daïng 
bôûi φ12. Do ñoù, ta coù 
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(1) (2)
i i

12 (1) (2)
i i

d dcos
2 d d

ξ ξπ⎛ ⎞− φ =⎜ ⎟
ξ ξ⎝ ⎠

 

Söû duïng phöông trình (3.56), ta nhaän ñöôïc 

 

( ) ( )

( )

(1) (1) (2) (2)
i i,k k i i,t t

12 (1) (2)
i i

(1) (2) (1) (2)
i i i,k k,i r,i r,k i k

(1) (2)
i i

dx u dx dx u dx
cos

2 d d

dx dx u u u u dx dx

d d

+ +π⎛ ⎞− φ =⎜ ⎟
ξ ξ⎝ ⎠

+ + +
=

ξ ξ

 

Hình 3.6. YÙ nghóa vaät lyù cuûa caùc thaønh phaàn bieán daïng. 

(a) Thaønh phaàn bieán daïng ε11

dxi

x1

dξi

x2 

(b) Thaønh phaàn bieán daïng ε12

(1)
idx

x1

(1)
idξ

x2

(2)
idx

(2)
idξ

122
π⎛ ⎞− φ⎜ ⎟

⎝ ⎠



Lyù thuyeát deûo kyõ thuaät 

 22 

Nhöng (1) (2)
i idx dx 0=  (vì hai vector vuoâng goùc); theá roài 

 
( ) ( )

(1) (2)
ik i k 12

12 (1) (2)
11 22i i

2 dx dx 2cos
2 1 1d d

ε επ⎛ ⎞− φ = =⎜ ⎟ + ε + εξ ξ⎝ ⎠
 

Ñoái vôùi bieán daïng nhoû, ñaúng thöùc treân ñöôïc ruùt goïn ñeán 

 12 12cos 2
2
π⎛ ⎞− φ = ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (3.66) 

Nhöng cos(π − φ12) ≅ φ12; do ñoù, ε12 bieåu dieãn moät nöûa löôïng giaûm goùc 
vuoâng giöõa hai phaân toá ñöôøng song song vôùi hai truïc toïa ñoä x1 vaø x2 
tröôùc bieán daïng. Caùc phaân tích töông töï coù theå ñöôïc thöïc hieän ñoái vôùi 
caùc thaønh phaàn ε13 vaø ε23. Vì vaäy, caùc soá haïng ngoaøi ñöôøng cheùo goùc 
trong coâng thöùc (3.61) bieåu dieãn bieán daïng tröôït. Söï hình dung yù nghóa 
vaät lyù cuûa caùc ñaïo haøm rieâng phaàn trong coâng thöùc (3.61) daãn ñeán söï 
giaûi thích töông töï veà nhöõng löôïng giaõn daøi tyû ñoái vaø nhöõng thay ñoåi goùc  
ñaõ nhaän ñöôïc tröôùc ñaây moät caùch toång quaùt hôn. 

3.1.10. Nhöõng phöông trình töông thích bieán daïng 

Trong vieäc phaân tích öùng suaát, lyù thuyeát ñaõ chæ ra raèng ta phaûi thieát laäp 
caùc phöông trình caân baèng ñeå ñaûm baûo vaät theå luoân trong traïng thaùi caân 
baèng. Tuy nhieân, trong vieäc phaân tích bieán daïng, phaûi coù vaøi ñieàu kieän 
ñöôïc aùp ñaët leân caùc thaønh phaàn bieán daïng ñeå vaät theå bò bieán daïng duy 
trì söï lieân tuïc. Ñieàu naøy coù theå ñöôïc minh hoïa baèng caùch khaûo saùt, thí 
duï, phöông trình (3.60); cuï theå laø, 

 ui,j + uj,I = 2εij                (3.67) 

Ñoái vôùi caùc chuyeån vò ñaõ cho, ui, caùc thaønh phaàn bieán daïng, εij, coù theå 
ñöôïc xaùc ñònh töø phöông trình (3.67). Maët khaùc, ñoái vôùi caùc thaønh phaàn 
chuyeån vò ñaõ quy ñònh εij, phöông trình (3.67) bieåu dieãn heä caùc phöông 
trình ñaïo haøm rieâng (vi phaân) ñoái vôùi söï xaùc ñònh caùc thaønh phaàn 
chuyeån vò ui. Do coù ñeán saùu phöông trình cho ba aån haøm ui, noùi chung, ta 
khoâng theå hy voïng raèng heä caùc phöông trình (3.67) seõ coù lôøi giaûi neáu caùc 
thaønh phaàn bieán daïng εij ñöôïc choïn tuøy yù. Do ñoù, ñeå coù haøm chuyeån vò ui 
lieân tuïc ñôn trò, moät soá haïn cheá phaûi ñöôïc aùp ñaët leân caùc thaønh phaàn 
bieán daïng εij. Nhöõng haïn cheá nhö theá ñöôïc goïi laø nhöõng ñieàu kieän töông 
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thích. Ta coù theå thaáy raèng caùc phöông trình töông thích cho mieàn ñöôïc 
lieân thoâng ñôn giaûn coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng 

 εij,kl + εkl,ij − εik,jl − εjl,ik = 0              (3.68) 

hoaëc, khai trieån caùc bieåu thöùc naøy, ta thu ñöôïc 

 

2 22
y xyx

2 2

2 22
y yzz
2 2

2 22
x zxz

2 2

2
yz xyzx x

2
xy yz yzx

2
xy yz zx z

2
x yy x

2
y zz y

2
z xx z

x x y z y z

y y z x z x

z z x y x y

∂ ε ∂ ε∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂

∂ ε ∂ ε∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂

∂ ε ∂ ε∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂
∂ε ∂ε⎛ ⎞∂ε ∂ ε∂

− + + =⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ε ∂ε ∂ ε⎛ ⎞∂ε∂
− + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ε ∂ε⎛ ⎞∂ε ∂ ε∂

− + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

             (3.69) 

Saùu phöông trình töông thích naøy laø caùc ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñöôïc quy 
ñònh ñeå ñaûm baûo raèng caùc thaønh phaàn bieán daïng ñem laïi caùc chuyeån vò 
lieân tuïc ñôn trò cho mieàn lieân thoâng ñôn giaûn. 

3.2. Quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài ñaúng höôùng tuyeán 
tính. Ñònh luaät Hooke 

3.2.1. Giôùi thieäu 

Hình 3.7a bieåu dieãn moät vaät theå ñaøn hoài theå tích V vaø dieän tích beà maët 
A. Phaàn dieän tích beà maët nôi coù caùc löïc keùo beà maët Ti taùc ñoäng ñöôïc kyù 
hieäu bôûi AT vaø phaàn dieän tích beà maët nôi coù caùc chuyeån vò beà maët cöôõng 
böùc iu  ñöôïc kyù hieäu bôûi Au. Khi caùc löïc theå tích Fi, caùc löïc beà maët Ti vaø 
chuyeån vò beà maët ui taùc ñoäng leân vaät theå, caùc öùng suaát ñöôïc gaây ra σij 
phaûi thoûa caùc phöông trình caân baèng 

 σij,j + Fi = 0  trong V            (3.70a) 
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 σijnj = Ti   ôû AT            (3.70b) 

vaø caùc bieán daïng hình thaønh, εij, vaø caùc chuyeån vò, ui, phaûi thoûa caùc ñieàu 
kieän hình hoïc 

 ( )1
ij i,j j,i2 u uε = +   trong V            (3.71a) 

 ui = iu    ôû Au            (3.71b) 

 

Ñoái vôùi phaân toá vaät lieäu trong theå tích V, ba phöông trình caân baèng 
(3.70a), vaø saùu phöông trình töông thích giöõa caùc bieán daïng vaø caùc 
chuyeån vò (3.71a), trình baøy moät toång chín phöông trình chöùa möôøi laêm 
aån soá (saùu thaønh phaàn öùng suaát, saùu thaønh phaàn bieán daïng, vaø ba thaønh 
phaàn chuyeån vò). Söï boå sung caùc phöông trình ñöôïc thöïc hieän bôûi boä saùu 
phöông trình quan heä phuï thuoäc vaät lieäu, chuùng thieát laäp quan heä giöõa 
öùng suaát vaø bieán daïng. Saùu phöông trình hay quan heä boå sung naøy ñöôïc 
xem laø caùc phöông trình hay quan heä cô sôû cuûa vaät lieäu. Moãi khi quan heä 
cô sôû ñoái vôùi vaät lieäu ñöôïc thieát laäp, söï hình thaønh coâng thöùc toång quaùt 
cho vieäc giaûi baøi toaùn cô hoïc vaät raén coù theå ñöôïc hoaøn thaønh. Caùc moái 
quan heä laãn nhau cuûa caùc bieán (σij, εij vaø ui) coù theå ñöôïc minh hoïa toát 
nhaát döôùi daïng sô ñoà nhö trong hình 3.7b cho tröôøng hôïp baøi toaùn tónh. 

Vaät lieäu ñaøn hoài laø vaät lieäu hoài phuïc hoaøn toaøn hình daùng vaø kích thöôùc 
ban ñaàu cuûa noù khi caát taûi taùc ñoäng. Ñoái vôùi nhieàu loaïi vaät lieäu ôû möùc ñoä 

Hình 3.7. Söï thieát laäp baøi toaùn cô hoïc vaät raén.
(a) Caùc bieán; (b) Moái quan heä cuûa caùc bieán.

Söï töông thích 
(Hình hoïc) Söï caân baèng

ÖÙng suaát
σij 

Bieán daïng 
σij 

Caùc ñònh luaät
cô baûn

Chuyeån vò 
ui 

Ngoaïi löïc
Fi, Ti 
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taûi laøm vieäc, phaïm vi ñaøn hoài cuõng bao goàm mieàn maø öùng suaát vaø bieán 
daïng coù quan heä tuyeán tính trong suoát mieàn ñoù, nhö chuùng ta ñaõ ñöôïc 
thaáy tröôùc ñaây trong chöông 1. Phaàn tuyeân tính cuûa moái quan heä öùng 
suaát−bieán daïng naøy keát thuùc ôû giôùi haïn tyû leä (ñaøn hoài), vaø daïng toång 
quaùt cuûa noù ñöôïc cho bôûi 

 σij = Cijklεkl                (3.72) 

ôû ñaây Cijkl laø tensor haèng soá ñaøn hoài vaät lieäu. Cuõng coù theå ñöôïc nhaän xeùt 
ôû ñaây raèng phöông trình (3.72) laø söï toång quaùt hoùa ñôn giaûn nhaát söï phuï 
thuoäc tuyeán tính cuûa öùng suaát vaøo bieán daïng ñaõ ñöôïc khaûo saùt trong thí 
nghieäm quen thuoäc cuûa Hooke, vaø vì vaäy phöông trình (3.72) thöôøng ñöôïc 
xem nhö laø ñònh luaät Hooke ñöôïc toång quaùt hoùa. 

Do caû hai σij vaø εkl laø caùc tensor baäc hai, neân Cijkl laø tensor baäc boán. 
Toång quaùt, coù (3)4 = 81 haèng soá cho tensor Cijkl nhö theá. Tuy nhieân, do caû 
hai σij vaø εkl ñeàu ñoái xöùng, ta coù nhöõng ñieàu kieän ñoái xöùng nhu sau: 

 Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cjilk                (3.73) 

Do ñoù, soá lôùn nhaát caùc haèng soá ñoäc laäp ñöôïc giaûm xuoáng 36. 

Ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài Green, seõ ñöôïc chöùng toû sau naøy raèng boán chæ soá 
cuûa caùc haèng soá ñaøn hoài coù theå ñöôïc khaûo saùt nhö caùc caëp C(ij)(kl). Keát 
quaû laø soá caùc haèng soá ñoäc laäp caàn thieát ñöôïc giaûm töø 36 xuoáng coøn 21. 
Nghóa laø neáu bieát 21 haèng soá naøy, thì ta seõ bieát taát caû 81 haèng soá. Neáu, 
theâm vaøo, ta coù moät maët phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài, soá caùc haèng soá ñaøn 
hoài ñoäc laäp seõ ñöôïc giaûm nhieàu hôn töø 21 xuoáng coøn 13. Neáu coù maët 
phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài thöù hai vuoâng goùc vôùi maët phaúng ñoái xöùng thöù 
nhaát, soá caùc haèng soá ñaøn hoài ñoäc laäp coøn ñöôïc giaûm nhieàu hôn nöõa. Maët 
phaúng ñoái xöùng thöù hai cuõng haøm yù ñoái xöùng quanh maët phaúng vuoâng 
goùc thöù ba (ñoái xöùng tröïc höôùng) vaø soá caùc haèng soá ñaøn hoài ñöôïc giaûm 
coøn 9. Ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng ngang, soá caùc haèng soá ñaøn hoài ñöôïc 
giaûm coøn 5. Hôn nöõa, neáu ta ñònh roõ ñoái xöùng baäc ba, nghóa laø, caùc ñaëc 
tính doïc theo caùc höôùng x, y, vaø z gioáng nhau, khi aáy ta khoâng theå phaân 
bieät giöõa caùc höôùng x, y, vaø z. Ñieàu naøy daãn ñeán chæ caàn coù ba haèng soá 
ñoäc laäp ñeå moâ taû öùng xöû ñaøn hoài cuûa vaät lieäu nhö theá.  Cuoái cuøng, neáu ta 
coù vaät raén maø caùc ñaëc tính ñaøn hoài cuõa noù khoâng laø haøm cuûa caùc höôùng, 
luùc ñoù ta chæ caàn hai haèng soá ñoäc laäp ñeå moâ taû öùng xöû cuûa noù. 
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3.2.2. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng 
höôùng 

Ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng, caùc haèng soá ñaøn hoài trong phöông trình 
(3.72) phaûi gioáng nhua cho taát caû caùc höôùng. Do ñoù, tensor Cijkl phaûi laø 
tensor baäc boán ñaúng höôùng. Ñieàu naøy cho thaáy raèng daïng toång quaùt nhaát 
cho tensor ñaúng höôùng Cijkl ñöôïc cho bôûi (xem muïc 1.5.6) 

 Cijkl = λδijδkl + μ(δikδjl + δilδjk) + α(δikδjl − δilδjk)            (3.74) 

ôû ñaây λ, μ, vaø α laø caùc haèng soá voâ höôùng. Baây giôø, do Cijkl phaûi thoûa caùc 
ñieàu kieän ñoái xöùng trong caùc phöông trình (3.73), ta coù α = 0 trong 
phöông trình (3.74). Do ñoù, phöông trình (3.74) phaûi coù daïng 

 Cijkl = λδijδkl + μ(δikδjl + δilδjk)               (3.75) 

Töø caùc phöông trình (3.72) vaø (3.75), ta nhaän ñöôïc 

 σij = λδijδklεkl + μ(δikδjl + δilδjk)εkl  

hay 

 σij = λεkkδij + 2μεij               (3.76) 

Do ñoù, ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng, chæ coù hai haèng 
soá vaät lieäu ñoäc laäp, λ vaø μ, chuùng ñöôïc goïi laø caùc haèng soá Lameù. 

Traùi laïi, bieán daïng εij coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo caùc öùng suaát trong quan 
heä cô sôû cuûa phöông trình (3.76). Ñoái vôùi phöông trình (3.76), ta coù 

 σkk = (3λ + 2μ)εkk 

hay 

 kk
kk 3 2

σ
ε =

λ + μ
                (3.77) 

Thay giaù trò εkk naøy vaøo phöông trình (3.76) vaø giaûi ñeå tìm εij, ta nhaän 
ñöôïc 
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( )

ij
ij kk ij

1
2 3 2 2

−λδ
ε = σ + σ

μ λ + μ μ
              (3.78) 

Caùc phöông trình (3.76) vaø (3.78) laø nhöõng daïng toång quaùt cuûa quan heä 
cô sôû ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng. Moät heä quaû quan 
troïng cuûa nhöõng phöông trình naøy laø ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng, caùc 
phöông chính cuûa caùc tensor öùng suaát vaø bieán daïng truøng nhau. 

3.2.3. Ñònh luaät Hooke ñaúng höôùng toång quaùt hoùa ñöôïc döïa treân 
soá lieäu thí nghieäm 

Haõy khaûo saùt thí nghieäm keùo ñôn truïc nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 
3.8a. Thaønh phaàn öùng suaát duy nhaát khaùc khoâng, σx = σ, sinh ra bieán 
daïng doïc truïc εx ñöôïc xaùc ñònh theo 

 x
x E

σ
ε =                  (3.79) 

vaø bieán daïng ngang ñöôïc xaùc ñònh theo 

 x
y z x E

νσ
ε = ε = −νε = −                (3.80) 

ôû ñaây E laø modulus cuûa Young vaø ν laø heä soá Poisson. Neân chuù yù raèng 
öùng suaát phaùp σx khoâng gaây ra bieán daïng tröôït. Maët khaùc, trong thí 
nghieäm tröôït thuaàn tuùy (hình 3.8b), öùng suaát tieáp τxy khoâng gaây ra bieán 
daïng phaùp maø chæ gaây ra bieán daïng tröôït γxy nhö 

 xy
xy G

τ
γ =                 (3.81) 

ôû ñaây G laø modulus tröôït cuûa söï ñaøn hoài. 

Baây giôø khaûo saùt phaân toá hình hình hoäp ñaúng höôùng ba chieàu chòu traïng 
thaùi öùng suaát khoái (hình 3.8c). Theo giaû thieát bieán daïng nhoû, nguyeân lyù 
coäng taùc duïng ñöôïc aùp duïng döôùi öùng suaát ña truïc. Theá thì söï taùc ñoäng 
ñoàng thôøi cuûa σx, σy, σz, τxy, τyz, vaø τzx daãn ñeán nhöõng bieán daïng nhö sau: 
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( )

( )

( )

x x y z

y y z x

z z x y

1
E
1
E
1
E

⎡ ⎤ε = σ − ν σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − ν σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − ν σ + σ⎣ ⎦

            (3.82a) 

 

xy
xy

yz
yz

zx
zx

G

G

G

τ
γ =

τ
γ =

τ
γ =

              (3.82b) 

Hình 3.8. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng
cho vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng. 

(a) Thí nghieäm keùo ñôn truïc; (b) thí nghieäm tröôït ñôn giaûn; (c) 
traïng thaùi öùng suaát khoái toång quaùt; (d) thí nghieäm neùn thuûy tónh. 
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Phöông trình (3.82) ñöôïc xem laø ñònh luaät Hooke toång quaùt hoùa cho caùc 
vaät lieäu ñaúng höôùng. Caùc haèng soá ñaøn hoài E, ν, vaø G coù theå ñöôïc chöùng 
minh laø ñöôïc lieân heä bôûi 

 
( )
EG

2 1
=

+ ν
                (3.83) 

Ñeå chöùng toû ñieàu naøy, haõy xem laïi phaân toá chòu tröôït thuaàn tuùy (hình 
3.8b). Traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo nhöõng öùng 
suaát chính τxy vaø −τxy taùc ñoäng treân nhöõng maët nghieâng moät goùc 450 so 
vôùi nhöõng maët phaúng tröôït. Maët khaùc, bieán daïng phaùp töông öùng theo 
höôùng chính cuõng coù theå thu ñöôïc theo bieán daïng tröôït γxy. Tieáp theo, aùp 
duïng ñònh luaät Hooke, ta seõ nhaän ñöôïc phöông trình (3.83). 

Baèng caùch duøng kyù hieäu chæ soá, ta coù theå vieát phöông trình (3.82) trong 
daïng suùc tích 

 ij ij kk ij
1
E E
+ ν ν

ε = σ − σ δ                (3.84) 

Tieáp tuïc vôùi caùch thöùc töông töï nhö ôû muïc 3.2.2, ta coù theå giaûi phöông 
trình (3.84) ñoái vôùi öùng suaát σij vaø nhaän ñöôïc 

 
( ) ( ) ( )ij ij kk ij
E E
1 1 1 2

ν
σ = ε + ε δ

+ ν + ν − ν
             (3.85) 

So saùnh nhöõng quan heä cô sôû (3.76) vaø (3.85), caùc haèng soá cuûa Lameù μ 
vaø λ coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo E vaø ν nhö 

 
( )
EG

2 1
μ = =

+ ν
             (3.86a) 

vaø 

 
( ) ( )

E
1 1 2

ν
λ =

+ ν − ν
             (3.86b) 

hoaëc, ngöôïc laïi, modulus cuûa Young vaø heä soá Poisson ν coù theå ñöôïc bieåu 
dieãn theo μ vaø λ nhö 
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( )3 2

E
μ λ + μ

=
λ + μ

              (3.87a) 

 
( )2
λ

ν =
λ + μ

              (3.87b) 

Baèng caùch duøng caùc phöông trình (3.86a) vaø (3.86b) trong phöông trình 
(3.75), tensor caùc modulus ñaøn hoài, Cijkl, coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo E vaø 
ν: 

 
( ) ( )ijk ij k ik j i jk
E 2C

2 1 1 2
⎡ ⎤ν

= δ δ + δ δ + δ δ⎢ ⎥
+ ν − ν⎢ ⎥⎣ ⎦

l l l l             (3.88) 

Chuù yù raèng phöông trình (3.84) coù theå ñöôïc vieát trong daïng coâ ñoïng : 

 εij = Dijklσkl              (3.89a) 

vaø 

 
( )

ijk ij k ik j i jk
1 2D
2E 1
+ ν ν⎡ ⎤= − δ δ + δ δ + δ δ⎢ ⎥+ ν⎣ ⎦

l l l l           (3.89b) 

ôû ñaây Dijkl laø nghòch ñaûo cuûa Cijkl vaø ñöôïc goïi laø compliance tensor. 

Moät modulus ñaøn hoài khaùc ñöôïc baøn luaän ôû ñaây laø modulus khoái K, noù 
ñöôïc giôùi thieäu bôûi thí nghieäm neùn thuûy tónh nhö ñöôïc bieåu dieãn trong 
hình 3.8d. Trong tröôøng hôïp naøy, σ11 = σ22 = σ33 = −p = σkk/3. Modulus 
khoái K ñöôïc ñònh nghóa cho tröôøng hôïp naøy nhö laø tyû soá giöõa aùp suaát 
thuûy tónh p vaø söï thay ñoåi theå tích töông öùng εkk, nghóa laø, 

 
kk

pK =
ε

                 (3.90) 

Töø phöông trình (3.77), ta nhaän ñöôïc 

 2
3K = λ + μ                 (3.91) 
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Thay theá nhöõng phöông trình (3.86) vaø (3.87) vaøo phöông trình (3.91) 
daãn ñeán 

 
( )
EK

3 1 2
=

− ν
                (3.92) 

3.2.4. Söï phaân tích quan heä öùng suaát−bieán daïng 

Sö phaân taùch ngaén goïn vaø hôïp lyù toàn taïi giöõa caùc thaønh phaàn ñaùp öùng 
trung bình (thuûy tónh hoaëc theå tích) vaø tröôït (leäch) trong vaät lieäu tuyeán 
tính ñaúng höôùng. Ñaùp öùng thuûy tónh coù theå thu ñöôïc moät caùch tröïc tieáp 
töø phöông trình (3.90) nhö 

 σoct = p = Kεkk                (3.93) 

Ñeå nhaän ñöôïc nhöõng quan heä ñaùp öùng leäch, ta duøng quan heä sij = σij − 
pδij vaø thay theá ñoái vôùi σij vaø p töø caùc phöông trình töông öùng (3.85) vaø 
(3.93), vaø chuù yù phöông trình (3.92). Ñieàu naøy daãn ñeán 

 
( ) ( ) ( ) ( )ij ij kk ij kk ij
E E Es
1 1 1 2 3 1 2

ν
= ε + ε δ − ε δ

+ ν + ν − ν − ν
 

Thay theá ñoái vôùi εij = eij + (1/3)εkkδij vaø ruùt goïn, ta coù quan heä 

 ij ij ij
Es e 2Ge
1

= =
+ ν

               (3.94) 

Caùc phöông trình (3.93) vaø (3.94) ñöa ñeán söï taùch rôøi caàn thieát cuûa caùc 
quan heä thuûy tónh vaø leäch. Keát hôïp hai phöông trình naøy, ta coù theå vieát 
caùc bieán daïng ñaøn hoài toång εij theo caùc öùng suaát thuûy tónh vaø leäch nhö 

 ij kk ij ij ij ij
1 1 1e p s
3 3K 2G

ε = ε δ + = δ +              (3.95) 

hoaëc 

 ij 1 ij ij
1 1I s
9K 2G

ε = δ +                (3.96) 
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Töông töï, σij coù theå ñöôïc bieåu dieãn theo caùc bieán daïng theå tích vaø leäch 
döôùi daïng sau ñaây: 

 σij = Kεkkδij + 2Geij               (3.97) 

3.2.5. Caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng 
höôùng döôùi daïng ma traän 

Caùc moái quan heä öùng suaát−bieán daïng ñaõ baøn luaän ôû treân coù theå ñöôïc 
bieåu dieãn moät caùch thuaän tieän döôùi daïng ma traän. Nhöõng daïng naøy 
thích hôïp cho vieäc söû duïng luùc giaûi baøi toaùn cô hoïc vaät raén baèng phöông 
phaùp soá (thí duï, phöông phaùp phaàn töû höõu haïn). Trong caùc muïc döôùi ñaây, 
caùc daïng ma traän ñöôïc trình baøy cho nhieàu tröôøng hôïp khaùc nhau. 

3.2.5.1. Tröôøng hôïp ba chieàu 

Caùc thaønh phaàn öùng suaát vaø bieán daïng ñöôïc ñònh nghóa bôûi hai vector 
töông öùng {σ} vaø {ε}, chuùng ñöôïc bieåu thò bôûi 

 { } { }

x x

y y

z z

xy xy

yz yz

zx zx

,

σ ε⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ = ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬τ γ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪τ γ
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪τ γ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

              (3.98) 

Baây giôø phöông trình (3.85) coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng ma traän nhö 

 {σ} = [C]{ε}                 (3.99) 

ôû ñaây ma traän [C] ñöôïc goïi laø ma traän cô sôû ñaøn hoài hay ma traän caùc 
modulus ñaøn hoài vaø ñöôïc cho bôûi 
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 [ ] ( ) ( )

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
1 2E 0 0 0 0 0C 21 1 2

1 20 0 0 0 0
2

1 20 0 0 0 0
2

− ν ν ν⎡ ⎤
⎢ ⎥ν − ν ν⎢ ⎥
⎢ ⎥ν ν − ν
⎢ ⎥

− ν⎢ ⎥
= ⎢ ⎥+ ν − ν ⎢ ⎥− ν⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥− ν
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.100a) 

hoaëc, maët khaùc, thay ν vaø E theo K vaø G seõ daãn ñeán 

 [ ]

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 2 2
3 3 3
2 4 2
3 3 3
2 2 4
3 3 3

K G K G K G 0 0 0

K G K G K G 0 0 0

K G K G K G 0 0 0C
0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G

⎡ ⎤+ − −
⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − +⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

       (3.100b) 

Ngoaøi ra, phöông trình (3.82) coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng ma traän nhö 

 {ε} = [C]−1{σ} = [D]{σ}             (3.101) 

ôû ñaây ma traän compliance ñaøn hoài, [D], laø ma traän nghòch ñaûo cuûa [C]: 

 [ ] ( )
( )

( )

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 01C
0 0 0 2 1 0 0E
0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 1

−ν −ν⎡ ⎤
⎢ ⎥−ν −ν⎢ ⎥
⎢ ⎥ν ν

= ⎢ ⎥
+ ν⎢ ⎥

⎢ ⎥+ ν
⎢ ⎥

+ ν⎢ ⎥⎣ ⎦

       (3.102) 

3.2.5.2. Tröôøng hôïp öùng suaát phaúng 
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Ta coù theå chöùng minh raèng caùc phöông trình (3.99) vaø (3.101), khi ñöôïc 
ruùt goïn veà tröôøng hôïp öùng suaát phaúng hai chieàu (σz = τyz = τzx = 0), coù 
nhöõng daïng ñôn giaûn nhö sau: 

 

( )

x x

y y2

xy xy

1
E 1

1 1 2

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤σ ν ε
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ = ν ε⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− ν⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ντ γ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

           (3.103) 

vaø 

 

( )

x x

y y

xy xy

1 0
1 1 0
E

0 0 2 1

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ε −ν σ
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ε = −ν σ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥+ νγ τ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

           (3.104) 

Caàn chuù yù raèng trong tröôøng hôïp öùng suaát phaúng, thaønh phaàn bieán daïng 
εz khaùc khoâng, trong khi caùc thaønh phaàn bieán daïng tröôït γyz vaø γzx baèng 
khoâng. Thaønh phaàn εz coù giaù trò 

 ( ) ( )z x y x yE 1
−ν −ν

ε = σ + σ = ε + ε
− ν

           (3.105) 

Nghóa laø, εz laø haøm tuyeán tính cuûa εx vaø εy. 

Caùc quan heä öùng suaát phaúng ñöôïc trình baøy ôû treân thöôøng ñöôïc söû duïng 
trong nhieàu öùng duïng thöïc teá. Thí duï, vieäc phaân tích caùc taám moûng, 
phaúng chòu taûi trong maët phaúng taám (maët phaúng xy) thöôøng ñöôïc xem 
nhö caùc baøi toaùn öùng suaát phaúng. 

3.2.5.3. Tröôøng hôïp bieán daïng phaúng 

Caùc ñieàu kieän bieán daïng phaúng (εx = γyz = γzx = 0) thöôøng ñöôïc tìm thaáy 
trong caùc vaät theå daøi coù maët caét ngang ñeàu, chòu taûi phaân boá ñeàu doïc 
theo truïc chieàu daøi cuûa chuùng (truïc z), nhö trong tröôøng hôïp cuûa caùc 
ñöôøng haàm, caùc ñöôøng doác cuûa ñaát, vaø caùc töôøng chaén. Döôùi caùc ñieàu 
kieän bieán daïng phaúng, caùc phöông trình (3.99) vaø (3.101) coù theå ñöôïc ruùt 
goïn veà daïng ñôn giaûn 
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( ) ( ) ( )

x x

y y

xy xy

1
E 1

1 1 2
1 2 2

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤σ − ν ν ε
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ = ν − ν ε⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥+ ν − ν⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ντ γ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

         (3.106) 

vaø 

 
x x

y y

xy xy

1 0
1 1 0
E

0 0 2

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ε − ν −ν σ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ ν⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ε = −ν − ν σ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥γ τ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

           (3.107) 

Ñoái vôùi tröôøng hôïp naøy, caùc thaønh phaàn öùng suaát τyz vaø τzx baèng khoâng, 
vaø thaønh phaàn öùng suaát σz coù giaù trò 

 σz = ν(σx + σy)              (3.108) 

3.2.5.4. Tröôøng hôïp ñoái xöùng truïc 

Vieäc phaân tích caùc vaät theå troøn xoay döôùi taùc ñoäng cuûa taûi ñoái xöùng truïc 
thì töông töï vôùi tröôøng hôïp öùng suaát phaúng vaø bieán daïng phaúng do baøi 
toaùn naøy cuõng laø baøi toaùn hai chieàu. Trong vieäc kyù hieäu thoâng thöôøng, 
caùc thaønh phaàn öùng suaát khaùc khoâng trong tröôøng hôïp ñoái xöùng truïc laø 
σr, σz, σθ, vaø τrz, vaø caùc bieán daïng töông öùng laø εr, εz, εθ, vaø γrz. Caùc 
phöông trình (3.99) v2 (3.101) coù theå ñöôïc ruùt goïn veà caùc daïng (τzθ = τθr = 
0, γzθ = γθr = 0): 

 
( ) ( )

( )

r r

z z

rz rz

1 0
1 0E

1 01 1 2
0 0 0 1 2 2

θ θ
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⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ν − ν νσ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ν ν − νσ ε+ ν − ν⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ντ γ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

       (3.109) 
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−ν −ν⎡ ⎤ε σ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
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          (3.110) 


