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2.2.3. Bình luaän veà tieâu chuaån chaûy Tresca vaø von Mises 

Ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng maø söï chaûy deûo cuûa noù ñoäc laäp vôùi aùp löïc 
thuûy tónh thì tieâu chuaån chaûy phaûi laø hình truï vôùi ñöôøng sinh song song 
vôùi truïc thuûy tónh. Do ñoù, hình daïng ñaày ñuû cuûa beà maët chaûy ñöôïc xaùc 
ñònh bôûi maët caét ngang vôùi maët phaúng leäch. Hôn nöõa, neáu caùc öùng suaát 
chaûy khi keùo vaø neùn baèng nhau, moät maët caét nhö theá phaûi coù saùu truïc 
ñoái xöùng nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.13. Ñieàu naøy laøm cho moät maët 
caét ñieån hình coù theå ñöôïc xaùc ñònh qua thöïc nghieäm baèng caùch khaûo saùt 
tæ mæ chæ moät trong nhöõng cung 300. Treân cô sôû cuûa caùc khaûo saùt veà naêng 
löôïng, coù theå thaáy raèng ñoái vôùi moät lôùp roäng caùc vaät lieäu, beà maët chaûy 
phaûi loài (xem chöông 3 vaø 4). Neáu chuùng ta thöøa nhaän thöïc teá laø beà maët 
chaûy loài, noù phaûi naèm giöõa hai luïc giaùc ñöôïc bieåu thò trong hình 2.13. 
Luïc giaùc Tresca trong roõ raøng laø bieân trong treân beà maët chaûy, vaø hình 
truï von Mises cho giaù trò gaàn trung bình giöõa caùc bieân ngoaøi vaø trong. 

Toùm laïi, treân cô sôû cuûa boán giaû thieát: (1) ñaúng höôùng, (2) ñoäc laäp vôùi aùp 
löïc thuûy tónh, (3) öùng suaát chaûy khi keùo vaø neùn baèng nhau, vaø (4) beà maët 
chaûy loài, daïng toång quaùt cuûa beà maët chaûy coù theå ñöôïc xaùc ñònh roõ raøng, 
vaø hình truï von Mises khoâng theå sai leäch nhieàu so vôùi beà maët chaûy thaät 
f(J2, J3) = 0. 

Thöïc teá, coù nhieàu keát quaû thí nghieäm chæ ra raèng nhöõng ñieåm chaûy rôi 
giöõa luïc giaùc Tresca vaø voøng troøn von Mises vaø gaàn vôùi voøng troøn von 
Mises hôn. Vaøo naêm 1947 Osgood, trong soá nhieàu ngöôøi khaùc, ñaõ tieán 
haønh caùc thí nghieäm ñaët taûi höôùng kính treân nhöõng oáng nhoâm thaønh 
moûng, vaø nhöõng keát quaû ñöôïc töông quan vôùi öùng suaát tieáp töông ñöông 
ñöôïc ñònh nghóa bôûi 

 ( )τ = − = τ −3 2 2 32 66
eq 2 3 oct 3 23 J 2,25J 1 2,25J J            (2.163) 

Ñoà thò cuûa τeq theo bieán daïng tröôït baùt dieän γoct, nhö ñöôïc bieåu thò trong 
hình 2.18, cho thaáy raèng öùng suaát tieáp töông ñöông τeq laø moät thoâng soá 
toát ñeå moâ taû chaûy deûo cuõng nhö bieán cöùng cuûa vaät lieäu. Tieâu chuaån chaûy 
ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 − =3 2 6
2 3J 2,25J k                (2.164) 

ôû ñaây k laø öùng suaát chaûy trong tröôït thuaàn tuùy, noù ñöôïc lieân heä vôùi öùng 
suaát chaûy σ0 trong keùo ñôn truïc bôûi 

 = σ26
081k                (2.165) 
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So saùnh vôùi k = 0,5σ0 cuûa Tresca vaø k = 0,577σ0 cuûa von Mises, öùng suaát 
chaûy trong tröôït thuaàn tuùy rôi giöõa caùc giaù trò ñöôïc döï ñoaùn bôûi Tresca 
vaø von Mises. Ñöôøng cong chaûy cuûa phöông trình (2.165) nhö ñöôïc veõ 
trong hình 2.13 naèm giöõa luïc giaùc Tresca vaø voøng troøn von Mises vaø ñi 
qua haàu heát caùc ñieåm thí nghieäm. 

2.3. Tieâu chuaån phaù huûy ñoái vôùi vaät lieäu phuï thuoäc aùp löïc 

2.3.1. Nhöõng ñaëc tröng cuûa beà maët phaù huûy cuûa vaät lieäu ñaúng 
höôùng 

Söï phaù huûy cuûa vaät lieäu thöôøng ñöôïc xaùc ñònh döôùi daïng khaû naêng chòu 
taûi cuûa noù. Tuy nhieân, ñoái vôùi nhöõng vaät lieäu deûo lyù töôûng, bieán daïng 
deûo haøm yù laø phaù huûy, vì theá öùng suaát chaûy cuõng laø giôùi haïn beàn. 

Nhö trong tröôøng hôïp cuûa caùc tieâu chuaån chaûy, daïng toång quaùt cuûa tieâu 
chuaån phaù huûy coù theå ñöôïc cho bôûi phöông trình (2.130) ñoái vôùi caùc vaät 
lieäu baát ñaúng höôùng vaø bôûi phöông trình (2.131) ñoái vôùi caùc vaät lieäu 
ñaúng höôùng. Nhö ta ñaõ bieát, chaûy deûo cuûa haàu heát caùc kim loaïi deûo 
khoâng phuï thuoäc vaøo öùng suaát thuûy tónh. Tuy nhieân, öùng xöû cuûa nhieàu 
vaät lieäu phi kim loaïi, chaúng haïn nhö ñaát, ñaù, vaø beâ toâng, ñöôïc ñaëc tröng 
bôûi söï phuï thuoäc aùp löïc thuûy tónh cuõa noù. Do ñoù, baát bieán öùng suaát I1 
hoaëc ξ khoâng neân ñöôïc boû ra khoûi phöông trình (2.132) vaø (2.133) moät 
caùch töông öùng. 

Daïng toång quaùt cuûa beà maët phaù huûy, f(I1, J2, J3) = 0 hoaëc f(ξ, ρ, θ) = 0, 
trong khoâng gian öùng suaát ba chieàu coù theå ñöôïc moâ taû bôûi caùc hình daùng 

Hình 2.18. Thí nghieäm cuûa Osgood treân caùc oáng thaønh 
moûng döôùi taùc ñoäng cuûa taûi keùo vaø aùp löïc trong oáng. 

Bieán daïng tröôït baùt dieän, γoct
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maët caét ngang cuûa noù trong nhöõng maët phaúng leäch vaø caùc kinh tuyeán 
cuûa noù trong nhöõng maët phaúng kinh tuyeán. Nhöõng maët caét ngang cuûa 
caùc beà maët phaù huûy laø nhöõng ñöôøng cong giao tuyeán giöõa beà maët naøy vaø 
maët phaúng leäch vuoâng goùc vôùi truïc thuûy tónh vôùi ξ = const. Caùc kinh 
tuyeán cuûa beà maët phaù huûy laø caùc ñöôøng cong giao tuyeán giöõa beà maët naøy 
vaømaët phaúng chöùa truïc thuûy tónh (maët phaúng kinh tuyeán). 

Ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng, caùc nhaõn hieäu 1, 2, 3 ñöôïc gaén cho caùc truïc 
toïa ñoä laø tuøy yù; ñieàu naøy laøm cho hình daùng maët caét ngang cuûa beà maët 
phaù huûy phaûi coù ba truïc ñoái xöùng nhö ñöôïc bieåu thò trong hình 2.19b. Do 
ñoù, khi bieåu dieãn caùc thí nghieäm, chæ caàn khaûo saùt tæ mæ moät cung coù θ = 
00 ñeán 600, nhöõng cung coøn laïi seõ ñöôïc suy ra töø tính chaát ñoái xöùng. 

Cung tieâu bieåu ñöôïc bieåu thò trong hình 2.19b, bôûi ñöôøng ñaäm töông öùng 
vôùi quy öôùc veà thöù töï cuûa caùc öùng suaát chính, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. Trong thöù töï 
naøy coù hai tröôøng hôïp ñaëc bieät: 

 σ1 = σ2 > σ3              (2.166) 

vaø 

 σ1 > σ2 = σ3              (2.167) 

töông öùng vôùi θ1 = 600 vaø θ2 = 00. Ñeå bieåu dieãn ñieàu naøy, ta thay theá caùc 
phöông trình (2.166) vaø (2.167) vaøo phöông trình (2.115) vaø laàn löôït 
nhaän ñöôïc 

 

 

(a) Caùc kinh tuyeán (b) Maët caét leäch 

Kinh tuyeán 
keùo θ=00 

Kinh tuyeán 
neùn θ=600 

Hình 2.19. Daïng toång quaùt cuûa beà maët phaù huûy 
ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng. 
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( )

1 1 31
1 222 1 36

2s3 1cos
2 2J 2 3

σ −σ −σ
θ = = =

σ −σ
 

vaø 

 
( )

1 3 3
2 22

1 36

2cos 1
2 3

σ −σ −σ
θ = =

σ −σ
 

Kinh  tuyeán töông öùng vôùi θ1 = 600 ñuôïc goïi laø kinh tuyeán neùn trong ñoù 
phöông trình (2.166) giôùi thieäu moät traïng thaùi öùng suaát töông öùng vôùi 
traïng thaùi öùng suaát thuûy tónh vôùi öùng suaát neùn ñöôïc ñaët choàng theo moãi 
höôùng. Kinh tuyeán ñöôïc ñònh bôûi θ = 00, töông öùng vôùi phöông trình 
(2.167), giôùi thieäu moät traïng thaùi öùng suaát töông öùng vôùi traïng thaùi öùng 
suaát thuûy tónh vôùi öùng suaát keùo ñöôïc ñaët choàng theo moãi höôùng vaø do ñoù 
ñöôïc goïi laø kinh tuyeán keùo. 

Hôn nöõa, kinh tuyeán ñöôïc ñònh bôûi θ = 300 ñoâi khi ñöôïc goïi laø kinh 
tuyeán tröôït. Noù cuõng suy ra töø vieäc xaùc ñònh cosθ trong phöông trình 
(2.115) vaø laøm phöông trình naøy ñöôïc thoûa ñoái vôùi θ = 300, khi caùc öùng 
suaát laø σ1, (σ1 + σ3) / 2, vaø σ3, ñaây laø traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuùy 
( )1
1 3 3 12 ,0,σ −σ σ −σ  vaø ñöôïc ñaët choàng theâm moät traïng thaùi öùng suaát thuûy 

tónh ( )1
1 32 σ +σ . 

Döïa treân nhöõng khaûo saùt ôû treân, moät daïng toång quaùt cuûa beà maët phaù 
huûy ñoái vôùi vaät lieäu ñaúng höôùng coù theå ñöôïc minu hoïa trong khoâng gian 
öùng suaát Haigh−Westergaard nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.19a. 
Chuùng ta seõ khaûo saùt vieäc naøy chi tieát hôn trong caùc chöông sau. 

2.3.2. Tieâu chuaån öùng suaát keùo cöïc ñaïi (Rankine) 

Tieâu chuaån öùng suaát keùo cöïc ñaïi cuûa Rankine, ñöôïc ñeà nghò töø naêm 1876, 
noùi chung ñöôïc thöøa nhaän cho ñeán ngaøy nay ñeå xaùc ñònh coù söï phaù huûy 
keùo xaûy ra ñoái vôùi vaät lieäu gioøn hay khoâng. Theo tieâu chuaån naøy, phaù 
huûy gioøn xaûy ra khi öùng suaát chính cöïc ñaïi ôû moät ñieåm beân trong vaät 
lieäu ñaït ñeán giaù trò baèng vôùi ñoä beàn keùo σ0 nhö ñöôïc tìm thaáy trong thí 
nghieäm keùo ñôn truïc, maø khoâng caàn quan taâm ñeán caùc öùng suaát phaùp 
hoaëc tieáp ôû treân caùc maët phaúng khaùc ñi qua ñieåm naøy. Caùc phöông trình 
cho beà maët phaù huûy ñöôïc xaùc ñònh theo tieâu chuaån naøy laø 

 σ1 = σ0,  σ2 = σ0,  σ3 = σ0           (2.168) 

chuùng taïo ra ba maët phaúng laàn löôït vuoâng goùc vôùi caùc truïc σ1, σ2 vaø σ3 
nhö ñöôïc bieåu dieãn treân hình 2.20a. Beà maët naøy seõ ñöôïc xem nhö laø beà 
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maët phaù huûy keùo hoaëc giôùi haïn keùo ñôn truïc. Khi caùc bieán ξ, ρ, θ hoaëc I1, 
J2, θ ñöôïc duøng, beà maët phaù huûy coù theå ñöôïc moâ taû moät caùch ñaày ñuû bôûi 
caùc phöông trình sau ñaây beân trong mieàn 0 ≤ θ ≤ 600 baèng caùch duøng 
phöông trình (2.123). 

 ( )1 2 2 1 0f I ,J , 2 3J cos I 3 0θ = θ+ − σ =            (2.169) 

hoaëc moät caùch töông töï 

 

Hình 2.20. (a) Tieâu chuaån öùng suaát chính cöïc ñaïi Rankine; 
Caùc maët caét ngang cuûa tieâu chuaån Rankine: (b) maët phaúng 

kinh tuyeán (θ = 00); (c) maët phaúng π. 

(a)

Truïc 
thuûy tónh Maët phaúng

leäch 
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 ( ) 0f , , 2 cos 3 0ξ ρ θ = ρ θ+ ξ − σ =            (2.170) 

Caùc hình (2.20b vaø c) bieåu thò hình daùng maët caét ngang treân maët phaúng 
π (ξ = 0) vaø caùc kinh tuyeán keùo (θ = 00) vaø neùn (θ = 600) cuûa beà maët phaù 
huûy. 

Hình 2.21. Tieâu chuaån Tresca vaø von Mises vôùi giôùi haïn keùo: 
(a) maët caét kinh tuyeán (θ = 00); (b) caùc maët caét ngang. 

(b)(a) 

Caùc maët caét ngang
ñoái vôùi ξ = 3σt Maët caét ngang 

ôû ξ = 0 

Luïc giaùc Tresca 
Voøng troøn von Mises 

Hình 2.20. (b) vaø (c).

(b) (c)
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Nhö chuùng ta bieát, vaøi vaät lieäu phi kim loaïi, nhö beâ toâng, ñaù, vaø ñaát, coù 
ñoä beàn neùn toát. Döôùi taùc ñoäng cuûa taûi neùn vôùi aùp suaát choàng chaäp, loaïi 
vaät lieäu naøy thaäm chí coù theå bieåu thò vaøi öùng xöû phaù huûy deûo vaø tröôït. 
Tuy nhieân, döôùi taùc ñoäng cuûa taûi keùo öùng xöû phaù huûy gioøn vôùi ñoä beàn 
keùo raát thaáp ñöôïc ghi nhaän. Do ñoù, tieâu chuaån Rankine ñoâi khi ñöôïc keát 
hôïp vôùi tieâu chuaån Tresca hoaëc von Mises ñeå xaáp xæ öùng xöû phaù huûy cuûa 
caùc vaät lieäu nhö theá. Caùc tieâu chuaån keát hôïp ñöôïc xem nhö tieâu chuaån 
Tresca hoaëc von Mises vôùi giôùi haïn keùo, vaø söï nhöõng bieåu dieãn ñoà hoïa 
cuûa chuùng bao goàm hai beà maët, töông öùng vôùi öùng xöû keát hôïp cuûa söï phaù 
huûy tröôït khi chòu neùn vaø söï phaù huûy khi chòu keùo. Moät thí duï cuûa 
nhöõng beà maët phaù huûy nhö theá ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.21, trong ñoù 
ñoä beàn neùn ñöôïc giaû söû lôùn gaáp ba laàn ñoä beàn keùo. 

2.3.3. Tieâu chuaån Mohr−Coulomb 

Tieâu chuaån Mohr, ñöôïc ñeà nghò töø 1900, coù theå ñöôïc xem nhö phieân baûn 
ñöôïc toång quaùt hoùa cuûa tieâu chuaån Tresca. Caû hai tieâu chuaån ñeàu döïa 
treân giaû thieát raèng öùng suaát tieáp cöïc ñaïi laø thöôùc ño quyeát ñònh duy nhaát 
cuûa söï phaù huûy saép xaûy ñeán. Tuy nhieân, trong khi tieâu chuaån Tresca giaû 
söû raèng giaù trò giôùi haïn cuûa öùng suaát tieáp laø haèng soá, tieâu chuaån phaù huûy 
Mohr xem öùng suaát tieáp giôùi haïn τ trong moät maët phaúng laø moät haøm cuûa 
öùng suaát phaùp σ trong cuøng maët phaúng ôû moät ñieåm, nghóa laø, 

 ( )fτ = σ                (2.171) 

ôû ñaây f(σ) laø moät haøm ñöôïc xaùc ñònh baèng thí nghieäm. 

Veà maët bieåu dieãn ñoà thò theo Mohr cuûa traïng thaùi öùmg suaát, phöông 
trình (2.171) coù nghóa laø söï phaù huûy cuûa vaät lieäu seõ xaûy ra neáu baùn kính 
cuûa voøng troøn chính lôùn nhaát tieáp vôùi ñöôøng cong bao f(σ) nhö ñöôïc bieåu 
thò trong hình 2.22. Traùi vôùi tieâu chuaån Tresca, tieâu chuaån Mohr keå ñeán 
aûnh höôûng cuûa öùng suaát trung bình hoaëc öùng suaát thuûy tónh. 

Daïng ñôn giaûn nhaát cuûa ñöôøng bao Mohr f(σ) laø ñöôøng thaúng, ñöôïc minh 
hoïa trong hình 2.23. Phöông trình cho ñöôøng bao thaúng ñöôïc Coulomb 
ñeà nghò vaøo 1773, 

 c tanτ = −σ φ               (2.172) 

trong ñoù c laø löïc dính keát vaø φ laø goùc ma saùt noäi; caû hai laø caùc haèng soá 
vaät lieäu vaø ñöôïc xaùc ñònh baèng thí nghieäm. Tieâu chuaån phaù huûy ñöôïc 
lieân keát vôùi phöông trình (2.172) seõ ñöôïc xem laø tieâu chuaån Mohr− 
Coulomb. Trong tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa vaät lieäu khoâng ma saùt, φ = 0, 
phöông trình (2.172) ruùt goïn veà tieâu chuaån öùng suaát tieáp cöïc ñaïi cuûa 
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Tresca, τ = c, vaø löïc dính keát seõ baèng vôùi öùng suaát chaûy trong tröôït 
thuaàn tuùy c = k. 

 

Töø phöông trình (2.172) vaø ñoái vôùi σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, tieâu chuaån Mohr− 
Coulomb coù theå ñöôïc vieát nhö 

 ( ) ( ) 1 3
1 3 1 3

1 1cos s sin tan
2 2 2

σ −σ⎡ ⎤
σ −σ φ = − σ + σ + φ φ⎢ ⎥

⎣ ⎦
         (2.173) 

hoaëc saép xeáp laïi 

 1 3
1 sin 1 sin 1
2ccos 2ccos
+ φ − φ

σ −σ =
φ φ

            (2.174) 

 

Ñöôøng bao phaù huûy

Hình 2.22. Söï bieåu dieãn ñoà thò cuûa tieâu chuaån Mohr. 

Hình 2.23. Tieâu chuaån Mohr−Coulomb vôùi ñöôøng bao phaù huûy thaúng 
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Neáu ta ñònh nghóa 

 c
2ccosf
1 sin

φ′ =
− φ

              (2.175) 

 t
2c cosf
1 sin

φ′ =
+ φ

              (2.176) 

Phöông trình (2.174) coù theå ñöôïc ruùt goïn hôn döôùi daïng 

 31

t c
1

f f
σσ

− =
′ ′

              (2.177) 

Töø (2.177) ta thaáy raèng ft’ vaø fc’ laàn löôït laø ñoä beàn khi keùo vaø neùn ñôn 
truïc. 

Ñeå thuaän tieän, ñoâi khi ta söû duïng thoâng soá m ñöôïc ñònh nghóa nhö 

 c

t

f 1 sinm
f 1 sin
′ + φ

= =
′ − φ

             (2.178) 

Theá thì phöông trình (2.177) coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng 

 1 3 cm f′σ −σ =  ñoái vôùi σ1 ≥ σ2 ≥ σ3           (2.179) 

Töông töï nhö ñaõ laøm vôùi tieâu chuaån Tresca, σ1 − σ3 = σ0, quyõ ñaïo phaù 
huûy ñoái vôùi tieâu chuaån Mohr−Coulomb trong maët phaúng (σ1, σ2) coù theå 
ñöôïc veõ phaùc döïa treân phöông trình (2.179) ñoái vôùi vaøi giaù trò cuûa m. 
Caùc quyõ ñaïo phaù huûy laø nhöõng luïc giaùc khoâng ñeàu nhö ñöôïc bieåu dieãn 
trong hình 2.24. 

Ñeå bieåu thò hình daùng ba chieàu cuûa beà maët phaù huûy cuûa tieâu chuaån 
Mohr−Coulomb, ta duøng laïi phöông trình (2.123) vaø vieát laïi phöông 
trình (2.174) döôùi daïng 

 
( )1 2 1 2

2

1f I ,J , I sin J sin
3 3

J cos sin ccos 0
3 3

π⎛ ⎞θ = φ + θ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞+ θ + φ − φ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (2.180) 

hoaëc moät caùch töông ñöông theo caùc bieán ξ, ρ, θ: 
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( )f , , 2 sin 3 sin

3

cos sin 6 ccos 0
3

π⎛ ⎞ξ ρ θ = ξ φ + ρ θ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞+ ρ θ + φ − φ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (2.181) 

vôùi 0 ≤ θ ≤ π/3. 

Trong khoâng gian öùng suaát chính, phöông trình treân bieåu dieãn moät hình 
choùp luïc giaùc khoâng ñeàu. Caùc kinh tuyeán cuûa noù laø nhöõng ñöôøng thaúng 
(hình 2.25a), vaø maët caét ngang cuûa noù trong maët phaúng π laø luïc giaùc 
khoâng ñeàu (hình 2.25b). Ñeå veõ luïc giaùc naøy chæ caàn hai chieàu daøi tieâu 
bieåu: ρt0 vaø ρc0, chuùng coù theå nhaän ñöôïc moät caùch tröïc tieáp töø phöông 
trình (2.181) vôùi ξ = 0, θ = 00, ρ = ρt0 vaø ξ = 0, θ = 600, ρ = ρc0. Baèng caùch 
duøng caùc phöông trình (2.175) vaø (2.176), ta coù nhöõng daïng khaùc cho ρt0 
vaø ρc0 treân maët phaúng π: 

 
( )c

t0
6 f 1 sin2 6ccos

3 sin 3 sin
′ − φφ

ρ = =
+ φ + φ

           (2.182) 

 
( )c

c0
6 f 1 sin2 6ccos

3 sin 3 sin
′ − φφ

ρ = =
− φ − φ

           (2.183) 

vaø tyû soá cuûa caùc chieàu daøi naøy ñöôïc cho bôûi 

 

Hình 2.24. Tieâu chuaån Mohr−Coulomb trong maët phaúng σ3 = 0. 
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  t0

c0

3 sin
3 sin

ρ − φ
=

ρ + φ
              (2.184) 

Moät hoï caùc maët caét ngang Mohr−Coulomb trong maët phaúng π ñoái vôùi vaøi 
giaù trò cuûa φ ñöôïc cho trong hình 2.26, ôû ñaây caùc öùng suaát ñaõ ñöôïc bình 
thöôøng hoùa ñoái vôùi ñoä beàn neùn fc’. Roõ raøng, caùc luïc giaùc ñöôïc bieåu thò 
trong hình 2.24 laø caùc giao tuyeán cuûa hình choùp vôùi maët phaúng toïa ñoä σ3 
= 0. Khi fc’ = ft’ (hoaëc moät caùch töông ñöông, khi φ = 0 hay m = 1), luïc 
giaùc treân neân ñoàng nhaát vôùi luïc giaùc Tresca. 

 

(a) Maët phaúng kinh tuyeán θ = 00 (b) Maët phaúng π
Hình 2.25. Bieåu dieãn ñoà thò cuûa tieâu chuaån Mohr−Coulomb 

trong khoâng gian öùng suaát chính. 

Hình 2.26. Caùc ñöôøng phaù huûy ñoái vôùi tieâu chuaån 
Mohr−Coulomb trong caùc maët phaúng leäch. 
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Ñeå thu ñöôïc söï xaáp xæ toát hôn khi caùc öùng suaát keùo xaûy ra, ñoâi khi ta keát 
hôïp tieâu chuaån Mohr−Coulomb vôùi giôùi haïn beàn keùo cöïc ñaïi. Neân chuù yù 
raèng tieâu chuaån keát hôïp naøy laø tieâu chuaån ba thoâng soá. Ta caàn hai traïng 
thaùi öùng suaát ñeå xaùc ñònh caùc giaù trò cuûa c vaø φ vaø moät traïng thaùi öùng 
suaát ñeå xaùc ñònh öùng suaát keùo cöïc ñaïi. 

2.3.4. Tieâu chuaån Drucker−Prager 

Nhö chuùng ta ñaõ thaáy, tieâu chuaån phaù huûy Mohr−Coulomb coù theå ñöôïc 
xem laø tieâu chuaån Tresca ñöôïc toång quaùt hoùa baèng caùch keå ñeán aûnh 
höôûng cuûa öùng suaát thuûy tónh. Tieâu chuaån Drucker−Prager, ñöôïc phaùt 
bieåu vaøo naêm 1952, laø söï hieäu chænh ñôn giaûn cuûa tieâu chuaån von Mises, 
ôû ñaây aûnh höôûng cuûa thaønh phaàn öùng suaát thuûy tónh ñeán söï phaù huûy 
ñöôïc giôùi thieäu bôûi söï xuaát hieän theâm moät soá haïng trong bieåu thöùc von 
Mises ñeå coù 

 ( )1 2 1 2f I ,J I J k 0= α + − =             (2.185) 

Söû duïng caùc bieán ξ vaø ρ daãn ñeán 

 ( )f , 6 2k 0ξ ρ = αξ + ρ − =             (2.186) 

ôû ñaây α vaø k laø nhöõng haèng soá vaät lieäu. Khi α = 0, phöông trình (2.186) 
seõ ruùt goïn veà tieâu chuaån von Mises. 

Hình 2.27. Tieâu chuaån Drucker−Prager: 
(a) maët phaúng kinh tuyeán, θ = 00; (b) maët phaúng π. 
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Beà maët phaù huûy cuûa phöông trình (2.186) trong khoâng gian öùng suaát 
chính laø hình noùn troøn-thaúng. Maët caét kinh tuyeán vaø maët caét ngang cuûa 
noù treân maët phaúng π ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.27. 

Beà maët phaù huûy luïc giaùc Mohr−Coulomb chæ tieän lôïi veà maët toaùn hoïc 
trong nhöõng baøi toaùn maø moät trong saùu maët cuûa noù ñöôïc duøng. Neáu 
thoâng tin naøy khoâng ñöôïc bieát tröôùc, caùc goùc cuûa luïc giaùc coù theå gaây ra 
söï khoù khaên ñaùng keå vaø gaây ra nhöõng phöùc taïp trong vieäc thu nhaän lôøi 
giaûi soá. Tieâu chuaån Drucker−Prager, xem nhö laø moät pheùp xaáp xæ trôn 
cuûa tieâu chuaån Mohr−Coulomb, coù theå ñöôïc laøm cho phuø hôïp vôùi tieâu 
chuaån Mohr−Coulomb baèng caùch hieäu chænh kích thöôùc cuûa maët noùn. Thí 
duï, neáu voøng troøn Drucker−Prager ñöôïc laøm cho phuø hôïp vôùi caùc ñænh 
ngoaøi cuûa luïc giaùc Mohr−Coulomb, nghóa laø, hai beà maët ñöôïc laøm cho 
truøng nhau doïc theo kinh tuyeán neùn ρc, ôû ñaây θ = 600, tieáp theo nhöõng 
haèng soá α vaø k trong phöông trình (2.185) ñöôïc lieân heä vôùi nhöõng haèng 
soá c vaø φ trong phöông trình (2.174) bôûi 

 
( ) ( )
2sin 6ccos, k

3 3 sin 3 3 sin
φ φ

α = =
− φ − φ

           (2.187) 

Maët noùn töông öùng vôùi nhöõng haèng soá trong phöông trình (2.187) ngoaïi 
tieáp vôùi hình choùp luïc giaùc vaø moâ taû bieân ngoaøi treân beà maët phaù huûy 
Mohr−Coulomb (hình 2.28). Maët khaùc, maët noùn beân trong ñi qua kinh 
tuyeán keùo ρt, vôùi θ = 0, vaø seõ coù caùc haèng soá 

 
( ) ( )
2sin 6ccos, k

3 3 sin 3 3 sin
φ φ

α = =
+ φ + φ

           (2.188) 

Tuy nhieân, pheùp xaáp xæ beà maët phaù huûy Mohr−Coulomb ñöôïc cho bôûi 
hoaëc maët noùn trong hoaëc maët noùn ngoaøi coù theå khoâng toát ñoái vôùi traïng 
thaùi öùng suaát naøo ñoù. Nhöõng pheùp xaáp xæ khaùcñöôïc laøm cho phuø hôïp vôùi 
moät kinh tuyeán khaùc, thí duï kinh tuyeán tröôït, coù theå toát hôn. 

Tieâu chuaån Drucker−Prager ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát phaúng ñöôïc giôùi 
thieäu bôûi giao tuyeán cuûa maët noùn troøn vôùi maët phaúng toïa ñoä σ3 = 0. 
Thay σ3 = 0 vaøo phöông trình (2.185) seõ daãn ñeán 

 ( ) ( )2 21
1 2 1 1 2 23 kα σ + σ + σ − σ σ + σ =            (2.189) 

hoaëc saép xeáp laïi 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2 1 21 3 1 6 6k 3k 0− α σ + σ − + α σ σ + α σ + σ − =        (2.190) 
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noù laø moät ellipse leäch taâm nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.29. 

 

Hình 2.28. Caùc tieâu chuaån Drucker−Prager vaø Mohr−Coulomb 
ñöôïc laøm cho phuø hôïp: (a) trong khoâng gian öùng suaát chính; 

(b) trong maët phaúng leäch. 

Hình 2.29. Tieâu chuaån Drucker−Prager trong maët phaúng σ3 = 0. 


