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2.1. ÖÙng suaát 

2.1.1. ÖÙng suaát cuûa ñieåm vaø tensor öùng suaát 

Nhö chuùng ta bieát, öùng suaát ñöôïc ñònh nghóa nhö laø cöôøng ñoä cuûa noäi löïc 
taùc ñoäng giöõa caùc phaân toá cuûa vaät theå treân caùc beà maët aûo beân trong. 
Khaûo saùt moät dieän tích beà maët ΔA ñi qua ñieåm P0 vôùi phaùp tuyeán ñôn vò  
r
n  nhö hình 2.1. Goïi 

r
nF  laø hôïp löïc taùc ñoäng treân beà maët ΔA. Vector öùng 

suaát ôû ñieåm P0 taùc ñoäng treân maët caét ΔA ñöôïc ñònh nghóa bôûi 

 
Δ →

= =
Δ

rn
n

A 0

FT T lim
A

        (2.1) 

Traïng thaùi öùng suaát taïi moät ñieåm ñöôïc ñònh nghóa laø taäp hôïp taát caû caùc 
vector öùng suaát taùc ñoäng treân moïi maët caét ñi qua ñieåm aáy. 

Do coù voâ soá maët caét ñi qua moät ñieåm neân ta coù taäp hôïp voâ soá caùc vector 
öùng suaát rn

T , chuùng noùi chung seõ khaùc nhau. Taäp hôïp voâ haïn caùc vector 
öùng suaát rn

T  naøy ñaëc tröng cho traïng thaùi öùng suaát cuûa ñieåm. May naén 
thay, voâ haïn caùc vector öùng suaát r

n

T  naøy khoâng phaûi laø caùc vector ñoäc laäp 
neân ta khoâng caàn bieát taát caû caùc vector öùng suaát naøy. Nhö seõ ñöôïc chöùng 
minh sau naøy raèng neáu bieát ñöôïc ba vector öùng suaát r

1

T , r
2

T , vaø r
3

T  treân ba 
maët phaúng vuoâng goùc laãn nhau, nhö ñöôïc bieåu dieãn treân hình 2.2, thì 
vector öùng suaát treân maët phaúng baát kyø ñi qua ñieåm naøy coù theå tìm thaáy 
töø nhöõng phöông trình caân baèng cuûa ñieåm aáy. 

Hình 2.3 bieåu dieãn moät phaân toá OABC vôùi caùc vector öùng suaát 
−r1
T , 

−r2
T , 

−r3
T , 

vaø rn
T  laàn löôït taùc ñoäng treân caùc maët OBC, OAC, OAB vaø ABC cuûa noù. 

Vector öùng suaát 
−r1
T  (

−r2
T , 

−r3
T ) moâ taû öùng suaát taùc ñoäng treân maët vi phaân aâm 

vuoâng goùc vôùi vector ñôn vò 
r
1e  (

r
2e , 

r
3e ). 

 Hình 2.1. Vector öùng suaát r
n

T cuûa ñieåm P0 treân maët caét ΔA. 

O

x2

P0
rn
T

r
1e

r
2e

r
3e

x1

x3 

°

r
n

ΔA
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Vector ñôn vò coù theå ñöôïc vieát döôùi daïng 

 ( )=
r

1 2 3n n ,n ,n         (2.2) 

ôû ñaây caùc cosine chæ phöông n1, n2, n3 ñöôïc cho bôûi 

 
( )
( )
( )

=

=

=

r r

r r

r r

1 1

2 2

3 3

n cos e ,n

n cos e ,n

n cos e ,n

        (2.3) 

Goïi A laø dieän tích cuûa tam giaùc ΔABC, Ai laø dieän tích cuûa tam giaùc 
vuoâng goùc vôùi truïc xi. Ta coù quan heä 

 ( )= =
r r

i i iA Acos e ,n An        (2.4) 

 

Hình 2.3. Caùc vector öùng suaát taùc ñoäng treân maët nghieâng 
baát kyø vaø treân caùc maët phaúng toïa ñoä. 

O

x2

−r3
T

x1

x3 

r
n

rn
T

−r1
T

−r2
T

A

B

C

Hình 2.2. Caùc vector öùng suaát treân ba maët phaúng 
vuoâng goùc laãn nhau ôû moät ñieåm. 

O

x2

r1
T

r
1e

r
2e

r
3e

x1

x3 

r2
T

r3
T
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Töø phöông trình caân baèng cuûa phaân toá OABC (hình 2.3) vaø duøng (2.4), ta 
coù 

 ( ) ( ) ( ) ( )
− − −

+ + + =
r r r rn 1 2 3

1 2 3T A T An T An T An 0      (2.5) 

Chia (2.5) cho A, ta coù 

 
− − −

= − − −
r r r rn 1 2 3

1 2 3T Tn Tn Tn        (2.6) 

Nhöng 

 
−

= −
r ri i

T T   ñoái vôùi i = 1, 2, vaø 3      

Do ñoù, 

 = + +
r r r rn 1 2 3

1 2 3T Tn Tn Tn        (2.7) 

hoaëc trong heä truïc xyz, 

 = + +
r r r ryn x z

x y zT Tn Tn Tn        (2.8) 

Phöông trình (2.7), (2.8) bieåu dieãn vector öùng suaát r
n

T  ôû ñieåm baát kyø taùc 
ñoäng treân maët caét coù phaùp tuyeán ñôn vò 

r
n  theo caùc vector öùng suaát taùc 

ñoäng treân caùc maët phaúng vuoâng goùc vôùi ba truïc toïa ñoä x1, x2, vaø x3 cuûa 
cuøng ñieåm aáy. Do ñoù, roõ raøng laø ba vector öùng suaát r

1

T , r
2

T , vaø r
3

T  ñònh nghóa 
hoaøn toaøn traïng thaùi öùng suaát ôû moät ñieåm. 

Vector öùng suaát, rn
T , noùi chung, khoâng vuoâng goùc vôùi maët phaúng maø noù 

taùc ñoäng. Do ñoù, trong thöïc teá, vector öùng suaát r
n

T  ñöôïc phaân tích thaønh 
hai thaønh phaàn, moät thaønh phaàn vuoâng goùc vôùi beà maët caét ñöôïc goïi laø 
öùng suaát phaùp, vaø thaønh phaàn naèm trong maët phaúng ñöôïc goïi laø öùng 
suaát tieáp. 

Caùc vector öùng suaát taùc ñoäng treân caùc maët phaúng toïa ñoä x1, x2, vaø x3 
cuõng ñöôïc phaân tích thaønh ba thaønh phaàn theo caùc phöông truïc toïa ñoä. 
Thí duï, vector öùng suaát r

1

T  taùc ñoäng treân maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc x1, 
coù ba thaønh phaàn öùng suaát: öùng suaát phaùp σ11, caùc öùng suaát tieáp σ12 vaø  
σ13 theo phöông x1, x2, vaø x3 töông öùng (hình 2.4). Do ñoù, ta coù 

 = σ + σ + σ
r r r r1

11 1 12 2 13 3T e e e       (2.9) 
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 = σ
r r1

1j jT e                  (2.10) 

Töông töï, ñoái vôùi hai maët phaúng vuoâng goùc vôùi hai truïc toïa ñoä x2 vaø x3, 

 = σ
r r2

2j jT e                 (2.11) 

 = σ
r r3

3j jT e                 (2.12) 

Toång quaùt, 

 = σ
r ri

ij jT e                  (2.13) 

ôû ñaây σij laø thaønh phaàn öùng suaát thöù j cuûa vector öùng suaát r1
T  taùc ñoäng 

leân phaân toá beà maët coù phaùp tuyeán ngoaøi cuøng chieàu vôùi chieàu döông cuûa 
truïc toïa ñoä xi (hình 2.4). 

Chín ñaïi löôïng σij caàn thieát ñeå ñònh nghóa ba vector öùng suaát r
1

T , r
2

T , vaø r
3

T , 
ñöôïc goïi laø caùc thaønh phaàn cuûa tensor öùng suaát, noù ñöôïc kyù hieäu döôùi 
daïng 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥

σ σ σ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥σ = = σ σ σ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥σ σ σ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r

r

r

1

11 12 132

ij 21 22 23
3

31 32 33

T

T

T

              (2.14) 

ôû ñaây σ11, σ22, vaø σ33 laø caùc thaønh phaàn öùng suaát phaùp vaø σ12, σ21, … laø 
caùc thaønh phaàn öùng suaát tieáp. 

Hình 2.4. Caùc thaønh phaàn cuûa vector öùng suaát r
1

T . 

O

x2

r
1e

r
2e

r
3e

x1

x3 

r1
T (σ11, σ12, σ13)

σ11

σ13

σ12
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Caùc thaønh phaàn cuûa tensor öùng suaát cuõng coù theå ñöôïc vieát baèng caùch 
duøng kyù hieäu cuûa von Karman vaø coù daïng 

 

⎡ ⎤σ τ τ
⎢ ⎥

σ = τ σ τ⎢ ⎥
⎢ ⎥τ τ σ⎢ ⎥⎣ ⎦

x xy xz

ij yx y yz

zx zy z

               (2.15) 

ôû ñaây σ moâ taû thaønh phaàn öùng suaát phaùp, vaø τ moâ taû thaønh phaàn öùng 
suaát tieáp.  Töông töï, caùc kyù hieäu σxx, σxy, … coù theå ñöôïc duøng ñeå thay cho 
σij ñeå ñònh roõ caùc thaønh phaàn cuûa tensor öùng suaát trong (2.14) vaø (2.15). 
Do ñoù, caùc daïng sau ñaây laø caùc kyù hieäu ñoàng thôøi cho tensor öùng suaát σij: 

 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ σ σ σ τ τσ σ σ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥σ = σ σ σ = σ σ σ = τ σ τ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥σ σ σ σ σ σ τ τ σ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

xx xy xz x xy xz11 12 13

ij 21 22 23 yx yy yz yx y yz

31 32 33 zx zy zz zx zy z

       (2.16) 

Thay (2.13) vaøo (2.7), nhöõng thaønh phaàn cuûa vector öùng suaát rn
T  coù theå 

ñöôïc vieát nhö sau: 

 = σ
n

i ji jT n                  (2.17) 

Töø vieäc khaûo saùt söï caân baèng cuûa caùc moment cho phaân toá vaät lieäu, ta 
thaáy raèng tensor öùng suaát, σij, laø tensor ñoái xöùng, nghóa laø σij = σji. Do 
ñoù, phöông trình (2.17) coù theå ñöôïc vieát laïi cho thuaän tieän hôn 

 = σ
n

i ij jT n   i = 1, 2, 3              (2.18) 

vôùi σij ñöôïc cho bôûi (2.16). 

Phöông trình (2.18) bieåu dieãn caùc thaønh phaàn cuûa vector öùng suaát taùc 
ñoäng leân moät maët nghieâng baát kyø coù phaùp tuyeán ñôn vò 

r
n  ôû ñieåm ñang 

khaûo saùt theo caùc thaønh phaàn cuûa tensor öùng suaát, σij, ôû ñieåm ñoù. Do ñoù, 
vector öùng suaát rn

T  seõ ñöôïc xaùc ñònh neáu bieát chín ñaïi löôïng cuûa tensor 
öùng suaát σij. 

Trong phöông trình (2.18), n

iT  vaø ni laø caùc vector. Töø phöông trình naøy, ta 
coù theå chöùng toû raèng σij laø tensor baäc hai; nghóa laø, caùc thaønh phaàn öùng 
suaát σij trong heä truïc xi vaø caùc thaønh phaàn öùng suaát σ’ij trong heä truïc x’i 
ñöôïc lieân heä vôùi nhau theo nhöõng phöông trình sau: 

 ′σ = σl lij im jn mn                 (2.19) 
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vaø 

 ′σ = σl lij mi nj mn                 (2.20) 

vôùi lij laø caùc cosine chæ phöông ñöôïc cho trong baûng 1.3. 

2.1.2. Caùc coâng thöùc öùng suaát Cauchy  

Nhöõng coâng thöùc (2.7) vaø (2.18) thu ñöôïc trong phaàn treân laø caùc daïng 
khaùc nhau cuûa caùc coâng thöùc öùng suaát Cauchy. Tuy nhieân, trong thöïc teá 
luoân coù nhu caàu bieåu dieãn tröïc tieáp nhöõng thaønh phaàn öùng suaát phaùp vaø 
öùng suaát tieáp, σn vaø Sn, cuûa vector öùng suaát r

n

T  taùc ñoäng treân maët nghieâng 
baát kyø coù phaùp tuyeán ñôn vò 

r
n  ôû ñieåm ñang khaûo saùt theo caùc thaønh 

phaàn cuûa tensor öùng suaát σij ôû ñieåm ñoù. Ñoä lôùn cuûa thaønh phaàn öùng suaát 
phaùp ñöôïc cho bôûi 

 σ = =
r rn n

n i iTn T n                 (2.21) 

Thay (2.18) vaøo (2.21), ta coù 

 σ = σn ij i jnn                 (2.22) 

Ñoä lôùn cuûa thaønh phaàn öùng suaát tieáp ñöôïc cho bôûi 

 
⎡ ⎤⎛ ⎞= − σ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

1 22n
2

n nS T                (2.23) 

ôû ñaây, töø (2.18), ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n
T  thu ñöôïc nhö 

 ( ) ( )⎛ ⎞ = = = σ σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r2 n nn n n

i i ij j ik kT TT T T n n              (2.24) 

hoaëc 

 ⎛ ⎞ = σ σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n

ij ik j kT nn                 (2.25) 

Caùc coâng thöùc (2.22) vaø (2.23), ñoái vôùi vieäc xaùc ñònh caùc thaønh phaàn öùng 
suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp taùc ñoäng treân maët nghieâng baát kyø coù phaùp 
tuyeán ñôn vò 

r
n , laø caùc daïng höõu ích nhaát cuûa caùc coâng thöùc Cauchy. 

Vector σrn  cuøng phöông vôùi phaùp vector ñôn vò 
r
n , vaø vector 

r
nS  naèm 

trong maët phaúng ñöôïc hình thaønh bôûi hai vector r
n

T  vaø 
r
n . 
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2.1.3. Caùc öùng suaát chính vaø caùc baát bieán cuûa tensor öùng suaát 

Neáu vector öùng suaát rn
T  taùc ñoäng treân maët nghieâng cuøng phöông vôùi 

vector phaùp tuyeán ñôn vò 
r
n  cuûa maët nghieâng thì maët nghieâng naøy ñöôïc 

goïi laø maët chính, phöông phaùp tuyeán cuûa maët nghieâng ñöôïc goïi laø 
phöông chính, vaø öùng suaát phaùp σn taùc ñoäng treân maët nghieâng ñöôïc goïi 
laø öùng suaát chính cuûa ñieåm. Vì r

n

T  song song vôùi 
r
n  neân r

n

T  = σrn  vaø Sn = 0. 
Nhö sau naøy chæ roõ, ôû moãi ñieåm trong vaät theå, toàn taïi ít nhaát ba phöông 
chính. Töø ñònh nghóa, ta coù 

 = σ
r rn

T n                  (2.26) 

hoaëc trong daïng thaønh phaàn 

 = σ
n

i iT n                  (2.27) 

Thay theá n

iT  töø (2.18) seõ ñöa ñeán 

 σ = σij j in n                 (2.28) 

Ñaúng thöùc treân ñöôïc khai trieån chi tieát nhö sau: 

 
σ + σ + σ = σ

σ + σ + σ = σ

σ + σ + σ = σ

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

n n n n
n n n n
n n n n

              (2.29) 

hoaëc theo kyù hieäu cuûa von Karman 

 

( )
( )

( )

σ − σ + τ + τ =

τ + σ − σ + τ =

τ + τ + σ − σ =

x x xy y xz z

yx x y y yz z

zx x zy y z z

n n n 0

n n n 0

n n n 0

              (2.30) 

Heä ba phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát treân luoân toàn taïi boä nghieäm 
taàm thöôøng (nx = ny = nz =0). Ñeå coù boä nghieäm khoâng taàm thöôøng, ñònh 
thöùc cuûa caùc heä soá cuûa heä ba phöông trình tuyeán tính treân phaûi trieät 
tieâu: 

 
σ − σ τ τ

τ σ − σ τ =

τ τ σ − σ

x xy xz

yx y yz

zx zy z

0               (2.31) 
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Ñieàu kieän naøy xaùc ñònh giaù trò cuûa σ. Toång quaùt coù ba nghieäm, σ1, σ2, vaø 
σ3 (thöôøng kyù hieäu σ1 ≥ σ2 ≥ σ3). Ba nghieäm coù theå naøy laø ba ñoä lôùn coù 
theå cuûa öùng suaát phaùp töông öùng vôùi caùc öùng suaát tieáp baèng khoâng. 
Trong kyù hieäu taét, caùc ñaúng thöùc (2.30) vaø (2.31) coù daïng 

 ( )σ − σδ =ij ij jn 0                 (2.32) 

vaø 

 σ − σδ =ij ij 0                 (2.33) 

Khai trieån (2.31) hoaëc (2.33) daãn ñeán phöông trình ñaëc tröng 

 σ − σ + σ − =3 2
1 2 3I I I 0                (2.34) 

ôû ñaây 

 I1 = toång caùc soá haïng treân ñöôøng cheùo chính cuûa tensor öùng suaát 
σij 

 = σ = σ + σ + σ = σ + σ + σ1 ii 11 22 33 x y zI              (2.35) 

 I2 = toång caùc phaàn phuï ñaïi soá cuûa caùc soá haïng treân ñöôøng cheùo 
chính cuûa tensor öùng suaát σij 

 

σ σ σ σ σ σ
= + +
σ σ σ σ σ σ

σ τ σ τσ τ
= + +

τ στ σ τ σ

22 23 11 13 11 12
2

32 33 31 33 21 22

y yz x xyx xz

zx zzy z yx y

I
             (2.36) 

 I3 = ñònh thöùc cuûa tensor öùng suaát σij 

 
σ τ τσ σ σ

= σ σ σ = τ σ τ
τ τ σ τ τ σ

x xy xz11 12 13

3 21 22 23 yx y yz

31 32 33 zx zy z

I              (2.37) 

Töø ñaëc tính cuûa caùc nghieäm cuûa phöông trình baäc ba, coù theå thaáy raèng 

 I1 = σ1 + σ2 + σ3 

 I2 = σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1               (2.38) 

 I3 = σ1σ2σ3 

Do ñoù, phöông trình baäc ba (2.34) phaûi nhö nhau trong caû tröôøng hôïp 
thu ñöôïc töø heä truïc x, y, z cuõng nhö tröôøng hôïp thu ñöôïc töø heä truïc ba 
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phöông chính 1, 2, 3. Vì theá, caùc ñaïi löôïng I1, I2, vaø I3 laø nhöõng baát bieán 
cuûa tensor öùng suaát σij; nghóa laø, caùc giaù trò cuûa chuùng seõ khoâng ñoåi baát 
chaáp söï xoay cuûa heä truïc toïa ñoä. 

Thay theá σ1, σ2, vaø σ3 vaøo trôû laïi (2.32), vaø duøng theâm ñoàng nhaát thöùc 

 + + =2 2 2
1 2 3n n n 1                (2.39) 

ta coù theå xaùc ñònh caùc thaønh phaàn (nx, ny, nz) cuûa phaùp vector ñôn vò ni 
töông öùng vôùi moãi giaù trò cuûa öùng suaát chính σ, 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )=
r 1 1 1 1

1 2 3n n ,n ,n  ñoái vôùi σ = σ1 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )=
r 2 2 2 2

1 2 3n n ,n ,n  ñoái vôùi σ = σ2             (2.40) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )=
r 3 3 3 3

1 2 3n n ,n ,n  ñoái vôùi σ = σ3 

Ba phöông naøy ñöôïc goïi laø ba phöông chính cuûa ñieåm. 

Phöông trình boå sung (2.39) ñöôïc ñaët ra do thöïc teá raèng khi σ trong 
(2.32) baèng σ1, thì theo lyù thuyeát ñaïi soá tuyeán tính heä ba phöông trình 
(2.33) chæ coù toái ña hai phöông trình ñoäc laäp. Coù theå chæ ra raèng neáu taát 
caû ba nghieäm σ khaùc nhau, chính xaùc coù hai phöông trình ñoäc laäp. 
Tröôøng hôïp ñaëc bieät trong ñoù hai hay ba nghieäm σ truøng nhau thì coù theå 
ñöôïc xem nhö laø tröôøng hôïp giôùi haïn. Trong luùc chôø ñôïi, ta chæ caàn thöïc 
teá laø hai hoaëc moät trong caùc phöông trình (2.32) ñoäc laäp, ít nhaát moät lôøi 
giaûi (1)

in  thoûa ñoàng thôøi caùc phöông trình (2.32) vaø phöông trình (2.39) 

toàn taïi. Töông töï, (2)
in  töông öùng vôùi σ2, vaø (3)

in  töông öùng vôùi σ3 coù theå 
ñöôïc tìm thaáy. 

2.1.4. Caùc öùng suaát tieáp chính vaø öùng suaát tieáp cöïc ñaïi 

Trong vieäc moâ taû traïng thaùi öùng suaát cuûa ñieåm, ta thöôøng laáy ba phöông 
chính 1, 2, 3 laøm ba truïc toïa ñoä thay cho heä truïc toång quaùt x, y, z vì tính 
ñôn giaûn do noù ñem laïi. Chuù yù raèng treân nhöõng maët phaúng toïa ñoä naøy 
taát caû caùc öùng suaát tieáp ñaàu baèng zero (hình 2.5).Vì theá, ñoä lôùn cuûa öùng 
suaát taùc ñoäng treân maët nghieâng baát kyø coù vector phaùp tuyeán ñôn vò 

r
n  ôû 

ñieåm naøy nhö ñöôïc cho bôûi (2.25) seõ coù keát quaû 

 ⎛ ⎞ = σ + σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n
2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3T n n n               (2.41) 

Thaønh phaàn öùng suaát phaùp ñöôïc tính theo (2.22) 
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 σ = σ + σ + σ2 2 2
n 1 1 2 2 3 3n n n                (2.42) 

Töø phöông trình (2.23), ñoä lôùn cuûa thaønh phaàn öùng suaát tieáp ñöôïc bieåu 
dieãn nhö 

 ( ) ( )⎛ ⎞= − σ = σ + σ + σ − σ + σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
n n 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3S T n n n n n n    (2.43) 

 

Ñieàu kieän cuûa phaùp vector ñôn vò ñöôïc cho bôûi 

 + + =2 2 2
1 2 3n n n 1                (2.44) 

Töø nhöõng phöông trình (2.42) vaø (2.44), vaø khöû n3, ta thu ñöôïc σn nhö laø 
haøm cuûa n1 vaø n2. Ñoái vôùi caùc giaù trò döøng cuûa σn, laáy ∂σn/∂n1 = 0 vaø 
∂σn/∂n2 = 0, ta coù theå chæ ra raèng σn = σ3 laø moät giaù trò döøng. Töông töï, 
ta cuõng coù theå chöùng minh σ1 vaø σ2 laø nhöõng giaù trò döøng cuûa öùng suaát 
phaùp σn. 

Baây giôø ta khaûo saùt caùc giaù trò döøng cuûa öùng suaát tieáp Sn. Töø caùc phöông 
trình (2.43) vaø (2.44), vaø khöû n3, ta thu ñöôïc 

  ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤= σ − σ + σ − σ + σ − σ − σ + σ − σ + σ⎣ ⎦
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

n 1 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 2 3S n n n n  

(2.45) 

Do ñoù, vì caùc giaù trò döøng cuûa Sn, ta coù 

  ( ) ( ) ( ) ( ){ }∂ ⎡ ⎤= σ − σ σ − σ − σ − σ + σ − σ =⎣ ⎦∂

2
2 2n

1 3 1 1 3 1 3 1 2 3 2
1

S1 n 2 n n 0
2 n

 (2.45a) 

Hình 2.5. Caùc thaønh phaàn cuûa vector öùng suaát taùc ñoäng 
treân maët nghieâng baát kyø trong khoâng gian öùng suaát chính. 

O

σ3 3n

1

r
n

( )⎛ ⎞= = σ σ σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

rn n n n

1 2 3 1 1 2 2 3 3T T ,T ,T n , n , n

σ1 1n  

σ2 2n

A

B

C 

2

3
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 ( ) ( ) ( ) ( ){ }∂ ⎡ ⎤= σ − σ σ − σ − σ − σ + σ − σ =⎣ ⎦∂

2
2 2n

2 3 2 2 3 1 3 1 2 3 2
2

S1 n 2 n n 0
2 n

 (2.45b) 

Giaû söû raèng ba öùng suaát chính σ1, σ2, vaø σ3 khaùc bieät nhau, nghóa laø σ1 > 
σ2 > σ3, ta thu ñöôïc nhöõng ñieàu kieän coù theå thoûa caùc phöông trình 
(2.45a,b), vaø (2.44) nhö sau: 

(i)  n1 = n2 = 0, n3 = ± 1               (2.46) 

Phöông trình (2.43) cho keát quaû Sn = 0, giaù trò cöïc tieåu, vaø thaønh phaàn 
öùng suaát tieáp naøy taùc ñoäng leân maët chính thöù ba. 

(ii)  n1 = 0, n2 = ± 1
2

, vaø n3 = ± 1
2

             (2.47) 

Caùc giaù trò n1, n2, vaø n3 naøy xaùc ñònh hai maët phaúng song song vôùi truïc 
chính thöù nhaát vaø coù phaùp tuyeán hôïp moät goùc 450 vôùi truïc chính thöù hai 
vaø thöù ba. Giaù trò döøng cuûa Sn trong tröôøng hôïp naøy ñöôïc cho bôûi 

 ( )= σ − σ 22 1
n 2 34S                (2.48) 

hoaëc 

 τ = = σ − σ1
23 n 2 32S                (2.49) 

(iii) n2 = 0, n1 = ± 1
2

, vaø n3 = ± 1
2

             (2.50) 

Giaù trò döøng cuûa Sn trong tröôøng hôïp naøy laø 

 τ = = σ − σ1
13 n 1 32S                (2.51) 

Caùc giaù trò n1, n2, vaø n3 naøy xaùc ñònh hai maët phaúng song song vôùi truïc 
chính thöù hai vaø coù phaùp tuyeán hôïp moät goùc 450 vôùi truïc chính thöù nhaát 
vaø thöù ba. Töông töï, moät giaù trò döøng khaùc cuûa öùng suaát tieáp Sn coù theå 
ñöôïc xaùc ñònh bôûi 

 τ = = σ − σ1
12 n 1 22S                (2.52) 

ÖÙng suaát tieáp naøy taùc ñoäng treân nhöõng maët phaúng song song vôùi truïc 
chính thöù ba vaø coù phaùp tuyeán hôïp moät goùc 450 vôùi truïc chính thöù nhaát 
vaø thöù hai. 

Caùc giaù trò döøng σ − σ σ − σ σ − σ1 1 1
1 2 2 3 1 32 2 2, , ñöôïc goïi laø caùc öùng suaát 

tieáp chính do chuùng xaûy ra treân nhöõng maët phaúng chia ñoâi goùc giöõa caùc 
maët chính. Caàn chuù yù raèng nhöõng maët tröôït chính khoâng phaûi laø caùc 
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maët tröôït thuaàn tuùy; Caùc öùng suaát phaùp treân nhuõng maët tröôït chính coù 
theå ñöôïc tính baèng caùch duøng phöông trình (2.41) vaø caùc giaù trò töông 
öùng cuûa n1, n2, vaø n3. Giaù trò cöïc ñaïi cuûa caùc öùng suaát tieáp chính, ñöôïc 
goïi laø öùng suaát tieáp cöïc ñaïi, τmax, baèng τ = σ − σ1

13 1 32  vì σ1 > σ2 > σ3. 

2.1.5. Tensor öùng suaát leäch vaø caùc baát bieán cuûa noù 

Ñeå tieän lôïi trong vieäc moâ hình vaät lieäu ngöôøi ta phaân tích tensor öùng 
suaát thaønh hai phaàn, moät phaàn ñöôïc goïi laø tensor öùng suaát caàu hoaëc 
tensor öùng suaát thuûy tónh vaø phaàn coøn laïi ñöôïc goïi laø tensor öùng suaát 
leäch. Tensor öùng suaát thuûy tónh laø tensor maø nhöõng phaàn töû cuûa noù laø 
σHij  = pδij, ôû ñaây p laø öùng suaát trung bình vaø ñöôïc cho bôûi 

 ( )σ = = σ = σ + σ + σ =H 1 1 1
ij kk x y z 13 3 3p I              (2.53) 

Töø phöông trình (2.53), roõ raøng p laø haèng soá vôùi moïi heä truïc toïa ñoä; do 
ñoù, noù ñöôïc goïi laø öùng suaát caàu hoaëc öùng suaát thuûy tónh. Daïng toång quaùt 
cuûa tensor öùng suaát caàu 

 
⎡ ⎤
⎢ ⎥σ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H
ij

p 0 0
0 p 0
0 0 p

              (2.53a) 

Tensor öùng suaát leäch sij ñöôïc ñònh nghóa baèng caùch tröø traïng thaùi öùng 
suaát caàu khoûi traïng thaùi öùng suaát thaät. Do ñoù, ta coù 

 σij = sij + pδij                (2.54) 

 sij = σij − pδij                (2.55) 

Phöông trình (2.55) cung caáp moät ñònh nghóa caàn thieát cho tensor öùng 
suaát leäch sij. Nhöõng thaønh phaàn cuûa tensor naøy ñöôïc cho bôûi 

 
( )

( )
( )

⎡ ⎤σ − σ σ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = σ σ − σ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ σ σ σ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

11 12 13 11 12 13

ij 21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

s s s p
s s s s p

s s s p
           (2.56) 

hoaëc duøng kyù hieäu cuûa von Karman 

 

( )
( )

( )

⎡ ⎤σ − τ τ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥= = τ σ − τ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

τ τ σ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x xy xzx xy xz

ij yx y yz yx y yz

zx zy z zx zy z

ps s s
s s s s p

s s s p

           (2.57) 
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Chuù yù raèng δij = 0 vaø sij = σij ñoái vôùi i ≠ j trong phöông trình (2.55). 

Roõ raøng raèng vieäc tröø moät öùng suaát phaùp haèng trong taát caû caùc höôùng seõ 
khoâng laøm thay ñoåi nhöõng phöông chính. Do ñoù, caùc phöông chính cuûa 
tensor öùng suaát leäch truøng vôùi caùc phöông chính cuûa tensor öùng suaát goác. 
Trong khoâng gian cuûa caùc öùng suaát chính, tensor öùng suaát leäch coù daïng 

 
( )

( )
( )

⎡ ⎤σ −
⎢ ⎥= σ −⎢ ⎥
⎢ ⎥σ −⎣ ⎦

1

ij 2

3

p 0 0
s 0 p 0

0 0 p
             (2.58) 

hoaëc 

 

σ − σ − σ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

σ − σ − σ⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥

σ − σ − σ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 3

2 3 1
ij

3 1 2

2 0 0
3

2s 0 0
3

20 0
3

           (2.59) 

Ñeå thu ñöôïc caùc baát bieán cuûa tensor öùng suaát leäch sij, moät pheùp daãn xuaát 
töông töï ñöôïc thöïc hieän nhö ñaõ duøng ñeå thu ñöôïc (2.34). Do ñoù ta coù theå 
vieát 

 − δ =ij ijs s 0                 (2.60) 

hoaëc 

 − + − =3 2
1 2 3s J s J s J 0                (2.61) 

ôû ñaây J1, J2, vaø J3 laø caùc baát bieán cuûa tensor öùng suaát leäch. Duøng phöông 
trình (2.54) vaø nhöõng ñònh nghóa töông töï nhö töø (2.35) ñeán (2.37), caùc 
baát bieán J1, J2, vaø J3 coù theå ñöôïc bieåu dieãn trong caùc daïng khaùc döôùi 
daïng caùc thaønh phaàn cuûa sij hoaëc caùc giaù trò chính cuûa noù, s1, s2, vaø s3, 
hay döôùi daïng caùc thaønh phaàn cuûa tensor öùng suaát σij hoaëc caùc giaù trò 
chính cuûa noù, σ1, σ2, vaø σ3. Do ñoù, ta coù 

 = = + + = + + =1 ii 11 22 33 1 2 3J s s s s s s s 0             (2.62) 
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( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

= = + + + + + = + +

= + + + σ + σ + σ

= − − − + σ + σ + σ = − + +

⎡ ⎤= − + − + − + σ + σ + σ
⎣ ⎦

= σ −

L2 2 2 2 2 21 1 1
2 ij ji 11 22 33 12 21 21 12 1 2 32 2 2

2 2 2 2 2 21
11 22 33 12 23 312

2 2 2
11 22 22 33 33 11 12 23 31 1 2 2 3 3 1

2 2 2 2 2 21
11 22 22 33 33 11 12 23 316

1
x6

J s s s s s s s s s s s s

s s s 2 2 2

s s s s s s s s s s s s

s s s s s s

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

⎡ ⎤σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= σ − σ + σ − σ + σ − σ
⎣ ⎦

2 2 2 2 2 2
y y z z x xy yz zx

2 2 21
1 2 2 3 3 16

 (2.63) 

 ( )
τ τ

= = τ τ = + + =

τ τ

x xy xz
3 3 31 1

3 ij jk ki yx y yz 1 2 3 1 2 33 3

zx zy z

s
J s s s s s s s s s s

s

          (2.64) 

Caùc baát bieán J1, J2, vaø J3 cuûa tensor öùng suaát leäch ñöôïc lieân heä vôùi caùc 
baát bieán I1, I2, vaø I3 cuûa tensor öùng suaát σij bôûi 

 ( )
( )

=

= −

= − +

1

21
2 1 23

31
3 1 1 2 327

J 0

J I 3I

J 2I 9I I 27I

              (2.65) 

Vieäc söû duïng tensor öùng suaát leäch coù öu ñieåm laø baát bieán thöù nhaát cuûa 
tensor naøy, J1, luoân baèng khoâng. Ñieàu naøy cuõng coù theå ñöôïc thaáy baèng 
caùch laáy toång cuûa caùc phaàn töû cheùo trong (2.56) hoaëc (2.58). 

Coù theå thaáy raèng ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå traïng thaùi öùng suaát laø traïng 
thaùi tröôït thuaàn tuùy laø σii = 0, hoaëc baát bieán thöù nhaát cuûa noù I1 = 0 (xem 
baøi taäp 2.11). Do ñoù, tensor öùng suaát leäch sij laø traïng thaùi tröôït thuaàn 
tuùy. 

2.1.6. ÖÙng suaát baùt dieän 

Maët phaúng öùng suaát baùt dieän laø maët phaúng coù phaùp tuyeán nghieâng ñeåu 
so vôùi ba phöông chính cuûa öùng suaát. Do ñoù, caùc maët phaúng vôùi phaùp 
tuyeán ñôn vò ( ) ( ) ( )= = ± ± ±

r
1 2 3n n ,n ,n 1 3 1, 1, 1  trong heä truïc öùng suaát chính 

ñöôïc goïi laø caùc maët baùt dieän. Chuù yù raèng ta coù ñeán taùm maët baùt dieän 
nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.6, vôùi OA = OB = OC = OA’ = OB’ = 
OC’. Trong heä truïc öùng suaát chính 1, 2, vaø 3, tensor öùng suaát σij ñöôïc 
vieát nhö 
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σ⎡ ⎤
⎢ ⎥σ = σ⎢ ⎥
⎢ ⎥σ⎣ ⎦

1

ij 2

3

0 0
0 0
0 0

               (2.66) 

Thaønh phaàn öùng suaát phaùp cuûa vector öùng suaát taïi ñieåm O, taùc ñoäng 
treân maët nghieâng coù vector phaùp tuyeán ñôn vò 

r
n  coù theå thu ñöôïc baèng 

coâng thöùc Cauchy (2.22), 

 σn = σijninj  

hoaëc 

 σn = σ1n1n1 + σ2n2n2 + σ3n3n3              (2.67) 

 

Do ñoù, öùng suaát phaùp treân moät maët baùt dieän seõ laø 

 ( )σ = σ + σ + σ = σ + σ + σ =2 2 2 1 1
oct 1 1 2 2 3 3 1 2 3 13 3n n n I             (2.68) 

Chuù yù raèng ñoä lôùn cuûa σoct treân taát caû taùm maët baùt dieän laø baèng nhau vaø 
raèng ñaïi löôïng σoct chính laø öùng suaát phaùp trung bình (hoaëc öùng suaát 
thuûy tónh). 

ÖÙng suaát tieáp treân maët baùt dieän, τoct, coù theå thu ñöôïc töø coâng thöùc trong 
phöông trình (2.23): 

 ⎛ ⎞τ = − σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n
2 2

octoct octT                (2.69) 

Söû duïng phöông trình (2.24) ñeå tính ( n
octT )2, ta nhaän ñöôïc 

Hình 2.6. Caùc thaønh phaàn cuûa vector öùng suaát taùc ñoäng 
treân maët nghieâng baát kyø trong khoâng gian öùng suaát chính. 

O
2

B

A

C

3

1

A’

B’

C’
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 ( )⎛ ⎞ = σ + σ + σ = σ + σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n
2 2 2 2 2 2 2 2 21oct 1 1 2 2 3 3 1 2 33T n n n             (2.70) 

Do ñoù, 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

τ = σ + σ + σ − σ + σ + σ

⎡ ⎤= σ − σ + σ − σ + σ − σ
⎣ ⎦

22 2 2 21
oct 1 2 3 1 2 33 2

2 2 2
1 2 2 3 3 1

1
3

1
9

            (2.71) 

Duøng caùc keát quaû veà öùng suaát tieáp chính, τoct coù theå ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 ( )τ = τ + τ + τ2 2 2 24
oct 12 23 319                (2.72) 

ôû ñaây τ12, τ23, vaø τ31 laø caùc öùng suaát tieáp chính. Do ñoù, 

 ( )τ = τ + τ + τ =
1 22 2 22 2

oct 12 23 31 23 3 J              (2.73) 

ôû ñaây J2 laø baát bieán thöù hai cuûa tensor öùng suaát leäch. ÖÙng suaát tieáp baùt 
dieän coù theå ñöôïc tính theo caùc baát bieán cuûa tensor öùng suaát nhö (xem 
phöông trình (2.65)) 

 ( )τ = −
1 22

oct 1 2
2 I 3I
3

               (2.74) 

vaø theo caùc thaønh phaàn öùng suaát trong heä truïc toång quaùt xyz, öùng suaát 
tieáp baùt dieän trôû thaønh (xem phöông trình (2.63)) 

    ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤τ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ⎢ ⎥⎣ ⎦

1 22 2 2 2 2 21
oct x y y z z x xy yz zx3 6  (2.75) 

Chuù yù raèng ñoä lôùn cuûa τoct treân taùm maët baùt dieän laø nhö nhau vaø ñaïi 
löôïng τoct coù theå ñöôïc xem moät caùch hôi khaäp khieãng laø öùng suaát tieáp 
chính trung bình nhö ñöôïc cho bôûi (2.73). 

2.1.7. Caùc yù nghóa vaät lyù cuûa caùc baát bieán öùng suaát I1 vaø J2 

Coù vaøi caùch hieåu veà caùc baát bieán öùng suaát I1 vaø J2, moät trong caùc caùch 
hieåu aáy ñöôïc bieåu dieãn bôûi caùc ñaúng thöùc (2.68) vaø (2.73). Cuï theå laø, I1/3 
laø öùng suaát phaùp baùt dieän σoct, trong khi 2(2 / 3)J  laø öùng suaát tieáp baùt 

dieän. Nhöõng hieåu bieát bieát khaùc ñöôïc trình baøy trong caùc phaàn döôùi ñaây. 

2.1.7.1. Naêng löôïng bieán daïng ñaøn hoài 

Naêng löôïng bieán daïng ñaøn hoài toång coäng W treân moät ñôn vò theå tích cuûa 
vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính coù theå ñöôïc chia thaønh hai phaàn, moät phaàn 
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lieân quan vôùi söï thay ñoåi theå tích W1, vaø moät phaàn lieân quan vôùi söï thay 
ñoåi hình daùng W2: 

 W = W1 + W2                (2.79) 

vôùi 

 W1 = naêng löôïng giaõn nôû theå tích = − ν 2
1

1 2 I
6E

            (2.80) 

 W2 = naêng löôïng thay ñoåi hình daùng = + ν
2

1 J
E

              (2.81) 

ôû ñaây E vaø ν töông öùng laø modulus ñaøn hoài vaø heä soá Poisson. Caùc baát 
bieán I1 vaø J2 ñöôïc xem laø tyû leä thuaän vôùi naêng löôïng giaõn nôû theå tích vaø 
naêng löôïng thay ñoåi hình daùng moät caùch töông öùng. 

2.1.7.2. ÖÙng suaát trung bình 

Khaûo saùt phaân toá theå tích hình caàu vi phaân. ÔÛ moät ñieåm treân beà maët 
cuûa hình caàu naøy, vector öùng suaát treân maët phaúng tieáp tuyeán coù moät 
thaønh phaàn öùng suaát tieáp τs vaø thaønh phaàn öùng suaát phaùp σs. Giaù trò 
trung bình cuûa öùng suaát phaùp σs treân toaøn maët caàu coù theå ñöôïc xaùc ñònh 
bôûi 

 
→

⎛ ⎞
σ = σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫m ss 0
S

1lim dS
S

               (2.82) 

ôû ñaây S bieåu thò dieän tích maët caàu. Bieåu thöùc naøy ñöôïc ñònh löôïng 

 ( )σ = σ + σ + σ =1 1
m 1 2 3 13 3 I               (2.83) 

Ñoái vôùi öùng suaát tieáp τs treân maët caàu, giaù trò trung bình cuûa τs coù theå 
ñöôïc döïa vaøo caùc öùng suaát toàn taïi treân taát caû caùc maët phaúng coù theå ñi 
qua ñieåm baèng caùch thöïc hieän pheùp tính trung bình treân toaøn maët caàu. 
Do daáu cuûa öùng suaát tieáp khoâng coù yù nghóa ñoái vôùi cô cheá vaät lyù cuûa söï 
phaù huûy neân thieát thöïc nhaát laø laáy pheùp trung bình theo daïng trung 
bình caên baäc hai. Nghóa laø, 

 
→

⎛ ⎞
τ = τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

1 2

2
m ss 0

S

1lim dS
S

               (2.84) 

Thöïc hieän pheùp tích phaân, ta coù 

 ( ) ( ) ( )⎡ ⎤τ = σ − σ + σ − σ + σ − σ
⎣ ⎦

1 22 2 2
m 1 2 2 3 3 1

1
15

           (2.85) 
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hoaëc döôùi daïng baát bieán J2, 

 τ = 2
m 25 J                 (2.86) 

2.1.7.3. Trung bình caên cuûa öùng suaát tröôït chính 

Caùc phöông trình (2.49), (2.51), vaø (2.52) cho caùc öùng suaát tieáp chính, giaù 
trò trung bình caên cuûa chuùng laø 

 
⎡ ⎤σ − σ σ − σσ − σ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ + + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 22
22 3 3 11 2 2J1

3 2 2 2 2
           (2.87) 

2.1.8. Caùc voøng troøn Mohr trong khoâng gian öùng suaát ba chieàu 

Voøng troøn Mohr laø phöông caùch ñoà hoïa coù hieäu quaû ñeå bieåu dieãn traïng 
thaùi öùng suaát cuûa moät ñieåm. Trong caùch bieåu dieãn ñoà hoïa naøy, traïng 
thaùi öùng suaát cuûa moät ñieåm ñöôïc bieåu dieãn bôûi bieåu ñoà voøng troøn Mohr, 
trong ñoù hoaønh ñoä, σn, vaø tung ñoä, Sn, cuûa moãi ñieåm treân voøng troøn 
Mohr töông öùng seõ cho thaønh phaàn öùng suaát phaùp vaø thaønh phaàn öùng 
suaát tieáp taùc ñoäng treân maët nghieâng coù phaùp tuyeán xaùc ñònh. 

Ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát khoái ñaõ cho cuûa moät ñieåm, caùc giaù trò öùng 
suaát chính σ1, σ2, vaø σ3 (vôùi σ1 > σ2 > σ3) phaûi ñöôïc tính tröôùc theo coâng 
thöùc (2.34), vaø caùc truïc chính töông öùng ñöôïc tính theo caùc coâng thöùc 
(2.40). Moãi khi caùc giaù trò σ1, σ2, vaø σ3 ñöôïc xaùc ñònh, moät bieåu ñoà voøng 
troøn Mohr coù theå ñöôïc xaây döïng nhö ñöôïc trình baøy trong hình 2.7. 
Trong caùc hình naøy, caùc taâm cuûa ba voøng troøn Mohr C1, C2, vaø C3 coù caùc 
toïa ñoä töông öùng laø ( ) ( ) ( )⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ +σ σ +σ σ +σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1 1
2 3 3 1 1 22 2 2,0 , ,0 , ,0 . Ba baùn 

kính R1, R2, vaø R3 töông öùng baèng ( ) ( ) ( )σ −σ σ −σ σ −σ1 1 1
2 3 1 3 1 22 2 2, , . Ñoái vôùi 

heä truïc toïa ñoä chính, caùc öùng suaát phaùp vaø tieáp cuûa ñieåm ñang khaûo saùt 
treân maët caét coù vector phaùp tuyeán ñôn vò 

r
n  coù theå ñöôïc veõ nhö moät ñieåm 

trong khoâng gian öùng suaát σn-Sn. Chuùng ta haõy khaûo saùt mieàn döông cuûa 
Sn, nghóa laø, trong mieàn nöûa treân cuûa khoâng gian öùng suaát σn-Sn. 

Goïi n1, n2, vaø n3 laàn löôït laø caùc thaønh phaàn cuûa phaùp vector ñôn vò 
r
n  

trong heä truïc chính 1, 2, vaø 3, vaø σ1 > σ2 > σ3, caùc phöông trình (2.42) vaø 
(2.43) cho 

 ⎛ ⎞σ + = = σ + σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2n
2 2 2 2 2 2 2 2
n n 1 1 2 2 3 3S T n n n              (2.88) 

 σ = σ + σ + σ2 2 2
n 1 1 2 2 3 3n n n                (2.89) 
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Ñoái vôùi vector ñôn vò, ta coù 

 + + =2 2 2
1 2 3n n n 1                (2.90) 

Giaûi heä ba phöông trình töø (2.88) ñeán(2.90) ñoái vôùi ba aån 2 2 2
1 2 3n , n , n , ta 

ñöôïc 

 ( ) ( )
( ) ( )
+ σ − σ σ − σ

=
σ − σ σ − σ

2
n n 2 n 32

1
1 2 1 3

S
n               (2.91) 

 ( ) ( )
( ) ( )
+ σ − σ σ − σ

=
σ − σ σ − σ

2
n n 3 n 12

2
2 3 2 1

S
n               (2.92) 

 ( ) ( )
( ) ( )
+ σ − σ σ − σ

=
σ − σ σ − σ

2
n n 1 n 22

3
3 1 3 2

S
n               (2.93) 

Vì σ1 > σ2 > σ3, vaø caùc veá traùi cuûa caùc ñaúng thöùc töø (2.91) ñeán (2.93) 
khoâng aâm, neân 

 ( ) ( )+ σ − σ σ − σ ≥2
n n 2 n 3S 0               (2.94) 

 ( ) ( )+ σ − σ σ − σ ≤2
n n 3 n 1S 0               (2.95) 

 ( ) ( )+ σ − σ σ − σ ≥2
n n 1 n 2S 0               (2.96) 

Caùc keát quaû treân coù theå ñöôïc vieát laïi nhö 

 ( ) ( )⎡ ⎤+ σ − σ + σ ≥ σ − σ⎣ ⎦
2 22 1 1

n n 2 3 2 32 4S              (2.97) 

 ( ) ( )⎡ ⎤+ σ − σ + σ ≤ σ − σ⎣ ⎦
2 22 1 1

n n 1 3 1 32 4S              (2.98) 

 ( ) ( )⎡ ⎤+ σ − σ + σ ≥ σ − σ⎣ ⎦
2 22 1 1

n n 1 2 1 22 4S              (2.99) 

Caùc moái quan heä töø (2.97) ñeán (2.99) chæ ra raèng nhöõng giaù trò coù theå 
chaáp nhaän cuûa σn vaø Sn naèm ôû beân trong hay treân caùc bieân cuûa mieàn 
ñöôïc giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng troøn C1, C2, vaø C3, nhö ñöôïc bieåu dieãn trong 
hình 2.7. 

Ñoái vôùi giaù trò coá ñònh baát kyø cuûa n1, khöû n2 vaø n3 töø nhöõng phöông 
trình (2.88) ñeán (2.90) cho keát quaû 

 ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤σ − σ + σ + = σ − σ + σ − σ σ − σ⎣ ⎦
2 22 21 1

n 2 3 n 2 3 1 1 2 1 32 4S n   (2.100) 
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Do ñoù, ñoái vôùi giaù trò n1 ñaõ cho, ñieåm (σn, Sn) töông öùng vôùi giaù trò n1 
naøy naèm treân cung troøn C’D’ nhö ñöôïc bieåu dieãn treân hình 2.7. Ñeå veõ 
cung naøy, ta veõ ñöôøng thaúng l1 song song vôùi truïc tung Sn ñi qua ñieåm 
(σ1, 0) vaø döïng theâm ñöôøng thaúng môùi hôïp vôùi ñöôøng thaúng l1 goùc α = 
arccos(n1). Ñöôøng thaúng naøy caét caùc voøng troøn C2 vaø C3 laàn löôït taïi C’ vaø 
D’. Duøng ñieåm ( )⎡ ⎤σ +σ⎣ ⎦

1
2 32 ,0  laøm taâm, veõ cung troøn C’D’. 

 

Töông töï, ñoái vôùi giaù trò coá ñònh cuûa n2, khöû n1 vaø n3 töø nhöõng phöông 
trình (2.88) ñeán (2.90) cho keát quaû 

 ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤σ − σ + σ + = σ − σ + σ − σ σ − σ⎣ ⎦
2 22 21 1

n 1 3 n 1 3 2 2 1 2 32 4S n   (2.101) 

Do ñoù, ñoái vôùi giaù trò n2 ñaõ cho, ñieåm (σn, Sn) töông öùng vôùi giaù trò n2 
naøy naèm treân cung troøn E’F’ nhö ñöôïc bieåu dieãn treân hình 2.7. Ñeå veõ 
cung naøy, ta veõ ñöôøng thaúng l2 song song vôùi truïc tung Sn ñi qua ñieåm 
(σ2, 0) vaø döïng theâm ñöôøng thaúng môùi hôïp vôùi ñöôøng thaúng l2 goùc β = 
arccos(n2). Ñöôøng thaúng naøy caét caùc voøng troøn C1 vaø C3 laàn löôït taïi E’ vaø 
F’. Duøng ñieåm ( )⎡ ⎤σ +σ⎣ ⎦

1
1 32 ,0  laøm taâm, veõ cung troøn E’F’. 

Cuoái cuøng, ñoái vôùi giaù trò coá ñònh cuûa n3, khöû n1 vaø n2 töø nhöõng phöông 
trình (2.88) ñeán (2.90) cho keát quaû 

σn

Sn 

σ1σ2σ3

l1 l2 l3 

( )σ + σ1
2 32

( )σ + σ1
1 32

( )σ + σ1
1 22

C1 C2 C3

A’

B’

C’
D’

E’

F’

O 
αβγ

•P’

Hình 2.7. Caùc voøng troøn Mohr trong tröôøng hôïp ba chieàu 
(vôùi σ1 > σ2 > σ3). 
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 ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤σ − σ + σ + = σ − σ + σ − σ σ − σ⎣ ⎦
2 22 21 1

n 1 2 n 1 2 3 3 1 3 22 4S n   (2.102) 

Do ñoù, ñoái vôùi giaù trò n3 ñaõ cho, ñieåm (σn, Sn) töông öùng vôùi giaù trò n3 
naøy naèm treân cung troøn A’B’ nhö ñöôïc bieåu dieãn treân hình 2.7. Ñeå veõ 
cung naøy, ta veõ ñöôøng thaúng l3 song song vôùi truïc tung Sn ñi qua ñieåm 
(σ3, 0) vaø döïng theâm ñöôøng thaúng môùi hôïp vôùi ñöôøng thaúng l3 goùc γ = 
arccos(n3). Ñöôøng thaúng naøy caét caùc voøng troøn C1 vaø C2 laàn löôït taïi B’ vaø 
A’. Duøng ñieåm ( )⎡ ⎤σ +σ⎣ ⎦

1
1 22 ,0  laøm taâm, veõ cung troøn A’B’. 

Ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát ñaõ cho cuûa ñieåm P, ta coù theå xaùc ñònh xaùc 
ñònh baèng phöông phaùp hình hoïc caùc thaønh phaàn öùng suaát phaùp σn vaø 
öùng suaát tieáp Sn treân maët nghieâng ñi qua ñieåm naøy vaø coù phaùp tuyeán 
ñôn vò =

r
1 2 3n (n ,n ,n ) . Do chæ coù hai trong ba ñaïi löôïng n1, n2, vaø n3 laø ñoäc 

laäp neân ta coù theå duøng hai giaù trò baát kyø, thí duï, n1 vaø n3 ñeå xaùc ñònh 
ñieåm (σn, Sn) töông öùng vôùi hai giaù trò naøy. Ñoái vôùi giaù trò coá ñònh cuûa 
n1, ta döïng cung troøn C’D’. Töông töï, ñoái vôùi giaù trò coá ñònh cuûa n3, ta 
döïng cung troøn A’B’, nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.7. Giao ñieåm P’ 
giöõa hai cung troøn naøy, P’, cho nhöõng giaù trò σn vaø Sn töông öùng vôùi caùc 
giaù trò n1, n2, vaø n3 ñaõ cho. Giaù trò thöù ba, n2, ñöôïc duøng ñeå kieåm tra quy 
trình do cung thöù ba E’F’ phaûi ñi qua ñieåm P’. 

2.1.9. Khoâng gian öùng suaát Haigh−Westergaard 

Söï bieåu dieãn traïng thaùi öùng suaát ôû moät ñieåm baèng phöông phaùp hình 
hoïc naøy thì raát höõu ích trong vieäc nghieân cöùu lyù thuyeát deûo vaø caùc tieâu 
chuaån phaù huûy. Do tensor öùng suaát σij coù saùu thaønh phaàn ñoäc laäp, dó 
nhieân coù theå khaûo saùt nhöõng thaønh phaàn naøy nhö laø caùc toïa ñoä vò trí 
trong khoâng gian saùu chieàu. Tuy nhieân, ñieàu naøy thì quaù khoù ñeå xöû lyù. 
Söï löïa choïn ñôn giaûn nhaát laø laáy ba öùng suaát chính σ1, σ2, σ3 nhö laø ba 
toïa ñoä vaø bieåu dieãn traïng thaùi öùng suaát ôû moät ñieåm nhö laø moät ñieåm 
trong khoâng gian öùng suaát ba chieàu naøy. Khoâng gian naøy ñöôïc goïi laø 
khoâng gian öùng suaát Haigh−Westergaard. Trong khoâng gian öùng suaát 
chính naøy, moãi ñieåm coù caùc toïa ñoä σ1, σ2, vaø σ3 seõ bieåu dieãn moät traïng 
thaùi öùng suaát khaû dó. Hai traïng thaùi öùng suaát baát kyø ôû moät ñieåm P khaùc 
nhau veà caùc phöông chính, nhöng coù cuøng caùc giaù trò öùng suaát chính seõ 
ñöôïc bieåu dieãn bôûi cuøng moät ñieåm trong khoâng gian öùng suaát ba chieàu. 
Ñieàu naøy nguï yù raèng loaïi bieåu dieãn khoâng gian öùng suaát naøy ñöôïc taäp 
trung chuû yeáu vaøo hình hoïc cuûa öùng suaát vaø khoâng taäp trung vaøo höôùng 
cuûa traïng thaùi öùng suaát ñoái vôùi vaät theå. 

Khaûo saùt ñöôøng thaúng ON ñi qua goác toïa ñoä vaø nghieâng ñeàu so vôùi ba 
truïc chính, nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.8. Ñoái vôùi moãi ñieåm treân 

A’ 
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ñöôøng thaúng naøy töông öùng vôùi traïng thaùi öùng suaát coù σ1 = σ2 = σ3. Ñoù 
laø traïng thaùi öùng suaát thuûy tónh hay traïng thaùi öùng suaát caàu, trong khi 
caùc öùng suaát leäch, s1 = (2σ1 - σ2 - σ3)/3, …, ñeàu baèng zero. Do ñoù, ñöôøng 
naøy ñöôïc ñaët teân laø truïc thuûy tónh. Hôn nöõa, maët phaúng baát kyø vuoâng 
goùc vôùi ON ñöôïc goïi laø maët phaúng leäch. Maët phaúng nhö theá coù phöông 
trình 

 

 σ +σ +σ = ξ1 2 3 3              (2.103) 

ôû ñaây ξ laø khoaûng caùch töø ñieåm goác toïa ñoä ñeán maët phaúng ñöôïc ño doïc 
theo phaùp tuyeán ON. Maët phaúng leäch ñaë bieät ñi qua ñieåm goác 0, 

 σ +σ +σ =1 2 3 0              (2.104) 

ñöôïc goïi laø maët phaúng π. 

Khaûo saùt moät traïng thaùi öùng suaát baát kyø ôû ñieåm ñaõ cho vôùi caùc thaønh 
phaàn öùng suaát σ1, σ2, vaø σ3. Traïng thaùi öùng suaát naøy ñöôïc bieåu dieãn bôûi 
ñieåm P(σ1, σ2, σ3) trong khoâng gian öùng suaát chính trong hình 2.8. 
Vector öùng suaát 

uuur
OP coù theå ñöôïc phaân tích thaønh hai thaønh phaàn, thaønh 

phaàn 
uuur
ON theo phöông cuûa vector ñôn vò =

r
n (1 3,1 3,1 3) vaø thaønh 

phaàn 
uuur
NP vuoâng goùc vôùi 

uuur
ON (song song vôùi maët phaúng π). Do ñoù, 

 ( ) ⎛ ⎞
= ⋅ = σ σ σ ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

uuur uuur r
1 2 3

1 1 1ON OP n , , , ,
3 3 3

           (2.105) 

 ( )= σ + σ +σ = =
uuur

1
1 2 3

I1ON 3p
3 3

           (2.106) 

Caùc thaønh phaàn cuûa vector 
uuur
NP ñöôïc cho bôûi 

Hình 2.8. Khoâng gian öùng suaát Haigh-Westergaard. 

O 

σ1 

σ3

σ2 

ρ

Maët phaúng leäch
σ1 + σ2 + σ3 = const

P(σ1, σ2, σ3)•

• N(p, p, p)r
nr

1e  

arccos(1/ 3)

Truïc thuûy tónh 
σ1 = σ2 = σ3 

(s1, s2, s3)

ξ
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 = −
uuur uuur uuur
NP OP ON              (2.107) 

Nhöng 

 ( )= =
uuur uuur r
ON ONn p,p,p              (2.108) 

Do ñoù, thay theá (2.108) vaøo (2.107), 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤= σ σ σ − = σ − σ − σ −⎣ ⎦
uuur

1 2 3 1 2 3NP , , p,p,p p , p , p            (2.109) 

Duøng ñaúng thöùc (2.55), ta ruùt goïn (2.109) döôùi daïng 

 ( )=
uuur

1 2 3NP s ,s ,s                (2.110) 

Do ñoù chieàu daøi ρ cuûa vector 
uuur
NP ñöôïc cho bôûi 

 ( )ρ = = + + =
uuur 122 2 2

1 2 3 2NP s s s 2J            (2.111) 

hoaëc, theo ñaúng thöùc (2.73), 

 ρ = = τ
uuur

octNP 3               (2.112) 

Do ñoù, caùc vector 
uuur
ON vaø 

uuur
NP laàn löôït moâ taû caùc thaønh phaàn öùng suaát 

thuûy tónh (pδij) vaø caùc thaønh phaàn öùng suaát leäch (sij) cuûa traïng thaùi öùng 
suaát (σij) ñöôïc bieåu dieãn bôûi ñieåm P trong hình 2.8. 

Baây giôø chuùng ta khaûo saùt caùc hình chieáu cuûa vector 
uuur
NP vaø caùc hình 

chieáu cuûa truïc toïa ñoä σi treân maët phaúng leäch nhö ñöôïc veõ trong hình 2.9. 
Trong hình naøy, caùc truïc σ1’, σ2’, vaø σ3’ laø caùc hình chieáu cuûa caùc truïc σ1, 
σ2, vaø σ3 treân maët phaúng leäch, vaø NP laø hình chieáu cuûa vector 

uuur
NP treân 

maët phaúng leäch. Do vector ñôn vò ′
r
1e  cuûa truïc σ1’ coù caùc hình chieáu treân 

caùc truïc σ1, σ2, vaø σ3 laø 

 ( )⎛ ⎞′ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
1

1e 2, 1, 1
6

, 

trong tröôøng hôïp naøy hình chieáu NQ’ cuûa vector 
uuur
NP leân truïc σ1’ ñöôïc cho 

bôûi 

 ( ) ( )⎛ ⎞′ ′= ρ θ = ⋅ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

uuur r
1 1 2 3

1NP cos NP e s ,s ,s 2, 1, 1
6

 

hoaëc 
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 ( )ρ θ = − −1 2 3
1cos 2s s s
6

            (2.113) 

Thay s2 + s3 = − s1 vaøo (2.113), ta coù 

 ρ θ = 3
12cos s               (2.114) 

 

Thay ρ töø (2.111) vaøo (2.114), ta nhaän ñöôïc 

 θ = 1

2

s3cos
2 J

              (2.115) 

Duøng ñoàng nhaát thöùc löôïng giaùc cos3θ = 4cos3θ − 3cosθ vaø thay cosθ töø 
(2.115) seõ daãn ñeán keát quaû 

 
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3

1 1

2 2

s s3 3cos3 4 3
2 2J J

 

hoaëc 

 ( )θ = −31 1 23 2
2

3 3cos3 s s J
2J

             (2.116) 

Thay J2 = -(s1s2 + s2s3 + s3s1) vaøo (2.116) ta ñöôïc 

σ1’

σ2’ σ3’ 
π2
3

π2
3

θ

N

Q’P

ρ θ = 3
12cos s( )′ = − −

r
1

1e 2, 1, 1
6

Hình 2.9. Hình chieáu cuûa traïng thaùi öùng ñieåm leân maët phaúng leäch. 
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 ( )⎡ ⎤θ = + + +⎣ ⎦
3 2
1 1 2 3 1 2 33 2

2

3 3cos3 s s s s s s s
2J

           (2.117) 

Cuoái cuøng, thay s2 + s3 = − s1 vaø J3 = s1s2s3 vaøo (2.113), ta nhaän ñöôïc 

 θ = 3
3 2
2

J3 3cos3
2 J

             (2.118) 

Phöông trình (2.118) chæ ra raèng giaù trò cuûa cos3θ laø moät baát bieán ñöôïc 
lieân heä vôùi caùc baát bieán cuûa tensor öùng suaát leäch J2 vaø J3. Baây giôø ta 
thaáy raèng moät traïng thaùi öùng suaát (σ1, σ2, σ3) coù theå ñöôïc bieåu dieãn bôûi 
(ξ, ρ, θ), chuùng ñöôïc xem nhö laø caùc toïa ñoä Haigh−Westergaard. Sau naøy, 
trong nhöõng thaûo luaän veà chaûy deûo vaø caùc ñieàu kieän phaù huûy, ξ, ρ, vaø θ 
ñöôïc duøng nhö laø nhöõng thoâng soá ñöôïc caàn ñeán ñeå moâ taû caùc haøm chaûy 
deûo vaø phaù huûy trong khoâng gian öùng suaát. Caùc moái quan heä giöõa (σ1, σ2, 
σ3) vaø (ξ, ρ, θ) coù theå ñöôïc thieát laäp trong caùch thöùc sau ñaây. 

Töø phöông trình (2.115), ta bieát 

 = θ1 2
2s J cos
3

             (2.119) 

Töông töï, caùc thaønh phaàn öùng suaát leäch s2 vaø s3 cuõng coù theå thu ñöôïc 
theo goùc θ. Töø hình 2.9, nhöõng thaønh phaàn naøy ñöôïc cho bôûi 

 π⎛ ⎞= − θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2
2 2s J cos

33
            (2.120) 

 π⎛ ⎞= + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 2
2 2s J cos

33
            (2.121) 

Caùc quan heä naøy chæ ñöôïc thoûa chæ khi goùc naèm trong mieàn giaù trò (ñoái 
vôùi σ1 ≥ σ2 ≥ σ3) 

 
π

≤ θ ≤0
3

              (2.122) 

Do caùc phöông trình (2.58), (2.103), (2.111), (2.119), (2.120), vaø (2.121), 
ba öùng suaát chính cuûa tensor öùng suaát σij ñöôïc cho bôûi 
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( )
( )

( )
( )

⎧ ⎫σ θ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ = + θ− π⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ θ+ π⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫ξ θ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ξ + ρ θ − π⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ξ θ+ π⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1

2 2

3

p cos
2p J cos 2 3
3p cos 2 3

cos
1 2 cos 2 3

33 cos 2 3

           (2.123) 

2.1.10. Phöông trình caân baèng 

Ñoái vôùi theå tích vaät lieäu baát kyø V vaø ñöôïc bao quanh bôûi dieän tích S, nhö 
ñöôïc chæ ra trong hình 2.10, ta coù phöông trình caân baèng sau: 

 

 + =∫ ∫
n

i i
s V

T dS FdV 0             (2.124) 

Thay theá r
n

T  töø (2.18), phöông trình (2.124) coù theå ñöôïc vieát nhö 

 σ + =∫ ∫ij j i
s V

ndS FdV 0             (2.125) 

Duøng ñònh lyù divergence 

 =∫ ∫j j j,j
s V

undS u dV               (2.126) 

Phöông trình (2.125) coù theå ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 ( )σ + =∫ ij,j i
V

F dV 0              (2.127) 

Vì theå tích V laø baát kyø, neân 

 σ + =ij,j iF 0               (2.128) 

Hình 2.10. Caân baèng cuûa vaät theå.

X 
Y

O

Z

r
F

V

S

dS
dV

r
n

rn
T
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Phöông trình (2.128) coù theå ñöôïc khai trieån theo caùc kyù hieäu chæ soá (x, y, 
z) 

 

∂τ∂σ ∂τ
+ + + =

∂ ∂ ∂
∂τ ∂σ ∂τ

+ + + =
∂ ∂ ∂

∂τ∂τ ∂σ
+ + + =

∂ ∂ ∂

xyx xz
x

yx y yz
y

zyzx z
z

F 0
x y z

F 0
x y z

F 0
x y z

            (2.129) 

2.2. Tieâu chuaån chaûy ñoäc laäp vôùi öùng suaát thuûy tónh 

2.2.1. Caùc khaûo saùt toång quaùt 

Tieâu chuaån chaûy ñònh nghóa caùc giôùi haïn ñaøn hoài cuûa vaät lieäu döôùi caùc 
traïng thaùi öùng suaát phöùc hôïp. Nhö chuùng ta bieát, giôùi haïn ñaøn hoài trong 
thí nghieäm keùo ñôn truïc laø öùng suaát chaûy σ0, trong luùc trong thí nghieäm 
tröôït thuaàn tuùy, laø öùng suaát tieáp chaûy τ0. Toång quaùt, giôùi haïn ñaøn hoài 
hoaëc öùng suaát chaûy laø moät haøm cuûa traïng thaùi öùng suaát, σij. Do ñoù, ñieàu 
kieän chaûy coù theå ñöôïc bieåu dieãn toång quaùt nhö 

 ( )σ =Kij 1 2f ,k ,k , 0             (2.130) 

ôû ñaây k1, k2, … laø nhöõng haèng soá vaät lieäu gioáng nhö σ0 vaø τ0,, chuùng 
ñöôïc xaùc ñònh töø thí nghieäm. 

Ñoái vôùi nhöõng vaät lieäu ñaúng höôùng, phöông cuûa caùc öùng suaát chính thì 
khoâng phuï thuoäc vaøo vaät lieäu, vaø nhöõng giaù trò cuûa caùc öùng suaát chính 
ñuû ñeå moâ taû traïng thaùi öùng suaát duy nhaát. Do ñoù moät tieâu chuaån chaûy coù 
daïng quan heä nhö sau 

 ( )σ σ σ =K1 2 3 1 2f , , ,k ,k , 0              (2.131) 

Chuùng ta ñaõ bieát raèng ba öùng suaát chính σ1, σ2, vaø σ3 coù theå ñöôïc bieåu 
dieãn döôùi daïng caùc toå hôïp cuûa ba baát bieán öùng suaát I1, J2 vaø J3, ôû ñaây I1 
laø baát bieán thöù naáht cuûa tensor öùng suaát σij vaø J2 vaø J3 laø caùc baát bieán 
thöù hai vaø thöù ba cuûa tensor öùng suaát leäch sij. Do ñoù, phöông trình 
(2.131) coù theå ñöôïc thay theá bôûi 

 ( ) =K1 2 3 1 2f I ,J ,J ,k ,k , 0              (2.132) 

Hôn nöõa, ba baát bieán chính naøy ñöôïc lieân heä tröïc tieáp vôùi caùc toïa ñoä ξ, 
ρ, θ trong khoâng gian öùng suaát [xem phöông trình (2.123)]. Do ñoù, 
phöông trình (2.132) cuõng coù theå ñöôïc vieát nhö 
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 ( )ξ ρ θ =K1 2f , , ,k ,k , 0              (2.133) 

Caùc tieâu chuaån chaûy cuûa caùc loïai vaät lieäu neân ñöôïc xaùc ñònh baèng thöïc 
nghieäm. Moät söï kieän thí nghieäm quan troïng ñoái vôùi caùc kim loaïi, ñöôïc 
chæ ra bôûi Bridgman vaø nhöõng ngöôøi khaùc [xem Hill (1950)], laø aûnh 
höôûng cuûa öùng suaát thuûy tónh ñeán chaûy deûo laø khoâng ñaùng keå. Söï khoâng 
coù aûnh höôûng cuûa öùng suaát thuûy tónh coù nghóa laø haøm chaûy deûo coù theå 
ñöôïc ruùt goïn ñeán daïng 

 ( ) =K2 3 1 2f J ,J ,k ,k , 0              (2.134) 

 

 

Moät ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng trong keùo ñôn truïc, töï noù, khoâng 
cung caáp moät thoâng tin naøo veà öùng xöû döôùi traïng thaùi öùng suaát phöùc 
hôïp. Caùc thí nghieäm öùng suaát phöùc hôïp, töông töï vôùi keùo ñôn truïc, ñöôïc 
cho laø nhöõng thí nghieäm tyû leä. Trong nhöõng thí nghieäm naøy, taát caû öùng 
suaát ñöôïc gia taêng moät caùch tyû leä. Thí duï, trong moät traïng thaùi öùng suaát 
song truïc, σ1 vaø σ2 ñöôïc gia taêng sao cho duy trì tyû soá σ1/σ2 laø haèng. Coù 
veû nhö chuùng ta seõ caàn bieåu dieãn moät soá thí nghieäm ñeå xaây döïng beà maët 
(quyõ tích) chaûy deûo. Tuy nhieân, chuùng ta seõ chæ ra raèng moät ñieåm treân 

Hình 2.11. Quyõ ñaïo chaûy treân maët phaúng σ1-σ2 ñöôïc taïo töø 
ñieåm khaûo saùt A1. 

σ1/σ 

σ2/σ

a

a’ 

b’

b 

A1

A2

A3 

A4

C1

C2

C3 

C4

B1 

B2 

B3

B4

+

+

+

+

++

+

+ 

+ 

+ 

+ 

+

+++ + + +
-3 -2 -1

+

+

+

+

+

+ -1

-2

-3

1 2 3

1

2

3
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beà maët chaûy coù theå ñöa ñeán söï gia taêng möôøi hai ñieåm (hình 2.11) neáu 
vaät lieäu thuoäc loaïi: (1) laø ñaúng höôùng, (2) laø ñoäc laäp vôùi öùng suaát thuûy 
tónh, vaø (3) coù nhöõng öùng suaát chaûy baèng nhau trong keùo vaø neùn. 

Baây giôø giaû söû raèng vaät lieäu chaûy deûo ôû traïng thaùi öùng suaát (3σ, σ, 0). 
Ñieåm A1(3σ, σ, 0) trong hình 2.11 naèm treân beà maët chaûy vaø treân maët 
phaúng toïa ñoä σ1-σ2. Neáu vaät lieäu laø ñaúng höôùng, ta neân gaùn laïi teân cho 
caùc truïc theo caùch khaùc.. Do ñoù ta keát luaän raèng ñieåm A2(σ, 3σ, 0) cuõng 
naèm treân beà maët chaûy. Hôn nöõa, neáu ñaùp öùng cuûa vaät lieäu töông töï vôùi 
keùo vaø neùn, caùc ñieåm A3(-3σ, -σ, 0) vaø A4(-σ, -3σ, 0) cuõng seõ naèm treân beà 
maët chaûy. Baây giôø khaûo saùt A1 vaø A2 hoaëc A3 vaø A4, ta thaáy raèng chuùng 
laø caùc aûnh ñoái xöùng göông qua ñöôøng thaúng aa’ chia ñoâi goùc phaàn tö thöù 
nhaát treân maët phaúng toïa ñoä σ1-σ2. Töông töï, A1 vaø A4 hoaëc A2 vaø A3 laø 
ñoái xöùng nhau qua ñöôøng thaúng bb’ vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng aa’. Do 
ñoù, coù hai truïc ñoái xöùng cho quyõ ñaïo chaûy. 

Ngoaøi ra, neáu öùng suaát thuûy tónh khoâng aûnh höôûng ñeán chaûy deûo, ta coù 
theå coäng theâm moät traïng thaùi öùng suaát thuûy tónh, goïi laø (h, h, h), vaøo 
traïng thaùi öùng suaát chaûy ñeå taïo ra moät ñieåm chaûy khaùc. Thí duï, neáu moät 
aùp löïc thuûy tónh (-3σ, -3σ, -3σ) ñöôïc coäng theâm vaøo ñieåm öùng suaát chaûy 
(3σ, σ, 0), thì traïng thaùi öùng suaát (0, -2σ, -3σ) laø moät ñieåm chaûy khaùc. 
Baây giôø, ta thay ñoåi caùc toïa ñoä cuûa noù ñeán möùc moät ñieåm chaûy B1(-2σ, -
3σ, 0) thu ñöôïc treân maët phaúng toïa ñoä σ1-σ2. Töông töï, ta coù theå nhaän 
ñöôïc ñieåm chaûy môùi khaùc C1(2σ, -σ, 0) treân maët phaúng toïa ñoä σ1-σ2 baèng 
caùch theâm (-σ, -σ, -σ) vaøo (3σ, σ, 0) vaø thay ñoåi caùc toïa ñoä moät caùch 
töông öùng. Cuoái cuøng, do tính ñoái xöùng, caùc ñieåm B1 vaø C1, nhö ñieåm A1, 
coù theå sinh ra boán ñieåm B1, B2, B3, B4, vaø C1, C2, C3, C4 moät caùch töông 
öùng naèm treân quyõ ñaïo chaûy deûo. Baây giôø, ta ñaõ taïo ra moät taäp hôïp möôøi 
hai ñieåm chaûy treân maët phaúng toïa ñoä σ1-σ2 töø moät ñieåm khaûo saùt. Noái 
caùc ñieåm chaûy naøy theo moät ñöôøng cong trôn, ta seõ döïng ra moät quyõ ñaïo 
chaûy nhö ñöôïc veõ trong hình 2.11. Chuù yù raèng quyõ ñaïo naøy ñöôïc taïo töø 
chæ moät ñieåm khaûo saùt, noù coù theå ñöôïc xem nhö moät söï xaáp xæ cuûa haøm 
chaûy trong traïng thaùi öùng suaát song truïc cuûa vaät lieäu ñaúng höôùng, vôùi söï 
ñaùp öùng töông töï nhö keùo vaø neùn, vaø aùp löïc thuûy tónh khoâng coù aûnh 
höôûng ñeán chaûy deûo. 

Chuùng ta ñaõ baøn luaän ñeán möùc daïng toång quaùt vaø vaøi neùt ñaëc tröng cuûa 
haøm chaûy. Caùc tieâu chuaån chaûy raát höõu duïng cuûa Tresca vaø von Mises 
cho caùc kim loaïi seõ ñöôïc nghieân cöùu trong nhöõng phaàn tieáp theo. 

2.2.2. Tieâu chuaån chaûy Tresca 
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Veà maët lòch söû, tieâu chuaån chaûy ñaàu tieân cho traïng thaùi öùng suaát phöùc 
hôïp cuûa kim loaïi ñaõ ñöôïc ñeà nghò vaøo naêm 1864 bôûi Tresca, oâng aáy ñaõ 
ñeà xuaát raèng chaûy deûo seõ xaûy ra khi öùng suaát tröôït cöïc ñaïi cuûa ñieåm ñaït 
ñeán giaù trò giôùi haïn k. Phaùt bieåu tieâu chuaån naøy theo caùc öùng suaát chính 
(xem muïc 2.1.4), moät nöûa giaù trò tuyeät ñoái lôùn nhaát cuûa caùc hieäu giöõa caùc 
caëp öùng suaát chính phaûi baèng k luùc chaûy deûo, nghóa laø 

 ( )σ −σ σ −σ σ −σ =1 1 1
1 2 2 3 3 12 2 2Max , , k            (2.135) 

ôû ñaây haèng soá vaät lieäu k coù theå xaùc ñònh töø thí nghieäm keùo ñôn truïc. 
Theá thì 

 
σ

= 0k
2

               (2.136) 

trong ñoù σ0 laø öùng suaát chaûy trong thí nghieäm keùo ñôn truïc, 

Coù saùu bieåu thöùc khaùc nhau trong nhöõng mieàn khaùc nhau cuûa maët phaúng 
σ1-σ2, phuï thuoäc vaøo caùc ñoä lôùn töông ñoái vaø caùc daáu cuûa σ1 vaø σ2 (xem 
hình 2.12). Trong goùc phaàn tö thöù nhaát, giöõa truïc σ1 vaø ñöôøng phaân giaùc 
cuûa hai truïc, theo quy öôùc thöù töï cuûa caùc öùng suaát chính ta coù 

 
σ

τ = 1
max 2

 

Do ñoù, tieâu chuaån chaûy trôû thaønh σ1 = σ0 vaø taïo ra ñöôøng thaúng AB. 
Trong cuøng goùc phaàn tö thöù nhaát naøy, giöõa ñöôøng phaân giaùc cuûa hai truïc 
vaø truïc σ2, ta coù 

 
σ

τ = 2
max 2

 

vaø tieâu chuaån chaûy σ2 = σ0 ñöôïc moâ taû bôûi ñöôøng thaúng BC. Trong goùc 
phaàn tö thöù hai, ta coù 
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σ −σ

τ = 2 1
max 2

 

Do ñoù, tieâu chuaån chaûy trôû thaønh σ2 − σ1 = σ0, vaø ta thu ñöôøng thaúng 
CD. Baèng caùc thuû tuïc töông töï cho caùc goùc phaàn tö thöù ba vaø thöù tö, ta 
coù theå tìm ra raèng quyõ ñaïo chaûy cho öùng suaát phaúng laø luïc giaùc 
ABCDEF nhö ñöôïc veõ trong hình 2.12. 

Ñeå bieåu dieãn beà maët chaûy trong khoâng gian öùng suaát chính, phöông 
trình (2.123) ñöôïc duøng ôû ñaây cho caùc öùng suaát chính. Giaû söû thöù töï cuûa 
caùc öùng suaát chính laø σ1 > σ2 > σ3, ta coù theå vieát laïi phöông trình (2.135) 
döôùi daïng 

       ( ) ( )⎡ ⎤⎛ ⎞σ −σ = θ − θ + π = ≤ θ ≤ °⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

1 3 2
1 1 2J cos cos k 0 60
2 33

   (2.137) 

Khai trieån phöông trình naøy vaø chuù yù phöôn trình (2.136), ta thu ñöôïc 
tieâu chuaån chaûy Tresca theo caùc baát bieán öùng suaát, 

 ( ) ( )⎛ ⎞θ = θ + π −σ = ≤ θ ≤ °⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 0
1f J , 2 J sin 0 0 60
3

            (2.138) 

C(0,σ0) B(σ0,σ0) 

A(σ0,0) 

σ1 

σ2

D 

E F

Luïc giaùc Tresca 

von Mises Ellipse 

Hình 2.12. Caùc tieâu chuaån chaûy phuø hôïp trong keùo 
treân maët phaúng toïa ñoä σ3 = 0. 
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hoaëc theo caùc bieán ξ, ρ, θ, 

 ( ) ⎛ ⎞ρ θ = ρ θ + π −σ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
1f , 2 sin 0
3

                      (2.139) 

 

Do aùp löïc thuûy tónh khoâng aûnh höôûng ñeán beà maët chaûy, phöông trình 
(2.138) hoaëc (2.139) phaûi ñoäc laäp vôùi öùng suaát thuûy tónh I1 hay ξ, noù moâ 
taû moät maët truï coù truïc song song vôùi truïc thuûy tónh. Treân maët phaúng 
leäch, phöông trình (2.138) hoaëc (2.139) bieåu dieãn moät ñöôøng thaúng ñi 
qua ñieåm A (vôùi θ = 0, vaø ρ = σ02 3 ) vaø ñieåm B (vôùi θ = 600, vaø 

ρ = σ02 3 ), nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.13. Ñaây laø moät sector cuûa 

quyõ ñaïo chaûy treân maët phaúng leäch. Töông töï, ta coù naêm ñöôøng thaúng 
trong naêm sector coøn laïi cuûa quyõ ñaïo chaûy treân maët phaúng leäch, vaø thu 
ñöôïc moät luïc giaùc ñeàu ABCDEF. Baây giôø chuùng ta coù theå thaáy raèng beà 
maët chaûy laø moät laêng truï luïc giaùc ñeàu trong khoâng gian öùng suaát chính, 
nhö ñöôïc veõ trong hình 2.14.  Quyõ ñaïo chaûy ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát 
song truïc (traïng thaùi öùng suaát phaúng) ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.12 laø 
giao tuyeán cuûa maët truï vôùi maët phaúng toïa ñoä σ3 = 0. 

Do vaät lieäu ñaúng höôùng, nghóa laø khoâng caàn veõ beà maët chaûy trong khoâng 
gian öùng suaát toång quaùt (σij). Tuy nhieân, vaøi giao tuyeán giöõa caùc maët 
phaúng ñaëc bieät vôùi maët chaûy trong khoâng gian öùng suaát toång quaùt coù 
taàm quan troïng ñaùng keå, thí duï, giao tuyeán vôùi maët phaúng σx-τxy. Giao 

σ1’

σ2’ σ3’

Ñöôøng troøn von Mises J2 = k2  

J2
3 – 2.25J3

2 =  k6

Bieân ngoaøi 

Bieân trong 
A

F

E

D

C 

B 

Luïc giaùc Tresca 

60O

Hình 2.13. Caùc tieâu chuaån chaûy treân maët phaúng leäch π. 
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tuyeán naøy laø quyõ ñaïo chaûy ñoái vôùi öùng suaát phaùp vaø tieáp keát hôïp (hình 
2.15), noù laø moät ellipse 

 σ + τ = σ2 2 2
x xy 04                         (2.140) 

 

 

Caàn chuù chuù yù raèng daïng baát bieán cuûa (2.137) cuõng coù theå ñöôïc bieåu dieãn 
moä caùch roõ raøng theo caùc baát bieán J2 vaø J3 nhö 

 ( ) = − − + − =3 2 2 2 4 6
2 3 2 3 2 2f J ,J 4J 27J 36k J 96k J 64k 0         (2.141) 

 

σ2

σ1 

σ3 

Beà maët chaûy Tresca 

Beà maët chaûy von Mises

Truïc thuûy tónh 

Maët phaúng π

Hình 2.14. Caùc beà maët chaûy trong khoâng gian öùng suaát chính. 
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2.2.3. Tieâu chuaån chaûy von Mises 

Maëc duø tieâu chuaån öùng suaát tieáp cöïc ñaïi laø ñôn giaûn, noù khoâng phaûn aùnh 
aûnh höôûng cuûa öùng suaát chính thöù hai. ÖÙng suaát tieáp baùt dieän hoaëc naêng 
löôïng bieán ñoåi hình daùng laø moät söï löïa choïn thích hôïp khaùc ñoái vôùi öùng 
suaát tieáp cöïc ñaïi nhö laø bieán chính laøm chaûy deûo loaïi vaät lieäu ñoäc laäp vôùi 
öùng suaát thuûy tónh. Tieâu chuaån von Mises, ñöôïc ñeà nghò töø 1913, ñöôïc 
döïa treân söï löïc choïn naøy. Tieâu chuaån naøy phaùt bieåu raèng chaûy deûo seõ 
baét ñaàu khi öùng suaát tieáp baùt dieän ñaït ñeán giaù trò giôùi haïn k. Töø ñaúng 
thöùc (2.73), tieâu chuaån naøy coù daïng 

 τ = =2 2
oct 23 3J k              (2.142) 

noù ñöôïc ruùt goïn veà daïng ñôn giaûn 

 ( ) = − =22 2f J J k 0              (2.143) 

hoaëc ñöôïc trình baøy theo caùc öùng suaát chính, 

 ( ) ( ) ( )σ −σ + σ −σ + σ −σ =
2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 6k            (2.144) 

ôû ñaây k laø öùng suaát chaûy trong tröôït thuaàn tuùy. Chaûy deûo seõ xaûy ra 
trong keùo ñôn truïc khi σ1 = σ0, σ2 = σ3 = 0. Thay caùc giaù trò naøy vaøo 
(2.144), ta tìm ñöôïc 

 
σ

= 0k
3

               (2.145) 

σx/σ0

τxy/σ0

1

0,577 

0,5 

von Mises ellipse (2.147) 
Tresca ellipse (2.140)

Hình 2.15. Giao tuyeán giöõa maët phaúng σx-τxy vôùi maët chaûy. 
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Nhö ñaõ baøn luaän tröôùc ñaây ñoái vôùi vaät lieäu ñoäc laäp vôùi öùng suaát thuûy 
tónh, tieâu chuaån chaûy cho vaät lieäu ñaúng höôùng phaûi coù daïng toång quaùt 
cuûa phöông trình (2.134). Daïng toaùn ñôn giaûn nhaát töông thích vôùi yeâu 
caàu naøy laø phöông trình (2.143). Phöông trình naøy moâ taû hình truï troøn 
maø giao tuyeán cuûa noù vôùi maët phaúng leäch π laø ñöôøng troøn coù baùn kính 
ρ = 2k . 

Chuù yù raèng haèng soá k, trong caû hai phöông trình (2.143) ñoái vôùi tieâu 
chuaån von Mises vaø (2.135) ñoái vôùi tieâu chuaån Tresca, laø öùng suaát chaûy 
trong tröôït thuaàn tuùy. Tuy nhieân, nhöõng moái quan heä giöõa öùng suaát chaûy 
trong keùo ñôn truïc, σ0, vaø thoâng soá k ñöôïc xaùc ñònh bôûi (2.136) cuûa tieâu 
chuaån Tresca vaø bôûi (2.145) cuûa tieâu chuaån von Mises laø khaùc nhau. Neáu 
hai tieâu chuaån ñöôïc laøm cho phuø hôïp vôùi öùng suaát chaûy keùo ñôn truïc σ0, 
heä soá cuûa öùng suaát chaûy trong tröôït, k, giöõa tieâu chuaån von Mises vaø 
Tresca laø =2 3 1,15, vaø veà ñoà thò, ñöôøng troøn von Mises seõ ngoaïi tieáp vôùi 
luïc giaùc Tresca nhö ñöôïc veõ trong hình 2.13. Tuy nhieân, neáu hai tieâu 
chuaån ñöôïc laøm cho phuø hôïp vôùi tröôøng hôïp tröôït thuaàn tuùy (cuøng giaù trò 
k), voøng troøn seõ noäi tieáp luïc giaùc. 

Tieâu chuaån von Mises ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát song truïc (öùng suaát 
phaúng) ñöôïc moâ taû bôûi giao tuyeán cuûa hình truï troøn vôùi maët phaúng toïa 
ñoä σ3 = 0, nghóa laø, 

 σ +σ −σ σ = σ2 2 2
1 2 1 2 0              (2.146) 

Ñaây laø moät ellipse vaø noù ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.12. Giao tuyeán cuûa 
beà maët chaûy von Mises trong khoâng gian öùng suaát toång quaùt vôùi maët 
phaúng σx-τxy cuõng laø moät ellipse, phöông trình cuûa noù coù daïng 

 σ + τ = σ2 2 2
x xy 03               (2.147) 

nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.15. 

 


