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1.1. Giôùi thieäu 

1.1.1. Taàm quan troïng cuûa chaûy deûo trong keát caáu 

Vieäc thieát keá kyõ thuaät caùc keát caáu lôùn laø moät quaù trình goàm hai giai 
ñoaïn. Tröôøng noäi löïc (öùng suaát) beân trong vaät lieäu caáu truùc phaûi ñöôïc xaùc 
ñònh ôû giai ñoaïn ñaàu tieân, vaø giai ñoaïn thöù hai laø xaùc ñònh ñaùp öùng cuûa 
vaät lieäu döôùi taùc ñoäng cuûa tröôøng öùng suaát ñoù. Giai ñoaïn moät bao goàm 
moät söï phaân tích öùng suaát taùc ñoäng beân trong caùc phaân toá keát caáu; giai 
ñoaïn hai lieân quan ñeán caùc ñaëc tính cuûa vaät lieäu keát caáu. Moái quan heä 
tuyeán tính giöõa öùng suaát vaø bieán daïng beân trong vaät lieäu lyù töôûng hoùa 
ñaõ hình thaønh cô sôû toaùn hoïc cho lyù thuyeát ñaøn hoài, lyù thuyeát naøy ñöôïc 
aùp duïng roäng raõi cho nhöõng vaät lieäu thaät ñeå ñaùnh giaù öùng suaát hoaëc 
bieán daïng trong caùc phaân toá keát caáu döôùi ñieàu kieän taûi laøm vieäc cuï theå. 
Caùc öùng suaát naøy bò giôùi haïn nhoû hôn öùng suaát cho pheùp, öùng suaát naøy 
ñöôïc tính nhö moät phaàn cuûa öùng suaát chaûy vaät lieäu. Do ñoù, moät thieát keá 
an toaøn seõ thu ñöôïc khoâng phaûi do tính toaùn vaø söï hieåu bieát caùc ñaëc tính 
vaät lieäu moät caùch ñaày ñuû maø döïa vaøo kinh nghieäm thu thaäp ñöôïc trong 
vaøi thaäp kyû hay vaøi theá kyû. 

Moät keát caáu thöïc laø moät vaät theå raát phöùc taïp vôùi moät traïng thaùi öùng 
suaát cöïc kyø phöùc taïp. Nhieàu öùng suaát thöù caáp xuaát hieän do cheá taïo, laép 
raùp vaø ñònh vò chi tieát. Söï toå hôïp cuûa öùng suaát ban ñaàu chöa bieát, caùc 
öùng suaát thöù caáp, vaø söï taäp trung öùng suaát vaø söï phaân boá laïi do nhöõng 
söï baát lieân tuïc cuûa keát caáu ñaõ khoâng tuaân theo moät tính toaùn lyù töôûng 
hoùa döïa treân lyù thuyeát ñaøn hoài. Lyù thuyeát deûo moâ taû moät söï môû roäng 
caàn thieát cuûa lyù thuyeát ñaøn hoài vaø ñeà caäp ñeán vieäc tính toaùn öùng suaát vaø 
bieán daïng trong keát caáu bieán daïng deûo cuõng nhö nhöõng phaïm vi bieán 
daïng ñaøn hoài. Noù cung caáp caùc ñaùnh giaù thöïc teá hôn veà caùc khaû naêng 
mang taûi cuûa keát caáu vaø cung caáp moät söï hieåu bieát toát hôn veà öùng xöû cuûa 
keát caáu ñoái vôùi caùc löïc ñöôïc gaây ra trong vaät lieäu. Do ñoù, moät söï hieåu 
bieát veà vai troø cuûa caùc bieán soá cô hoïc thích hôïp, chuùng ñònh nghóa söï 
phaûn öùng cuûa vaät lieäu vôùi löïc taùc ñoäng, laø caàn thieát cho kyõ sö trong vieäc 
thieát keá caáu truùc. Nhöõng moái quan heä öùng suaát - bieán daïng vaø caùc öùng 
duïng cuûa chuùng cho caùc baøi toaùn kyõ thuaät keát caáu seõ ñöôïc baøn luaän trong 
nhöõng chöông sau naøy. Söï lónh hoäi kieán thöùc naøy caøng nhieàu seõ laøm cho 
baûn thieát keá keát caáu caøng chính xaùc vaø hoaøn haûo hôn. 

1.1.2. Muïc tieâu 

Caû hai lyù thuyeát ñaøn hoài vaø lyù thuyeát deûo ñeàu laø hieän töôïng trong töï 
nhieân. Chuùng laø söï chính thöùc hoùa caùc quan saùt thí nghieäm veà öùng xöû vó 
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moâ cuûa vaät raén bieán daïng vaø khoâng quan taâm saâu saéc ñeán cô sôû vaät lyù 
vaø hoùa hoïc cuûa öùng xöû ñoù. 

Noäi dung ñaày ñuû cuûa lyù thuyeát vaø öùng duïng cuûa chaûy deûo laø phaûi xöû lyù 
hai khía caïnh quan troïng nhö nhau: kyõ thuaät toång quaùt ñöôïc duøng trong 
vieäc khai trieån caùc moái quan heä öùng suaát-bieán daïng cho nhöõng vaät lieäu 
ñaøn-deûo vôùi söï bieán cöùng cuõng nhö bieán meàm; vaø qui trình giaûi soá toång 
quaùt ñeå giaûi moät baøi toaùn keát caáu ñaøn-deûo toång quaùt döôùi taùc ñoäng cuûa 
taûi hay chuyeån vò cöôõng böùc thay ñoåi theo qui luaät xaùc ñònh. 

Nhieäm vuï ñaàu tieân cuûa lyù thuyeát deûo laø thieát laäp caùc moái quan heä giöõa 
öùng suaát vaø bieán daïng döôùi traïng thaùi öùng suaát phöùc taïp ñeå coù theå moâ 
taû moät caùch thoûa ñaùng bieán daïng deûo khaûo saùt ñöôïc. Ñaây laø nhieäm vuï 
khoù khaên. Tuy nhieân, caùc quy luaät bieán daïng cuûa kim loaïi, toång quaùt, 
phuø hôïp toát vôùi chöùng côù thí nghieäm ñaõ ñöôïc thieát laäp vöõng chaéc vaø 
ñöôïc duøng thaønh coâng trong caùc öùng duïng kyõ thuaät. Hôn nöõa, trong 
nhöõng naêm gaàn ñaây, caùc phöông phaùp chaûy deûo cuõng ñaõ ñöôïc môû roäng 
vaø ñöôïc öùng duïng ñeå nghieân cöùu öùng xöû bieán daïng cuûa caùc vaät lieäu ñòa 
chaát nhö ñaù, ñaát vaø beâ toâng. Söï môû roäng cuûa lyù thuyeát deûo cho caùc vaät 
lieäu phi kim loaïi chaéc chaén laø vaán ñeà nghieân cöùu tích cöïc nhaát trong 
lónh vöïc cô hoïc vaät lieäu hieän nay, vaø caùc moâ hình vaät lieäu khaùc nhau ñaõ 
ñöôïc xaây döïng. 

Nhieäm vuï thöù hai cuûa lyù thuyeát laø xaây döïng caùc kyõ thuaät soá cho vieäc 
thöïc thi nhöõng moái quan heä öùng suaát-bieán daïng trong tính toaùn keát caáu. 
Do baûn chaát phi tuyeán cuûa caùc quy luaät bieán daïng deûo, caùc pheùp giaûi cuûa 
caùc phöông trình cô sôû cuûa cô hoïc vaät raén chaéc chaén seõ ñöa ñeán nhöõng 
khoù khaên ñaùng keå. Tuy nhieân, trong nhöõng naêm gaàn ñaây, söï phaùt trieån 
nhanh choùng cuûa caùc maùy tính toác ñoä cao vaø caùc kyõ thuaät hieän ñaïi cuûa 
phöông phaùp phaàn töû höõu haïn ñaõ cung caáp cho kyõ sö moät coâng cuï maïnh 
meõ ñeå giaûi haàu heát caùc baøi toaùn keát caáu phi tuyeán baát kyø. Ñieàu naøy cuõng 
kích thích caùc phaùt trieån môùi hôn vaø nhöõng öùng duïng roäng hôn cuûa lyù 
thuyeát deûo coå ñieån. Hoaït ñoäng nghieân cöùu trong lónh vöïc naøy ñaõ gia taêng 
moät caùch döõ doäi trong thaäp nieân cuoái. 

Taøi lieäu naøy coá gaéng cung caáp moät söï moâ taû suùc tích veà caùc khaùi nieäm cô 
baûn cuûa lyù thuyeát vaø caùc tieán trieån môùi nhaát cuõng nhö caùc thöïc thi baèng 
maùy tính cuûa noù. 

1.2. ÖÙng xöû deûo trong keùo neùn ñôn truïc 

Loaïi gia taûi ñôn giaûn nhaát ñöôïc giôùi thieäu bôûi ñieàu kieän öùng suaát ñôn 
truïc. Ta coù hai loaïi thí nghieäm ñeå ñaït ñöôïc ñieàu kieän naøy: thí nghieäm 
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keùo ñôn truïc seõ cho caùc öùng suaát chính σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0, vaø thí nghieäm 
neùn ñôn truïc seõ cho caùc öùng suaát chính σ1 = σ2 = 0, σ3 < 0. Ñoà thò öùng 
suaát-bieán daïng ñôn truïc noåi tieáng, trong ñoù öùng suaát chính höôùng truïc σ1 
(hoaëc σ3) ñöôïc veõ theo bieán daïng daøi höôùng truïc ε1 (hoaëc ε3) taïo ra moät 
söï moâ taû höõu ích öùng xöû deûo cuõng nhö öùng xöû ñaøn hoài. 

1.2.1. Gia taûi ñeàu 

Hình 1.1a bieåu dieãn ñöôøng cong ñieån hình cho maãu keùo ñôn truïc baèng 
theùp ít carbon. Mieàn ñaøn hoài ñaàu tieân noùi chung xuaát hieän nhö moät 
ñöôøng thaúng OA vôùi ñieåm A xaùc ñònh giôùi haïn tyû leä. Khi bieán daïng taêng 
theâm, moái quan heä giöõa öùng suaát vaø bieán daïng khoâng coøn tuyeán tính 
nöõa nhöng vaät lieäu vaãn coøn ñaøn hoài, vaø theo söï caát taûi, maãu trôû laïi chieàu 
daøi goác cuûa noù. Ñieåm öùng suaát cöïc ñaïi B, ôû ñoù taûi coù theå ñöôïc taùc ñoäng 
maø khoâng gaây ra baát cöù söï bieán daïng thöôøng xuyeân naøo, xaùc ñònh giôùi 
haïn ñaøn hoài. Ñieåm B cuõng ñöôïc goïi laø ñieåm chaûy, vì noù bieåu thò söï baét 
ñaàu bieán daïng deûo hay bieán daïng khoâng hoài phuïc. Thoâng thöôøng coù söï 
khaùc nhau nhoû giöõa giôùi haïn tæ leä, A, vaø giôùi haïn ñaøn hoài, B. Theùp ít 
carbon cho ñieåm chaûy treân B vaø ñieåm chaûy döôùi C. Qua khoûi ñieåm C, 
bieán daïng gia taêng trong ñieàu kieän taûi haèng. ÖÙng xöû vaät lieäu trong mieàn 
phaúng CD ñöôïc xem nhö chaûy deûo. Tuy nhieân, ñoái vôùi haàu heát kim loaïi 
seõ khoâng coù ñieåm chaûy nhoïn hoaëc chaûy deûo ñöôïc nhaän thaáy roõ, vaø öùng 
suaát chaûy thöôøng ñöôïc xaùc ñònh bôûi öùng suaát chaûy offset, σys, töông öùng 
vôùi giaù trò 0,1% cuûa bieán daïng nhö hình 1.1b. ÖÙng suaát chaûy qui öôùc naøy 
ñöôïc xem nhö öùng suaát chaûy ban ñaàu. 

Treân ñieåm chaûy, ñaùp öùng cuûa vaät lieäu bao goàm caû ñaøn hoài vaø chaûy deûo. 
Ñoä doác cuûa ñöôøng cong giaûm ñeàu, ñôn ñieäu, vaø cuoái cuøng söï phaù huûy cuûa 
maãu thöû seõ xaûy ra ôû ñieåm E. Vaät lieäu deûo nhö theùp ít carbon seõ chòu 
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Hình 1.1. Bieåu ñoà öùng suaát-bieán daïng cuûa theùp ít carbon (a) vaø cuûa 

moät soá kim loaïi khaùc. 
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bieán daïng lôùn maø khoâng bò phaù huûy. Maët khaùc, gang laø vaät lieäu gioøn do 
noù bò phaù huûy sau bieán daïng raát nhoû. Noùi chung, phaù huûy cuûa kim loaïi 
goàm coù hai daïng: daïng nöùt taùch nhö gang vaø daïng nöùt tröôït nhö theùp ít 
carbon. Caùc ñaëc tröng phaù huûy cuûa caùc vaät lieäu ñòa chaát thì phöùc taïp hôn 
raát nhieàu. Chuùng cuõng phuï thuoäc vaøo traïng thaùi taûi taùc ñoäng: thí duï, beâ 
toâng theå hieän öùng xöû gioøn döôùi taùc ñoäng cuûa taûi keùo, nhöng döôùi taùc 
ñoäng cuûa taûi neùn, beâ toâng coù theå bieåu thò moät möùc ñoä deûo tröôùc khi bò 
phaù huûy. 

1.2.2. Caát taûi vaø chaát taûi laïi 

Baây giôø chuùng taûi khaûo saùt thí nghieäm trong ñoù maãu ñaàu tieân ñöôïc gia 
taûi moät caùch ñeàu ñaën ñeán giaù trò vöôït quaù ñieåm chaûy ñaàu tieân vaø roài caát 
taûi hoaøn toaøn. ÖÙng xöû naøy ñöôïc bieåu thò treân hình 1.2. Khi öùng suaát 
ñöôïc giaûm, bieán daïng seõ giaûm theo moät ñöôøng caát taûi gaàn nhö ñaøn hoài 
AB song song vôùi ñöôøng ñaøn hoài ñaàu tieân cuûa ñuôøng cong. Khi taûi veà 
khoâng ôû cuoái ñöôøng caát taûi, bieán daïng khoâng baèng khoâng; vaãn coøn bieán 
daïng dö OB. Bieán daïng khoâng hoài phuïc OB ñöôïc xem laø bieán daïng deûo 
trong khi bieán daïng hoài phuïc BC laø bieán daïng ñaøn hoài. Baây giôø, neáu 
maãu naøy ñöôïc gia taûi laïi, ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng seõ theo ñöôøng 
gia taûi laïi BA, noù truøng vôùi ñöôøng caát taûi AB. Do ñoù, vaät lieäu bieán daïng 
ñaøn hoài cho ñeán khi ñaït ñeán giaù trò öùng suaát cöïc ñaïi tröôùc khi caát taûi ôû 
ñieåm A. ÖÙng suaát σA ñöôïc xem nhö laø öùng suaát chaûy tieáp sau, vöôït quaù 
öùng suaát naøy bieán daïng deûo theâm nöõa seõ ñöôïc gaây ra vaø ñöôøng cong öùng 
suaát-bieán daïng laïi theo ñöôøng cong cong ñoái vôùi tröôøng hôïp gia taûi ñôn 
ñieäu. 

Ñoái vôùi haàu heát caùc vaät lieäu, sau khi ñaït ñeán ñieåm chaûy ñaàu tieân, ñöôøng 
cong öùng suaát-bieán daïng tieáp tuïc taêng maëc duø ñoä doác giaûm daàn, cho ñeán 
khi ñoä doác giaûm ñeán khoâng vaø phaù huûy xaûy ra. Do ñoù, öùng suaát chaûy tieáp 
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Hình 1.2. Bieåu ñoà öùng suaát-bieán daïng khi gia taûi, caát taûi vaø gia taûi laïi. 
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sau taêng vôùi söï gia taêng bieán daïng. Ñaëc tính naøy cuûa vaät lieäu ñeå coù theå 
chòu ñöïng öùng suaát lôùn hôn sau khi vaät lieäu bieán daïng deûo ñöôïc goïi laø 
bieán cöùng do bieán daïng hay taùi beàn, nghóa laø vaät lieäu trôû neân beàn hôn 
vôùi bieán daïng deûo. 

Ñoái vôùi moät vaøi vaät lieäu, nhö beâ toâng hoaëc ñaù trong thí nghieäm neùn ñôn 
truïc, coù moät mieàn ôû phía beân kia cuûa ñieåm ñænh (ñieåm cöïc ñaïi) trong ñoù 
ñoä doác cuûa ñöôøng cong aâm. ÖÙng xöû nhö theá ñöôïc goïi bieán meàm do bieán 
daïng. Loaïi vaät lieäu naøy trôû neân yeáu hôn khi bieán daïng tieáp tuïc vöôït quaù 
giôùi haïn töông öùng vôùi öùng suaát ñænh. 

1.2.3. Gia taûi ñaûo ngöôïc 

Neáu chuùng ta bieåu dieãn moät thí nghieäm neùn ñôn truïc cuûa kim loaïi, 
chuùng ta seõ thu ñöôïc moät ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng haàu nhö gioáng 
heät nhö trong thí nghieäm keùo ñôn truïc. Tuy nhieân, sau bieán daïng deûo 
tröôùc trong thí nghieäm keùo cuûa moät maãu, ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng 
cuûa maãu naøy trong thí nghieäm neùn seõ khaùc ñaùng keå so vôùi ñöôøng cong 
seõ thu ñöôïc khi gia taûi laïi ñoái vôùi maãu naøy ôû traïng thaùi keùo. Nhö ñöôïc 
minh hoïa trong hình 1.3, ñoái vôùi maãu ñöôïc gia taûi keùo tröôùc σy’, chaûy deûo 
neùn töông öùng cuûa noù xaûy ra ôû möùc öùng suaát σy” nhoû hôn öùng suaát chaûy 
ban ñaàu σy vaø nhoû hôn nhieàu so vôùi öùng suaát chaûy tieáp sau σy’. Hieän 
töôïng naøy ñöôïc goïi laø hieäu öùng Bauschinger vaø thöôøng xuaát hieän khi coù 
söï ñaûo ngöôïc öùng suaát. 

 Hình 1.3. Hieäu öùng Bauschinger.
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Roõ raøng khoâng coù moái quan heä moät-moät giöõa öùng suaát vaø bieán daïng 
trong vaät raén bieán daïng deûo. Noùi caùch khaùc, bieán daïng khoâng laø haøm 
cuûa chæ rieâng öùng suaát, maø coøn phuï thuoäc vaøo lòch söû cuûa quaù trình gia 
taûi tröôùc ñoù. Do ñoù, vaät lieäu phuï thuoäc vaøo loä trình ñaët taûi. Ñieàu naøy coù 
theå ñöôïc minh hoïa bôûi tröôøng hôïp ñôn giaûn cuûa öùng suaát zero, khi caùc 
bieán daïng dö vôùi caùc ñoä lôùn khaùc nhau coù theå ñöôïc kieán laäp baèng caùch 
thay ñoåi lòch söû ñaët taûi vôùi öùng suaát baét ñaàu vaø keát thuùc ôû zero. 

Trong vieäc baøn luaän töø tröôùc ñeán giôø, ta ñaõ giaû söû raèng coù moät ñöôøng 
cong öùng suaát-bieán daïng ñôn giaûn cho tröôøng hôïp keùo hoaëc neùn, ñoäc laäp 
vôùi suaát bieán daïng. Giaû ñònh naøy ñöôïc xem nhö ñoäc laäp vôùi thôøi gian. 
Ñieàu naøy thì phuø hôïp vôùi thöïc tieãn cuûa caùc kim loaïi keát caáu ôû nhieät ñoä 
phoøng döôùi ñieàu kieän ñaët taûi tónh. Nhöõng aûnh höôûng cuûa suaát thì raát 
quan troïng cho caùc vaät lieäu chòu caùc ñieàu kieän gia taûi ñoäng löïc vaø khoâng 
ñöôïc khaûo saùt trong taøi lieäu naøy.  

1.3. Moâ hình öùng xöû ñôn truïc trong chaûy deûo 

1.3.1. Caùc ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng keùo ñôn truïc ñôn giaûn 
hoùa 

Ñeå thu ñöôïc lôøi giaûi cho baøi toaùn bieán daïng, caàn thieát phaûi lyù töôûng hoùa 
öùng xöû öùng suaát-bieán daïng cuûa vaät lieäu. Nhöõng moâ hình lyù töôûng hoùa 
sau ñaây ñaùng ñöôïc löu yù. 

1.3.1.1. Moâ hình ñaøn−deûo lyù töôûng (hình 1.4a) 

Trong vaøi tröôøng hôïp, vieäc boû qua söï bieán cöùng cuûa vaät lieäu laø chaáp 
nhaän ñöôïc vaø tieän lôïi, giaû söû raèng chaûy deûo xaûy ra khi öùng suaát ñaït ñeán 
öùng suaát chaûy σ0. Do ñoù, moái quan heä öùng suaát-bieán daïng keùo ñôn truïc 
coù theå ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng 

σ
ε = σ < σ

σ
ε = + λ σ=σ

0

0

for
E

for
E

       (1.1) 

ôû ñaây E laø Young’s modulus, vaø λ laø soá voâ höôùng, xaùc ñònh vaø lôùn hôn 
khoâng. 

1.3.1.2. Moâ hình ñaøn hoài−bieán cöùng tuyeán tính (hình 1.4b) 

Trong moâ hình ñaøn hoài-bieán cöùng tuyeán tính, ñöôøng cong lieân tuïc ñöôïc 
xaáp xæ bôûi hai ñoaïn thaúng, do ñoù thay theá ñöôøng cong chuyeån tieáp trôn 
baèng moät ñieåm gaõy nhoïn, tung ñoä cuûa noù ñöôïc laáy laø öùng suaát giôùi haïn 
ñaøn hoài hoaëc öùng suaát chaûy σ0. Nhaùnh ñoaïn thaúng ñaàu cuûa bieåu ñoà coù ñoä 
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doác baèng Young’s modulus, E. Nhaùnh ñoaïn thaúng thöù hai, moâ taû mieàn 
bieán cöùng ñöôïc lyù töôûng hoùa döôùi daïng tuyeán tính, coù ñoä doác Et < E. 
Quan heä öùng suaát-bieán daïng ñoái vôùi tröôøng hôïp gia taûi keùo ñôn ñieäu coù 
daïng 

( )

σ
ε = σ≤σ

σ
ε = + σ − σ σ > σ

0

0
0 0

t

for
E

1 for
E E

      (1.2) 

1.3.1.3. Moâ hình ñaøn hoài−bieán cöùng haøm muõ (hình 1.4c) 

Quan heä öùng suaát-bieán daïng ñöôïc khaûo saùt döôùi daïng luõy thöøa nhö sau 

σ = ε σ≤σ

σ = ε σ > σ
0

n
0

E for

k for
       (1.3) 

trong ñoù k vaø n laø hai haèng soá ñaëc tröng cuûa vaät lieäu, chuùng ñöôïc xaùc 
ñònh sao cho phuø hôïp toát nhaát vôùi ñöôøng cong thu ñöôïc töø thí nghieäm. 
Neáu ε moâ taû bieán daïng toång, ñöôøng cong neân ñi qua ñieåm moâ taû öùng suaát 
chaûy vaø bieán daïng ñaøn hoài töông öùng. Bieåu thöùc luõy thöøa (1.3) chæ neân 
duøng trong mieàn bieán cöùng (bieán daïng deûo). 

1.3.1.4. Moâ hình Ramberg−Osgood (hình 1.4d). 

 Hình 1.4. Caùc ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng lyù töôûng hoùa. 

O 

σ 

ε

E 

σ0 

1 

(a) 
O

σ

ε 

E

σ0

1

(b)

1 Et 

O 

σ 

ε

σ0 

(c) 

σ = kεn

O

σ

ε (d)

b

E

a

1
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Ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng phi tuyeán trong hình 1.4d coù daïng bieåu 
thöùc nhö sau 

σ σ⎛ ⎞ε = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n

a
E b

         (1.4) 

trong ñoù a, b vaø n laø nhöõng haèng soá vaät lieäu. Ñoä doác ban ñaàu cuûa ñöôøng 
cong laáy giaù trò cuûa Young’s modulus E ôû σ = 0, vaø giaûm ñôn ñieäu theo 
söï gia taêng cuûa taûi. Do moâ hình coù ba thoâng soá, noù cho pheùp moâ hình 
phuø hôïp toát hôn vôùi nhöõng ñöôøng cong öùng suaát-bieán daïng thöïc teá. 

1.3.2. Modulus tieáp tuyeán Et vaø modulus deûo Ep 

Bôûi vì ñaùp öùng öùng suaát-bieán daïng ñaøn-deûo cuûa vaät lieäu coù tính chaát phi 
tuyeán, moät qui trình gia taêng noùi chung ñöôïc choïn ñeå giaûi baøi toaùn bieán 
daïng. Do ñoù chuùng ta giaû ñònh raèng moät gia taêng bieán daïng, dε, bao goàm 
hai phaàn: gia taêng bieán daïng ñaøn hoài, dεe, vaø gia taêng bieán daïng deûo, 
dεp (xem hình 1.5a), 

ε = ε + εe pd d d          (1.5) 

Löôïng gia taêng öùng suaát dσ ñöôïc lieân heä vôùi löôïng gia taêng bieán daïng dε 
theo daïng 

σ = εtd E d          (1.6) 

vôùi Et laø modulus tieáp tuyeán, noù thay ñoåi trong quaù trình bieán daïng deûo. 
Trong tröôøng hôïp ñaët taûi ñôn truïc, Et laø ñoä doác hieän haønh cuûa ñöôøng 
cong σ−ε (hình 1.5a). Neáu chuùng ta taùch bieán daïng deûo εp khoûi bieán daïng 
toång ε, thì löôïng gia taêng bieán daïng deûo dεp vaø löôïng gia taêng öùng suaát 
dσ ñöôïc lieân heä vôùi nhau theo bieåu thöùc 

σ = εppd E d          (1.7) 

trong ñoù Ep ñöôïc xem laø modulus deûo, noù baèng ñoä doác cuûa ñöôøng cong 
σ−εp trong tröôøng hôïp keùo ñôn truïc (hình 1.5b). Ñoái vôùi löôïng gia taêng 
bieán daïng ñaøn hoài dεe, ta coù moái quan heä 

σ = εed Ed          (1.8) 

vôùi E laø modulus ñaøn hoài hay Young’s modulus. 

Thay dε trong ñaúng thöùc (1.6), dεp trong ñaúng thöùc (1.7), vaø dεe trong 
ñaúng thöùc (1.8) vaøo ñaúng thöùc (1.5) ta seõ coù moái quan heä giöõa ba 
modulus Et, E vaø Ep 
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= +
t p

1 1 1
E E E

         (1.9) 

1.3.3. Caùc quy luaät bieán cöùng 

Nhö ñaõ ñöôïc moâ taû trong phaàn treân, hieän töôïng maø nhôø ñoù öùng suaát 
chaûy gia taêng vôùi söï gia taêng bieán daïng deûo ñöôïc goïi laø bieán cöùng hay 
taùi beàn cuûa vaät lieäu. Ñeå moâ taû öùng xöû naøy, moät thoâng soá bieán cöùng κ 
ñöôïc giôùi thieäu ñeå ñaëc tröng cho caùc traïng thaùi bieán cöùng khaùc nhau, vaø 
modulus deûo Ep ñöôïc cho laø moät haøm cuûa thoâng soá bieán cöùng κ naøy nhö 

( )= κp pE E                 (1.10) 

ôû ñaây κ coù theå ñöôïc laáy nhö laø coâng chaûy deûo Wp 

= σ ε∫ p
pW d                 (1.11) 

hoaëc bieán daïng deûo εp hoaëc, thöïc teá hôn, bieán daïng deûo tích luõy 

( )ε = ε ε∫
1 2p p pd d                 

noù laø toång cuûa caùc gia taêng bieán daïng deûo töông ñöông ñöôïc ñònh nghóa 
bôûi 

ε = ε εp p
pd d d                 (1.12) 

Bôûi vì ñöôøng cong keùo ñôn truïc σ−ε ñoái vôùi moät vaät lieäu noùi chung thu 
ñöôïc töø moät thí nghieäm ñôn giaûn, daïng haøm cuûa modulus deûo Ep trong 
ñaúng thöùc (1.10) coù theå ñöôïc xaùc ñònh töø thí nghieäm naøy döôùi daïng ñònh 
nghóa cuûa thoâng soá bieán cöùng κ. 

Hình 1.5. Modulus tieáp tuyeán vaø modulus deûo.

O 

σ 

ε

A 

dεp dεe

dε 

B

°
° dσ

1 
Et 

1 
E 

(a) 
O

σ

ε 

dεp

°
° dσ 

1
Ep

(b)
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Ñoái vôùi moät phaân toá vaät lieäu döôùi ñieàu kieän gia taûi nghòch ñaûo, öùng suaát 
chaûy tieáp sau thöôøng ñöôïc xaùc ñònh theo moät trong ba quy luaät ñôn giaûn 
sau ñaây : 

1. Quy luaät bieán cöùng ñaúng höôùng: ñoä lôùn öùng suaát chaûy neùn nghòch ñaûo 
ñöôïc giaû ñònh baèng vôùi öùng suaát chaûy keùo. Nhö ñöôïc minh hoïa trong 
hình 1.6a, ôû ñaây ′ =B C BC , öùng suaát chaûy neùn nghòch ñaûo ′σB  thì baèng 

vôùi öùng suaát chaûy keùo σB  tröôùc khi nghòch ñaûo taûi. Do ñoù quy luaät bieán 
cöùng ñaúng höôùng boû qua hoaøn toaøn hieäu öùng Bauschinger, khi giaû ñònh 
raèng öùng suaát chaûy gia taêng trong luùc keùo seõ baèng vôùi ñoä lôùn öùng suaát 
chaûy gia taêng trong luùc neùn. Quy luaät bieán cöùng naøy coù theå ñöôïc bieåu 
dieãn döôùi daïng toaùn hoïc nhö sau 

 ( )σ = σ κ                 (1.13) 

ôû ñaây σ(κ) laø moät haøm cuûa thoâng soá bieán cöùng κ vaø thoâng soá κ laø soá voâ 
höôùng, xaùc ñònh, khoâng aâm, nhö coâng chaûy deûo hoaëc bieán daïng deûo tích 
luõy ñaõ ñöôïc ñeà caäp ôû treân. 

2. Quy luaät bieán cöùng ñoäng hoïc: mieàn ñaøn hoài ñöôïc cho laø khoâng bò thay 
ñoåi trong quaù trình bieán cöùng (bieán daïng deûo). Do ñoù, quy luaät bieán cöùng 
ñoäng hoïc khaûo saùt hieäu öùng Bauschinger tôùi möùc ñoä ñaày ñuû cuûa noù. Bieán 
cöùng ñoäng hoïc ñoái vôùi vaät lieäu bieán cöùng tuyeán tính ñöôïc bieåu thò trong 
hình 1.6b, vôùi ′ ′=BB AA . Taâm cuûa mieàn ñaøn hoài ñöôïc di chuyeån doïc 

theo ñöôøng thaúng aa’. Quy luaät bieán cöùng naøy coù theå ñöôïc bieåu dieãn döôùi 
daïng toaùn hoïc nhö sau 

 ( )σ − κ = σ0c                 (1.14) 

 Hình 1.6. Caùc quy luaät bieán cöùng.

O 

σ 

ε 

(a) 

A 
B 

C 

A’ 
B’ 

O

σ

ε

(b)

A
B

C

A’
B’

a

a’
O

σ

ε 

(c)

A
B 

C 

A’
B’
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vôùi c(κ) laø haøm cuûa thoâng soá bieán cöùng κ. 

3. Quy luaät bieán cöùng ñoäc laäp: vaät lieäu ñöôïc cho laø bò bieán cöùng moät 
caùch ñoäc laäp khi chòu keùo vaø khi chòu neùn. Quy luaät bieán cöùng naøy ñöôïc 
minh hoïa trong hình 1.6c, vôùi >BC OA , nhöng ′ ′=CB OA ; vaät lieäu ñaõ 
bieán cöùng chæ trong keùo, nhöng noù ñoái xöû gioáng nhö vaät lieäu chöa chòu 
bieán daïng (môùi nguyeân) döôùi ñieàu kieän ñaët taûi neùn nghòch ñaûo. Noù coù 
theå ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng toaùn hoïc nhö sau 

 
( )
( )

σ = σ κ σ >

σ = σ κ σ <
t t

c c

neáu 0

neáu 0
               

vôùi κt vaø κc laø caùc thoâng soá bieán cöùng ñöôïc tích luõy trong quaù trình ñaët 
taûi keùo vaø neùn töông öùng. 

1.4. Kyù hieäu chæ soá 

Do kyù hieäu chæ soá cho pheùp giaûm ñaùng keå caùc soá haïng trong moät bieåu 
thöùc hoaëc phöông trình vaø söï ñôn giaûn hoùa cuûa vieäc hình thaønh coâng 
thöùc toång quaùt, neân noù thöôøng ñöôïc duøng trong caùc taøi lieäu hieän haønh 
khi öùng suaát, bieán daïng vaø nhöõng phöông trình cô baûn ñöôïc ñeà caäp ñeán. 
Vì theá, kieán thöùc cô baûn veà caùc kyù hieäu naøy laø caàn thieát trong vieäc 
nghieân cöùu lyù thuyeát deûo vaø moâ hình cô baûn cuûa vaät lieäu. Vôùi nhöõng kyù 
hieäu nhö theá, caùc moái quan heä öùng suaát bieán daïng ña daïng coù theå ñöôïc 
bieåu dieãn trong daïng coâ ñoïng (daïng neùn), baèng caùch aáy cho pheùp taäp 
trung nhieàu ñeán caùc nguoàn goác vaät lyù hôn laø chính caùc phöông trình. 

1.4.1. Kyù hieäu chæ soá vaø quy öôùc pheùp toång 

Xeùt heä toïa ñoä Descartes baøn tay phaûi. Trong khoâng gian ba chieàu, heä toïa 
ñoä Descartes baøn tay phaûi ñöôïc veõ bôûi moät boä goàm ba truïc vuoâng goùc laãn 
nhau vaø thöôøng ñöôïc kyù hieäu laø x, y, z. Ñeå thuaän tieän hôn cho caùc coâng 
vieäc sau naøy, caùc truïc naøy ñöôïc kyù hieäu laïi laø x1, x2, x3. Hình veõ phaùc cuûa 
heä truïc naøy ñöôïc theå hieän trong hình 1.11. 

1.4.1.1. Kyù hieäu chæ soá 

Trong heä toïa ñoä naøy, vector 
r
v  ñöôïc bieåu thò 

 ( )= = + + =
r r r r

1 2 3 1 1 2 2 3 3 iv v ,v ,v v e v e v e v              (1.40) 

ôû ñaây 
r
1e , 

r
2e  vaø 

r
3e  laàn löôït laø caùc vector ñôn vò treân ba truïc toïa ñoä x1, 

x2, x3, vaø v1, v2, v3 laø ba hình chieáu - thaønh phaàn - cuûa vector 
r
v  leân ba 

truïc. Thaät laø ích lôïi ñeå kyù hieäu caùc thaønh phaàn cuûa moät vector baèng chæ 
moät thaønh phaàn ñôn giaûn vôùi chæ soá ñaõ toång quaùt hoùa. Do ñoù, trong kyù 
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hieäu chæ soá, vi bieåu thò cho caùc thaønh phaàn cuûa vector 
r
v . Ñieàu naøy ñöôïc 

hieåu laø chæ soá i bieán thieân töø 1 ñeán 3 khi vi ñöôïc vieát cho 
r
v . 

Thí duï, ñaúng thöùc xi = 0 nguï yù raèng caû ba thaønh phaàn cuûa vector 
r
x : x1 = 

x2 = x3 = 0, hoaëc vector =
rr

x 0 . Töông töï, 

 ( ) ( ) ( ) ( )= = =
r

i j 1 2 3f x f x f x f x ,x ,x               (1.41) 

 

Chæ soá coù theå ñöôïc choïn töï do. Do ñoù, xi vaø xj moâ taû cuøng moät vector. 

1.4.1.2. Quy öôùc pheùp toång 

Quy öôùc pheùp toång boå sung cho kyù hieäu chæ soá vaø cho pheùp söï vaén taét 
(ruùt goïn) nhieàu hôn nöõa khi trình baøy caùc pheùp toång. Chuùng ta chaáp 
nhaän quy öôùc sau: khi chæ soá xuaát hieän hai laàn trong cuøng soá haïn, ñieàu 
naøy ñöôïc hieåu laø chæ soá ñöôïc tính töø 1 ñeán 3. Thí duï tích voâ höôùng cuûa 
hai vector 

r
u  vaø

r
v  seõ ñöôïc bieåu dieãn 

 
=

⋅ = + + = = = =∑
r r 3

1 1 2 2 3 3 i i i i j j k k
i 1

u v u v u v u v uv uv u v u v            (1.42) 

Quy öôùc pheùp toång yeâu caàu chæ soá i phaûi ñöôïc laëp laïi, nhöng loaïi boû kyù 
hieäu toång ∑. Tuy nhieân, caàn nhaéc laïi raèng chæ soá coù theå choïn töï do. Do 
ñoù, uivi hay ujvj hoaëc ukvk cuøng bieåu dieãn moät toång nhö nhau, u1v1 + u2v2 
+ u3v3. Caùc chæ soá ñöôïc laëp laïi nhö theá ñöôïc goïi laø chæ soá giaû hoaëc caâm 
bôûi vì thöïc ra chöõ caùi cuï theå ñöôïc duøng cho chæ soá thì khoâng quan troïng; 
nghóa laø uivi = ujvj = ukvk. 

Trong yù nghóa naøy, caàn chæ ra raèng toång hai vector 
r
u  vaø

r
v  seõ ñöôïc bieåu 

dieãn 

Hình 1.11. Heä toïa ñoä Descartes thuaän. 

O

x3

° P(v1,v2,v3)
r
v

r
2e

r
3e

r
1e

x2

x1
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 = + = + + + = +
r r r

1 1 2 2 3 3 i i iw u v (u v ,u v ,u v ) hay w u v            (1.43) 

ÔÛ kyù hieäu treân, moãi soá haïng, thí duï ui, khoâng phaûi laø moät toång voâ höôùng 
maø laø moät vector vì chæ soá i chæ xuaát hieän moät laàn trong moãi soá haïng vaø 
ñöôïc goïi laø chæ soá giaû hoaëc caâm. Söï xuaát hieän cuûa chæ soá töï do trong bieåu 
thöùc chæ ra raèng caùc vector seõ toàn taïi trong bieåu thöùc ñoù. Do ñoù, bieåu 
thöùc sau ñaây laø moät bieåu thöùc sai 

 + = + + + + +i i 1 1 2 2 3 3u v u v u v u v              (1.44) 

Hôn nöõa, chæ soá trong moät soá haïng cuûa moät phöông trình hay bieåu thöùc 
chæ neân xaûy ra hai laàn trong cuøng soá haïng naøy ñoái vôùi quy öôùc pheùp toång 
laø hôïp leä. Moät bieåu thöùc nhö uivii khoâng truyeàn ñaït yù nghóa gì ñaët bieät. 

Söï coù hieäu löïc cuûa quy öôùc seõ roõ raøng hôn khi noù ñöôïc aùp duïng vaøo heä 
phöông trình tuyeán tính. Thí duï xeùt heä ba phöông trình tuyeán tính 

 
+ + =

+ + =

+ + =

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

               (1.45) 

Hai giai ñoaïn kyù hieäu coù theå ñöôïc vieát nhö sau 

 
=

=

=

1j j 1

2j j 2

3j j 3

a x b
a x b
a x b

                 (1.46) 

 =ij j ia x b                   (1.47) 

Chæ soá i trong daïng kyù hieäu cuoái cuûa heä ba phöông trình chæ xuaát hieän 
moät laàn trong moãi soá haïng vaø ñoù laø chæ soá töï do. Ñieàu naøy cho thaáy caùc 
vector toàn taïi trong bieåu thöùc. Ngoaøi ra, khi hai chæ soá töï do ñöôïc duøng 
ñeå kyù hieäu tensor. Vôùi caùc quy öôùc treân ta coù theå thaáy ija  kyù hieäu moät 

tensor, j ix , b  kyù hieäu caùc vector. 

Nhö theá, heä phöông trình tuyeán tính (1.47) cuõng coù theå ñöôïc vieát 

 =rs s ra x b                  (1.48) 

Caùc thaønh phaàn vaø daïng kyù hieäu chæ soá cô baûn cho vector ñöôïc trình baøy 
trong baûng 1.2. 

Pheùp toaùn divergence cuûa vector 
r
v  laø ∇ ⋅

r
v  vaø ñöôïc tính bôûi 
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 ∂∂ ∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
r 31 2

1 2 3

vv vv
x x x

                (1.49) 

Pheùp toaùn naøy ñöôïc ñöôïc kyù hieäu pheùp toång nhö sau 

 ∂
∇ ⋅ =

∂
r i

i

vv
x

                 (1.50) 

ôû ñaây i laø chæ soá caâm. 

Caùc quy öôùc veà caùc chæ soá ñöôïc moâ taû ôû treân baây giôø coù theå ñöôïc toång 
quaùt theo ba quy luaät nhö sau : 

Baûng 1.2. Kyù hieäu chæ soá cuûa vector 

Vector Caùc thaønh phaàn Kyù hieäu chæ soá 

r
v  

+
r r
u v  

∇φ
r
 

(v1, v2, v3) 

(u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3) 

⎛ ⎞∂φ ∂φ ∂φ
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠1 2 3

, ,
x x x

 

vi 

ui + vi 

∂φ
∂ ix

 

Quy luaät 1: neáu chæ soá chæ xuaát hieän moät laàn trong moät soá haïng cuûa bieåu 
thöùc hay phöông trình, noù ñöôïc goïi laø « chæ soá töï do ». Ñieàu naøy phaûi xaûy 
ra chính xaùc moät laàn trong moãi soá haïng cuûa bieåu thöùc hoaëc phöông 
trình. 

Quy luaät 2: neáu chæ soá xuaát hieän hai laàn trong moät soá haïng cuûa bieåu thöùc 
hay phöông trình, noù ñöôïc goïi laø « chæ soá giaû hoaëc caâm ». Noù ñöôïc coäng 
töø 1 ñeán 3. Chæ soá giaû coù theå hoaëc khoâng theå xaûy ra chính xaùc hai laàn 
trong soá haïng baát kyø. 

Quy luaät 3: neáu chæ soá xuaát hieän hôn hai laàn trong moät soá haïng cuûa bieåu 
thöùc hay phöông trình, noù laø moät loãi. 

1.4.1.3. Kyù hieäu ñaïo haøm 

Trong kyù hieäu chæ soá, ta duøng daáu phaåy ñeå chæ thò ñaïo haøm ; do ñoù, thí 
duï, daïng ñaïo haøm rieâng cuûa phöông trình (1.50) coù theå ñôn giaûn hoùa hôn 
döôùi daïng 

 ∂
∇ ⋅ = =

∂
r i

i,i
i

vv v
x

               (1.51a) 
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trong ñoù daáu phaåy bieåu thò ñaïo haøm rieâng theo bieán cuûa chæ soá thöù hai. 
Hôn nöõa, gradient cuûa haøm φ ñöôïc bieåu dieãn nhö 

 φ = φ
uuuuuur

,iGrad                (1.51b) 

noù chæ roõ ñaëc tính vector cuûa gradient cuûa haøm φ do chæ soá töï do i. 
Divergence cuûa ∇φ, ñöôïc goïi laø toaùn töû Laplace cuûa haøm φ, seõ ñöôïc vieát 

 ∇ φ = ∇ ⋅∇φ = φ + φ + φ = φ2
,11 ,22 ,33 ,ii             (1.51c) 

1.4.2. Kyù hieäu Kronecker δij 

Kyù hieäu Kronecker δij laø moät ma traän ñoái xöùng ñaëc bieät ñöôïc ñònh nghóa 

 
⎡ ⎤
⎢ ⎥δ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ij

1 0 0
0 1 0
0 0 1

                 (1.52) 

Do ñoù, caùc thaønh phaàn cuûa δij = 1 neáu i = j, vaø δij = 0 neáu i ≠ j: 

 δ11 = δ22 = δ33 = 1                (1.53) 

 δ12 = δ21 = δ13 = δ31 = δ23 = δ32 = 0              (1.54) 

Chuù yù pheùp toång 

 δjj = δ11 + δ22 + δ33 = 3                (1.55) 

Kyù hieäu δij coù theå ñöôïc xem nhö moät toaùn töû vaø cung caáp moät haøm höõu 
ích khi duøng ñeán. Thí duï, khaûo saùt pheùp chieáu δijvj. Theo quy öôùc pheùp 
toång, ñieàu naøy seõ mang laïi söï khai trieån vector 

 δijvj = δi1v1 + δi2v2 + δi3v3                (1.56) 

Laàn löôït gaùn giaù trò 1, 2, 3 cho i ta thu ñöôïc caùc thaønh phaàn töông öùng 
cuûa δijvj laø v1, v2, v3. Vì theá 

 δijvj = vi                  (1.57) 

Keát quaû naøy coù theå ñöôïc hình dung nhö laø keát quaû cuûa söï thay theá i cho 
j (hoaëc j cho i) trong ñaïi löôïng ñöôïc taùc ñoäng bôûi toaùn töû δij. Do ñoù, khi 
aùp duïng toaùn töû δij leân ñaïi löôïng vj ñaõ thay theá chæ soá i cho chæ soá j treân 
ñaïi löôïng vj; kyù hieäu δij thöôøng ñöôïc goïi laø toaùn töû thay theá. 

Nhö moät thí duï khaùc, δijδji seõ moâ taû toång voâ höôùng vaø coù keát quaû 

 δijδji = δii = δ11 + δ22 + δ33 = 3              (1.58) 

Töông töï, 
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 δijaji = aii = a11 + a22 + a33              (1.59) 

Cuoái cuøng, chuù yù raèng tích voâ höôùng  

 
⎧ =

⋅ = ⎨
≠⎩

r r
i j

1 neáu i j
e e

0 neáu i j
 

Do ñoù ta coù theå vieát 

 ⋅ = δ
r r
i j ije e                 (1.60) 

1.4.3. Chuyeån ñoåi heä truïc toïa ñoä 

1.4.3.1. Cosine chæ phöông 

Caùc giaù trò cuûa caùc thaønh phaàn v1, v2, v3 cuûa vector 
r
v  seõ phuï thuoäc vaøo 

heä truïc toïa ñoä ñaõ choïn. Khi giaûi quyeát caùc baøi toaùn cô hoïc ta thöôøng coù 
nhu caàu thay ñoåi heä truïc quy chieáu, do ñoù thöôøng caàn phaûi ñònh laïi caùc 
giaù trò môùi cho caùc thaønh phaàn cuûa vector 

r
v  trong heä truïc môùi. 

Goïi ix  vaø ′ix  laø hai heä truïc toïa ñoä Descartes thuaän coù cuøng goác. Vector 
r
v  

coù caùc thaønh phaàn trong hai heä truïc naøy laàn löôït laø iv  vaø ′iv . Do vector 
laø khoâng ñoåi trong caû hai heä toïa ñoä neân caùc thaønh phaàn phaûi ñöôïc lieân 
heä thoâng qua caùc cosine cuûa caùc goùc hôïp bôûi caùc truïc ′ix  vaø ix . 

Baûng 1.3. Caùc cosine chæ phöông lij 

Truïc  

Truïc x1 x2 x3 

′1x  

′2x  

′3x  

l11 

l21 

l31 

l12 

l22 

l32 

l13 

l23 

l33 

Kyù hieäu lij laø cos( ′ix , jx ), nghóa laø cosine cuûa caùc goùc hôïp bôûi caùc truïc ′ix  

vaø ix  ñoái vôùi i vaø j thay ñoåi töø 1 ñeán 3, caùc giaù trò môùi cuûa caùc thaønh 
phaàn cuûa vector 

r
v  trong heä truïc môùi ′ix : ′ = li ij jv v . Nhöõng cosine naøy 

ñöôïc laäp thaønh baûng 1.3. neân chuù yù raèng caùc thaønh phaàn cuûa ma traän lij 
laø khoâng ñoái xöùng, lij ≠ lji. Thí duï, l12 laø cosine cuûa goùc giöõa truïc ′1x  vaø 

2x  vaø l21 laø cosine cuûa goùc giöõa truïc ′2x  vaø 1x  (xem hình 1.12). Goùc ñöôïc 
giaû ñònh laø ñöôïc ño töø heä truïc môùi ′ix  ñeán heä truïc cuõ ix . 
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1.4.3.2. Moái quan heä giöõa caùc lij 

Töø ñònh nghóa cuûa lij, ta coù 

 ′= ⋅
r r

l ij i je e                 (1.61) 

Vector ñôn vò ′
r
ie  coù theå ñöôïc bieåu dieãn 

 
( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + =

r r r r r r r r r r

r r r r
l l l l

i i 1 1 i 2 2 i 3 3

i1 1 i2 2 i3 3 ij j

e e e e e e e e e e

e e e e
             (1.62) 

 

Traùi laïi, 

 ′=
r r

li ji je e                    (1.63) 

Do ñoù, 

 ′ ′⋅ = δ = ⋅ = δ =
r r r r

l l l l l li j ij ir r jk k ir jk rk ir jre e e e                 (1.64) 

hoaëc 

 = δl lir jr ij                 (1.65) 

Ñaúng thöùc döôùi daïng kyù hieäu treân bieåu thò saùu phöông trình sau: 

 

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

l l l

l l l

l l l

l l l l l l

l l l l l l

l l l l l l

2 2 2
11 12 13
2 2 2
21 22 23
2 2 2
31 32 33

11 21 12 22 13 23

11 31 12 32 13 33

21 31 22 32 23 33

1

1

1
0
0
0

              (1.66) 

Hình 1.12. Pheùp bieán ñoåi heä truïc toïa ñoä.

O

x3

°
P(xi)
P(x’i)r

v

r
2e

r
3e

r
1e x2

x1

x’3

x’2

x’1

′
r
1e

′
r
2e′

r
3e
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Töông töï, 

 ′ ′⋅ = δ = ⋅ = δ =
r r r r

l l l l l li j ij ri r kj k ri kj rk ri rje e e e              (1.67) 

hoaëc 

 = δl lri rj ij                  (1.68) 

Vector baát kyø 
r
v  coù theå ñöôïc bieåu dieãn hoaëc theo daïng 

r
i iv e  hoaëc theo 

daïng ′ ′
r
i iv e : 

 ′ ′ ′= = = = δ =
r r r r r r

l l li i j j i j j ik k ik j jk ij jv ve v e e v e e v v             (1.69) 

hoaëc 

 ′ = li ij jv v                  (1.70) 

Traùi laïi, 

 ′ ′ ′ ′ ′= = = δ =
r r r r

l l li i j j ri r ri j jr ji jv ve v e e v v              (1.71) 

hoaëc 

 ′= li ji jv v                  (1.72) 

Trong caùch thöùc töông töï, neáu ñieåm P (hình 1.12) coù caùc toïa ñoä ix  trong 
heä truïc cuõ vaø ′ix  trong heä truïc môùi, theá thì 

 ′ = li ij jx x   vaø ′= li ji jx x              (1.73) 

Ñieàu naøy daãn ñeán 

 
∂′∂

= =
′∂ ∂

l
ji

ij
j i

xx
x x

                (1.74) 

1.4.4. Ñònh nghóa tensor trong heä toïa ñoä Descartes 

Trong phaàn tröôùc, chuùng ta ñaõ chöùng minh raèng moät vector ñaët ôû ñieåm 
baát kyø trong khoâng gian thì hoaøn toaøn ñöôïc xaùc ñònh khi ta bieát ñöôïc ba 
thaønh phaàn (hình chieáu) cuûa noù. Neáu ta bieát caùc hình chieáu cuûa moät 
vector trong heä truïc toïa ñoä ix , thì caùc hình chieáu cuûa vector naøy trong heä 
truïc toïa ñoä ′ix  coù theå nhaän ñöôïc baèng caùch chuyeån truïc toïa ñoä ′ = li ij jv v . 

Coâng thöùc chuyeån truïc toïa ñoä naøy vaãn ñuùng cho moät vector baát kyø, duø noù 
laø moät ñaïi löôïng vaät lyù nhö vector vaän toác hoaëc löïc, laø moät ñaïi löôïng 
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hình hoïc nhö vector baùn kính, hoaëc moät ñaïi löôïng ñöôïc hình dung khoù 
hôn nhö gradient cuûa moät ñaïi löôïng voâ höôùng. Thí duï, neáu 

 ∂φ
=
∂i

i
G

x
                 (1.75) 

thì 

 ∂∂φ ∂φ′ = = =
′ ′∂ ∂ ∂

lk
i ik k

i k i

xG G
x x x

              (1.76) 

Quy luaät chuyeån truïc ñaõ ñeà caäp ôû treân, trong ñoù moãi hình chieáu môùi cuûa 
vector trong heä truïc môùi laø moät toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc hình chieáu cuõ 
cuûa vector trong heä truïc cuõ, raát tieän lôïi trong söû duïng. Trong phaàn tieáp 
theo, chuùng ta thöøa nhaän ñieàu naøy nhö ñònh nghóa cuûa moät vector, do ñoù 
söï thay theá ñònh nghóa vector tröôùc ñaây nhö moät ñaïi löôïng coù höôùng vaø 
ñoä lôùn. Nguyeân nhaân cô baûn cho vieäc thöøa nhaän ñònh nghóa vector môùi 
naøy laø noù coù theå ñöôïc toång quaùt hoùa moät caùch deã daøng ñeå aùp duïng vaøo 
nhöõng ñaïi löôïng vaät lyù phöùc taïp hôn ñöôïc goïi laø tensor trong khi söï ñònh 
nghóa “ñoä lôùn vaø höôùng” thì khoâng theå. 

Ñaàu tieân tensor baäc moät ñöôïc ñònh nghóa laø taäp hôïp ba ñaïi löôïng (ñöôïc 
goïi laø caùc thaønh phaàn cuûa noù) coù ñaëc tính laø neáu nhöõng giaù trò cuûa chuùng 
ôû moät ñieåm coá ñònh trong heä truïc toïa ñoä ix  laø iv  thì nhöõng giaù trò cuûa 
chuùng ôû moät ñieåm naøy trong heä truïc toïa ñoä môùi baát kyø ′ix  laø ′ = li ij jv v . 

Taát nhieân ta cuõng coù söï trình baøy töông ñöông ′= li ji jv v . Vì taát caû caùc 

vector bieán ñoåi theo quy luaät naøy, neân caùc vector laø nhöõng tensor baäc 
moät. Moät ñaïi löôïng voâ höôùng, nhö nhieät ñoä ôû moät ñieåm, coù giaù trò khoâng 
ñoåi baát chaáp heä truïc toïa ñoä ñöôïc duøng ñeå bieåu thò noù, vaø do ñoù soá voâ 
höôùng khoâng bò aûnh höôûng bôûi söï chuyeån heä truïc vaø ñöôïc ñònh nghóa 
nhö laø tensor baäc khoâng. Moät tensor baäc moät (hoaëc moät vector) laø moät 
taäp hôïp 31 = 3 thaønh phaàn, vaø tensor baäc khoâng (hoaëc moät soá voâ höôùng) 
laø moät taäp hôïp 30 = 1 thaønh phaàn. 

Baây giôø ñònh nghóa ñöôïc môû roäng moät caùch töông töï cho nhöõng tensor 
baäc cao hôn. Moät tensor baäc hai ñöôïc ñònh nghóa nhö laø taäp hôïp 32 = 9 
thaønh phaàn, neáu caùc giaù trò cuûa chuùng ôû moät ñieåm laø ija  trong heä truïc 

toïa ñoä ix , nhöõng giaù trò cuûa chuùng ′ija  ôû cuøng ñieåm trong heä truïc môùi baát 

kyø ′ix  ñöôïc cho bôûi 

 ′ = l lij im jn mna a                 (1.77) 
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Moät tensor baäc hai coù theå ñöôïc hieåu laø ñöôïc ñònh nghóa hoaøn toaøn bôûi ba 
vector gioáng nhö moät vector ñöôïc ñònh nghóa hoaøn toaøn bôûi ba soá voâ 
höôùng. Nhö seõ ñöôïc thaáy sau naøy, caùc ñaïi löôïng bieåu thò traïng thaùi öùng 
suaát ôû moät ñieåm trong vaät theå bieán daïng coù daïng tensor baäc hai. Noùi 
caùch khaùc, traïng thaùi öùng suaát ôû moät ñieåm ñöôïc ñònh nghóa hoaøn toaøn 
bôûi ba vector. 

Moät tensor baäc ba laø moät taäp hôïp 33 = 27 thaønh phaàn, neáu caùc giaù trò 
cuûa chuùng ôû moät ñieåm laø ijka  trong heä truïc toïa ñoä ix , nhöõng giaù trò cuûa 

chuùng ′ijka  ôû cuøng ñieåm trong heä truïc môùi baát kyø ′ix  ñöôïc cho bôûi 

 ′ = l l lijk im jn kp mnpa a                (1.78) 

Tensor coù theå coù baäc baát kyø; coâng thöùc chuyeån truïc toång quaùt coù theå xaùc 
ñònh töø nhöõng ñònh nghóa tröôùc ñaây. Taát caû nhöõng tensor nhö theá ñöôïc 
goïi laø Cartesian tensor bôûi vì söï giôùi haïn vaøo caùc heä truïc toïa ñoä 
Descartes. 

Baûng 1.5. Caùc cosine chæ phöông (lij) 

Truïc cuõ Truïc 

môùi x1 x2 x3 

′1x  

′2x  

′3x  

1 2  

−1 2  

0 

1 2  

1 2  

0 

0 

0 

1 

Nhö moät thí duï, giaû söû raèng chín thaønh phaàn cuûa tensor baäc hai trong 
heä truïc toïa ñoä ix  ñöôïc bieát: 

 a11 = 1, a12 = -1,    a32 = 2,    caùc thaønh phaàn coøn laïi aij = 0 

Khaûo saùt heä truïc toïa ñoä môùi ′ix  ñöôïc lieân heä vôùi heä truïc ix  bôûi caùc cosine 
chæ phöông (lij) ñöôïc cho trong baûng 1.5. 

Nhöõng thaønh phaàn môùi ′ija  trong heä truïc ′ix  ñöôïc cho bôûi 

 
( ) ( )

′ = = + + +

= + − + =

l l l l l l l l11 1m 1n mn 11 11 11 11 12 12 13 12 32
1 1
2 2

a a a a a 0
1 1 0 0

           (1.79) 

Töông töï, ′ ′= − =12 32a 1, a 2 , vaø v..v... 
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1.4.5. Caùc ñaëc tröng cuûa tensor 

Caùc pheùp toaùn treân tensor töông töï nhö caùc pheùp toaùn treân vector. 

1.4.5.1. Hai tensor baèng nhau 

Hai tensor A vaø B ñöôïc ñònh nghóa laø baèng nhau khi caùc thaønh phaàn 
töông öùng cuûa chuùng baèng nhau. Thí duï, ñieàu kieän baèng nhau cuûa tensor 
aij vaø tensor bij laø 

 aij = bij                 (1.80) 

1.4.5.2. Pheùp coäng 

Toång hoaëc hieäu hai tensor cuøng baäc laø moät tensor cuøng baäc, noù ñöôïc ñònh 
nghóa laø coäng hoaëc tröø caùc thaønh phaàn töông öùng cuûa hai tensor. Thí duï, 
neáu coäng hai tensor baäc hai aij vaø bij ta thu ñöôïc tensor baäc hai cij: 

 cij = aij + bij                (1.81) 

Roõ raøng raèng toång hoaëc hieäu hai tensor khaùc baäc khoâng theå ñöôïc ñònh 
nghóa. 

1.4.5.3. Caùc phöông trình tensor 

Nhö ñaõ ñeà caäp tröôùc ñaây, moät phöông trình tensor ñuùng trong heä truïc 
toïa ñoä thì ñuùng trong taát caû caùc heä truïc toïa ñoä, neáu hai tensor thoûa aij = 
bij trong heä truïc xi, ta coù theå xaùc ñònh cij = aij - bij trong taát caû heä truïc. 
Theo laäp luaän tröôùc ñaây, hieäu cuûa hai tensor cuøng baäc laø tensor cuõng 
cuøng baäc, nghóa laø cij laø tensor baäc hai. Baây giôø, cij trieät tieâu trong heä 
truïc xi, vaø do ñoù cuõng trieät tieâu trong taát caû caùc heä truïc toïa ñoä. Ñieàu naøy 
cuõng coù theå deã daøng thaáy ñöôïc töø thöïc teá raèng c’ij trong heä truïc baát kyø laø 
toå hôïp tuyeán tính cuûa cij. 

1.4.5.4. Pheùp nhaân 

Pheùp nhaân tensor aij vôùi moät ñaïi löôïng voâ höôùng α taïo ra moät tensor bij 
coù cuøng baäc: 

 bij = αaij                 (1.82) 

Xeùt tensor baäc moät ai vaø tensor baäc hai bij. Chuùng ta coù theå ñònh nghóa 
moät taäp hôïp caùc ñaïi löôïng môùi cijk bôûi moät caùch thöùc ñöôïc goïi laø pheùp 
nhaân tensor: 

 cijk = aibjk                (1.83) 

Dó nhieân coù theå hieåu raèng moät quy luaät ñònh nghóa töông töï seõ ñöôïc 
duøng trong heä truïc khaùc. 
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( ) ( )′ ′ ′= =

= =

l l l

l l l l l l

ijk i jk im m jn ko no

im jn ko m no im jn ko mno

c ab a a

a a c
             (1.84) 

Phöông trình (1.84) cho thaáy cijk laø moät tensor haïng ba. Toång quaùt, pheùp 
nhaân tensor taïo ra moät tensor môùi coù baäc baèng toång caùc baäc cuûa caùc 
tensor goác. 

1.4.5.5. Söï ruùt goïn 

Khaûo saùt tensor aijk - moät taäp hôïp 27 thaønh phaàn. Neáu ta cho hai chæ soá 
cuøng chöõ caùi, töùc laø thay j baèng k, ta coù aikk. Luùc naøy tensor chæ coøn ba 
thaønh phaàn, moãi thaønh phaàn laø toång cuûa ba thaønh phaàn goác. Deã daøng 
thaáy raèng taäp hôïp ba ñaïi löôïng naøy laø moät tensor baäc moät. Ñoái vôùi 
tensor baäc ba aijk, ta coù 

 ′ = l l lijk ip jq kr pqra a  

vaø do ñoù 

 ( )′ = = δ =l l l l likk ip kq kr pqr ip qr pqr ip prra a a a              (1.85) 

ñoù laø quy luaät chuyeån truïc ñoái vôùi tensor baäc moät, nghóa laø, aikk laø moät 
tensor baäc moät. 

1.4.6. Tensor ñaúng höôùng 

Moät tensor laø ñaúng höôùng neáu nhöõng thaønh phaàn cuûa noù cuøng giaù trò 
trong taát caû heä truïc toïa ñoä. Moät soá voâ höôùng (tensor baäc khoâng) laø thí duï 
ñôn giaûn veà tensor ñaúng höôùng. Tensor δij laø ñaúng höôùng baäc hai vì δij coù 
caùc giaù trò khoâng ñoåi khi chuyeån truïc toïa ñoä 

 δ’ij = lirljsδrs = lirljr = δij               (1.86) 

Coù theå thaáy raèng tensor ñaúng höôùng baäc hai baát kyø phaûi ôû daïng haèng soá 
nhaân vôùi δij, vaø tensor ñaúng höôùng baäc boán toång quaùt nhaát  coù daïng: 

 aijkl = αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk              (1.87) 

1.5. Toùm taét 

Lyù thuyeát deûo ñeà caäp ñeán söï phaân tích öùng suaát vaø bieán daïng trong 
mieàn chaûy deûo cuûa vaät lieäu deûo, ñaëc bieät laø caùc kim loaïi. Chöông naøy 
giôùi thieäu nhöõng khaùi nieäm cô sôû cuûa lyù thuyeát deûo baèng caùch baøn luaän 
öùng xöû öùng suaát-bieán daïng ñôn truïc cuûa caùc kim loaïi. Caùc khaùi nieäm 
quan troïng, nhö bieán daïng ñaøn hoài, bieán daïng deûo, giôùi haïn ñaøn hoài, 
chaûy deûo, bieán cöùng, bieán meàm, vaø hieäu öùng Bauschinger cho ñaët taûi 
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nghòch ñaûo ñaõ ñöôïc minh hoïa taát caû. Ñieåm ñaëc tröng coù yù nghóa nhaát 
cuûa bieán daïng deûo laø tính khoâng thuaän nghòch cuûa noù vaø phuï thuoäc loä 
trình ñaët taûi. Ñoái vôùi vaät lieäu bieán cöùng, moät thoâng soá bieán cöùng lieân heä 
vôùi coâng chaûy deûo hay bieán daïng deûo ñaõ ñöôïc giôùi thieäu ñeå ghi nhaän lòch 
söû ñaët taûi. Roài modulus deûo ñöôïc lieân heä vôùi thoâng soá bieán cöùng naøy. 
Caùc ñaëc tröng toång quaùt cuûa vaät lieäu ñöôïc thaûo luaän trong chöông naøy 
döôùi daïng öùng xöû öùng suaát-bieán daïng ñôn truïc cuûa caùc kim loaïi coù theå 
ñöôïc duøng trong nhöõng chöông sau ñeå ruùt ra quy luaät roäng hôn veà caùc 
quan heä öùng suaát-bieán daïng hai chieàu vaø ba chieàu cuûa nhöõng vaät lieäu noùi 
chung vaø kim loaïi vaø beâ toâng noùi rieâng. 

Moái quan heä giöõa öùng suaát vaø bieán daïng trong nhöõng tröôøng hôïp ñaët taûi 
toång quaùt ñaëc tröng nhöõng thuoäc tính cuûa vaät lieäu thì ñöôïc xem nhö laø 
moái quan heä cô baûn. Caùc chöông tieáp theo seõ ñeà caäp ñeán nhöõng kyõ thuaät 
toång quaùt ñöôïc duøng trong söï môû roäng caàn thieát cuûa öùng xöû öùng suaát-
bieán daïng töø ñieàu kieän ñôn truïc ñeán traïng thaùi ba chieàu. Toång quaùt, saùu 
thaønh phaàn öùng suaát vaø saùu thaønh phaàn bieán daïng ñöôïc bao goàm trong 
caùc phöông trình cô baûn. Ñeå ñôn giaûn hoùa caùc bieåu thöùc toaùn hoïc, chuùng 
ta seõ duøng caùc kyù hieäu chæ soá. Nhaèm chuaån bò cho caùc chöông sau, kyù 
hieäu suùc tích veà tensor ñaõ ñöôïc giôùi thieäu trong chöông naøy. 

Baøi taäp 

1.1. Ñaùp öùng σ-ε trong keùo ñôn truïc cuûa vaät lieäu ñöôïc xaáp xæ bôûi daïng 
coâng thöùc cuûa Ramberg-Osgood 

 σ σ⎛ ⎞ε = ε + ε = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n
e p

E b
 

(a) Tìm modulus tieáp tuyeán Et vaø modulus deûo Ep nhö laø nhöõng haøm 
cuûa öùng suaát σ vaø cuûa bieán daïng deûo εp. 

(b) Xaùc ñònh coâng chaûy deûo Wp nhö laø haøm cuûa öùng suaát σ vaø cuûa 
bieán daïng deûo εp. 

(c) Haõy bieåu dieãn öùng suaát σ vaø modulus deûo Ep döôùi daïng coâng chaûy 
deûo Wp. 

(d) ÖÙng suaát chaûy ban ñaàu laø gì? 

(e) Giaû söû n = 1, haõy veõ ñöôøng cong σ-ε cho vieäc ñaët taûi ñöôïc theo sau 
bôûi söï caát taûi hoaøn toaøn. 

(f) Cho n = 5, tìm caùc öùng suaát chaûy keùo offset ñoái vôùi caùc offset εp = 
0,1% vaø εp = 0,2%. 
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1.2. Ñoái vôùi vaät lieäu cuûa baøi taäp 1.1, cho n = 4, E = 73.000 Mpa, vaø b = 
800 Mpa. Moät phaân toá vaät lieäu ñöôïc laøm bieán daïng keùo tröôùc ñeán 
traïng thaùi coù εp = 0,015 vaø ñöôïc caát taûi tieáp sau ñoù vaø roài ñaët taûi 
nghòch ñaûo cho ñeán khi chaûy deûo ôû traïng thaùi neùn baét ñaàu; chaûy deûo 
neùn ñöôïc tieáp tuïc theâm cho ñeán khi εp = -0,015. Vaät lieäu ñöôïc giaû 
ñònh laø theo: (i) quy luaät bieán cöùng ñaúng höôùng; (ii) quy luaät bieán 
cöùng ñoäc laäp, caû hai ñeàu vôùi modulus deûo Ep ñöôïc laáy phuï thuoäc vaøo 
modulus bieán cöùng ñôn κ ñöôïc ñònh nghóa nhö  

 ( )κ = ε ε∫
1 2p pd d   

(a) Xaùc ñònh öùng suaát luùc baét ñaàu chaûy deûo neùn. 

(b) Veõ ñöôøng cong σ-εp. 

1.3. Ñoái vôùi vaät lieäu cuûa baøi taäp 1.1, cho n = 3, E = 69.000 Mpa, vaø b = 
690 Mpa. Moät phaân toá vaät lieäu tröôùc tieân ñöôïc laøm bieán daïng keùo 
tröôùc ñeán traïng thaùi 1 vôùi Wp = 113,85 kN.m/m3 vaø ñöôïc caát taûi tieáp 
sau ñoù vaø roài ñaët taûi nghòch ñaûo cho ñeán khi chaûy deûo neùn baét ñaàu ôû 
traïng thaùi 2. Tieáp theo, noù ñöôïc ñaët taûi vôùi moät gia soá öùng suaát dσ = 
-2,07 Mpa cho ñeán ñieåm 3, vaø roài vôùi moät gia soá öùng suaát khaùc dσ = 
-2,07 Mpa cho ñeán ñieåm 4. Sau ñoù, phaân toá ñöôïc caát taûi vaø ñaët taûi 
laïi ôû traïng thaùi keùo cho ñeán khi chaûy deûo xaûy ra ôû traïng thaùi 5. Vaät 
lieäu ñöôïc giaû söû laø theo quy luaät bieán cöùng ñaúng höôùng vôùi modulus 
deûo Ep ñöôïc laáy phuï thuoäc vaøo thoâng soá bieán cöùng κ ñöôïc ñònh nghóa 
nhö κ = Wp. 

(a) Xaùc ñònh öùng suaát keùo σ1 vaø bieán daïng deûo εp
1 ôû traïng thaùi 1. 

(b) Xaùc ñònh öùng suaát σ, bieán daïng ε, bieán daïng deûo εp, coâng chaûy deûo 
Wp, vaø modulus deûo Ep ôû caùc traïng thaùi 2, 3, 4. 

(c) Xaùc ñònh öùng suaát σ5 vaø modulus deûo Ep ôû traïng thaùi 5. 

1.4. Ñoái vôùi moâ hình vaät lieäu cuûa thí duï 1.1 (xem hình 1.7), giaû söû caùc 
thoâng soá vaät lieäu ñöôïc choïn laø A1 = 2/3, A2 = 1/3, σ01 = 138 MPa, σ02 
= 345 Mpa, vaø E = 69000 Mpa. Caùc bieán daïng ôû ñieåm c vaø f trong 
hình 1.8 ñöôïc laáy laø εc = 0,013 vaø εf = 0,011, vaø traïng thaùi h ñöôïc 
giaû söû töông öùng vôùi giaù trò öùng suaát neùn trong caùc thanh 2 laø σ02/2. 

(a) Xaùc ñònh caùc öùng suaát dö trong caùc thanh 1 vaø 2 khi σ = 0 doïc 
theo loä trình caát taûi f-g vaø trong quaù trình ñaët taûi laïi doïc h-i? 

(b) Xaùc ñònh öùng suaát trong caùc thanh 2 töông öùng vôùi caùc traïng thaùi 
g vaø i. 
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(c) Tìm caùc giaù trò öùng suaát trong caùc thanh 2, σ2, vaø giaù trò bieán 
daïng ε khi öùng suaát trong nhöõng thanh 1 ñöôïc giaûi phoùng hoaøn 
toaøn (σ1 = 0) trong quaù trình caát taûi doïc loä trình f-g vaø trong quaù 
trình ñaët taûi laïi doïc loä trình h-i. 

(d) Ñoái vôùi caùc loä trình σ-ε trong hình 1.8, haõy veõ ñoà thò bieåu dieãn 
quan heä σ1 theo σ2, bieåu thò ñöôøng öùng suaát töông ñöông σ = 0. 

1.5. Moät phaân toá vaät lieäu bieán cöùng tuyeán tính gioáng nhö thí duï 1.2 
khoâng coù öùng suaát vaø bieán daïng ban ñaàu, chòu caùc quaù trình ñaët taûi 
khaùc nhau vaø taïo ra caùc loä trình öùng suaát ñöôïc cho döôùi ñaây. Ñoái vôùi 
moãi quy luaät bieán cöùng (trong ba quy luaät bieán cöùng) ñöôïc khaûo saùt 
trong thí duï 1.2, haõy tìm traïng thaùi bieán daïng cuoái cuøng, ε, vaø εp ñaït 
ñöôïc ôû cuoái cuûa moãi loä trình ñaët taûi. Caùc giaù trò öùng suaát ñöôïc cho 
vôùi ñôn vò laø Mpa. 

(i) σ = 0 → 414 → -414 → 0 → 414. 

(ii) σ = 0 → 621 → 0. 

Ñoái vôùi moãi tröôøng hôïp, haõy trình baøy baèng ñoà thò nhöõng söï bieåu 
dieãn caùc loä trình öùng suaát-bieán daïng trong khoâng gian σ-ε vaø σ-εp. 

1.6. Ñaùp öùng σ-ε trong keùo ñôn truïc ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn-deûo ñöôïc xaáp xæ 
bôûi ñöôøng cong ñöôïc tuyeán tính hoùa nhö sau: 

Ñaøn hoài σ = Eε   (ε < ε0) 

Ñaøn-deûo σ = σ0 + Et1(ε - ε0)  (ε0 ≤ ε ≤ ε1) 

  σ = σ1 + Et2(ε - ε1)  (ε1 ≤ ε ≤ ε2) 

Chaûy deûo hoaøn toaøn σ = σ2    (ε > ε2) 

vôùi caùc haèng soá vaät lieäu ñöôïc cho laø σ0 = 207 Mpa, ε0 = 0,001; σ1 = 
414 Mpa, ε1 = 0,005; σ2 = 587 Mpa, ε1 = 0,013. Moät phaân toá cuûa vaät 
lieäu ñöôïc laøm bieán daïng keùo tröôùc ñeán traïng thaùi A vôùi εA = 0,015 
vaø tieáp theo ñöôïc caát taûi cho ñeán khi chaûy deûo neùn baét ñaàu ôû traïng 
thaùi C. Duy trì chaûy deûo neùn tieáp tuïc cho ñeán khi εp = 0. Vaät lieäu 
ñöôïc giaû söû laø bieán cöùng ñoäng hoïc, vôùi modulus deûo Ep ñöôïc laáy phuï 
thuoäc vaøo thoâng soá bieán cöùng ñôn κ nhö ñöôïc ñònh nghóa döôùi ñaây. 

(a) Haõy veõ ñöôøng cong ñaët taûi-caát taûi-ñaët taûi nghòch ñaûo σ-εp ñoái vôùi 

moãi giaû thieát sau ñaây : (i) ( )κ = ε ε∫
1 2p pd d ; (ii) κ = εp (ñoái vôùi εp ≥ 
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0) ; (iii) κ = σ ε∫ pd ; (iv) ( )κ = σ − α ε∫ pd  vôùi α (coù ñôn vò öùng suaát) 

laø taâm cuûa mieàn ñaøn hoài hieän haønh. 

(b) Xaùc ñònh caùc giaù trò σ vaø ε khi εp = 0 trong quaù trình chaûy deûo 
neùn nghòch ñaûo ñoái vôùi töøng giaû thieát trong boán giaû thieát ôû caâu 
(a). 

1.7. Moät thanh vôùi hai ñöôïc ngaøm chòu taùc ñoäng cuûa löïc doïc truïc P ôû 
ñieåm caùch ñaàu traùi moät khoaûng a vaø caùch ñaàu traùi moät khoaûng b, 
vôùi a < b nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình B1.7. Thanh ñöôïc laøm 
ba92ng vaät lieäu ñaøn-deûo lyù töôûng vôùi öùng suaát chaûy σy. Löïc doïc truïc 
ñaàu tieân ñöôïc gia taêng töø 0 ñeán khi chaûy deûo xaûy ra trong toaøn boä 
thanh, vaø roài ñöôïc caát taûi ñeán zero, sau ñoù ñaët taûi laïi theo höôùng 
nghòch ñaûo. 

(a) Xaùc ñònh taûi giôùi haïn ñaøn hoài Pe vaø taûi giôùi haïn deûo Pp trong quaù 
trình ñaët taûi. 

(b) Xaùc ñònh öùng suaát dö vaø bieán daïng deûo trong thanh khi taûi doïc 
truïc P ñöôïc giaûm ñeán zero. 

 

(c) Xaùc ñònh taûi giôùi haïn deûo Pp trong quaù trình ñaët taûi nghòch ñaûo. 

(d) Haõy veõ ñöôøng cong P theo u cho chu trình ñaët taûi-ñaët taûi nghòch 
ñaûo ñoái vôùi tröôøng hôïp b = 2a, ôû ñaây u laø chuyeån vò doïc truïc cuûa 
thanh ôû thôøi ñieåm taûi ñang xeùt. 

1.8. Duøng baûng cuûa caùc cosine chæ phöông (lij) nhö ñöôïc cho trong thí duï 
1.4 (baûng 1.4), haõy chöùng toû raèng hai maët phaúng sau ñaây truøng 
nhau: 

 − + =1
1 2 332x x x 1 trong heä truïc xi 

 ′ ′ ′+ − =47 14 21
1 2 325 15 25x x x 1 trong heä truïc x’i 

a b

L

P

Hình B1.7. Hình baøi taäp 1.7
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1.9. Neáu Bi = Ai/(AjAj)1/2, chöùng toû raèng Bi laø vector ñôn vò. 

1.10. Nhöõng moái quan heä ñöôïc cho nhö sau: 

 
σ = + σ δ

=

1
ij ij kk ij3

1
2 ij ji2

s

J s s
 

 ôû ñaây σij vaø sij laø nhöõng tensor baäc hai ñoái xöùng, haõy chöùng toû 
raèng (a) sii = 0 vaø (b) ∂J2/∂σij = sij. 

1.11. Chöùng minh raèng khoâng coù caëp vector Ai vaø Bi ñeå maø δij = AiBi. 

1.12. Chuùng toû raèng moät tensor baäc hai baát kyø σij coù theå ñöôïc vieát döôùi 
daïng 

 σij = sij + αδij 

 ôû ñaây sii = 0. 

1.13. Xeùt heä giaøn phaúng ñoái xöùng goàm coù ba thanh vôùi dieän tích maët caét 
ngang A vaø chòu taùc ñoäng cuûa moät taûi thaúng ñöùng P ôû ñieåm D nhö 
trong hình B1.13. Caùc thanh ñöôïc laøm baèng vaät lieäu ñaøn-deûo lyù 
töôûng vôùi modulus ñaøn hoài E vaø öùng suaát chaûy σ0. Khi Taûi P ñöôïc      
gia taêng moät caùch lieân tuïc, thanh 2 seõ ñöôïc chaûy deûo tröôùc tieân ôû 
traïng thaùi a (Pa, Δa), vaø tieáp theo caùc thanh 1 vaø 3 ñöôïc chaûy deûo ôû 
traïng thaùi b (Pb, Δb). Chaûy deûo xaûy ra ôû taûi haèng Pb cho ñeán ñieåm 
D coù moät löôïng chuyeån vò theâm σ0L/E (traïng thaùi c); roài P ñöôïc caát 
taûi hoaøn toaøn (traïng thaùi d). Sau ñoù, taûi P ñöôïc gia taêng theo 
höôùng ngöôïc laïi cho tôùi khi taát caû ba thanh ñöôïc chaûy deûo nghòch 
ñaûo (traïng thaùi f). 

(a) Haõy tìm caùc öùng suaát dö vaø bieán daïng dö ôû traïng thaùi d cho ba 
thanh trong heä giaøn. 

(b) Haõy tìm taûi chaûy deûo nghòch ñaûo. 

(c) Veõ ñöôøng cong cuûa taûi theo chuyeån vò cuûa nuùt D (P theo Δ) ñoái vôùi 
toaøn boä chöông trình ñaët taûi-caát taûi-ñaët taûi nghòch ñaûo. 

(d) Tham khaûo moâ hình thanh song song cuûa thí duï 1.1, keát luaän gì 
coù theå ruùt ra töø moâ hình giaøn naøy? 
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Hình B1.13. Hình baøi 1.13.


