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1. Cho moät taám troøn, daøy ñeàu δ = 2c, baùn kính R = a vaø ñöôïc lieân keát goái xung 
quanh bieân troøn nhö hình veõ. Taám chòu taùc ñoäng cuûa aùp löïc ñeàu q vuoâng goùc 
vôùi maët treân cuûa taám. 

 
Haõy xaùc ñònh caùc thaønh phaàn öùng suaát cuûa caùc ñieåm trong taám. 

2. Xaùc ñònh qui luaät phaân boá cuûa caùc thaønh phaàn öùng suaát trong ñóa troøn, daøy 
ñeàu δ = 2c, baùn kính R = a, ñöôïc laøm baèng vaät lieäu coù khoái löôïng rieâng ρ vaø 
quay ñeàu vôùi vaän toác goùc ω. 

3. Xaùc ñònh söï phaân boá öùng suaát quanh moät loã hoãng hình caàu, baùn kính a taïi 
trung taâm beân trong moät thanh chòu keùo ñeàu ôû hai ñaàu (xem hình). 
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Lôøi giaûi. 

1.  

 Tröôøng hôïp choïn haøm öùng suaát coù daïng ña thöùc baäc ba baèng caùch toå hôïp 
tuyeán tính hai nghieäm rieâng Φ3 vaø ∗Φ1 töø (2.29) vaø (2.30): 

( ) ( )Φ = − + +3 2 3 2
3 3a 2z 3r z b z r z             (1.a) 

Thay (1.a) vaøo (2.18), ta thu ñöôïc: 

( ) ( )
( )

θσ = + ν − σ = + ν −

σ = − + − ν τ =
r 3 3 3 3

z 3 3 rz

6a 10 2 b ; 6a 10 2 b ;

12a 14 10 b ; 0
         (1.b) 

Caùc bieåu thöùc (1.b) chöùng toû tröôøng öùng suaát trong taám laø tröôøng öùng suaát 
ñoàng nhaát. Baèng söï hieäu chænh thích hôïp caùc haèng soá a3 vaø b3, lôøi giaûi (1.b) 
moâ taû tröôøng öùng suaát trong moät taám chòu caùc haèng soá öùng suaát σz vaø σr ôû 
beà maët taám. 

 Tröôøng hôïp choïn haøm öùng suaát coù daïng ña thöùc baäc boán baèng caùch toå hôïp 
tuyeán tính hai nghieäm rieâng Φ4 vaø ∗Φ2 töø (2.29) vaø (2.30): 

( ) ( )Φ = − + + + −4 2 2 4 4 2 2 4
4 4a 8z 24r z 3r b 2z r z r            (1.c) 

Thay (1.c) vaøo (2.18), ta thu ñöôïc: 

( )
( )

( )

σ = + ν −

σ = − + − ν

τ = − − ν

r 4 4

z 4 4

rz 4 4

96a z 4b 14 1 z;

192a z 4b 16 14 z;

96a r 2b 16 14 r

             (1.d) 

Vì τrz = 0 ∀r, neân: 

( )− − ν =4 496a 2b 16 14 0 

Do ñoù: 

( )σ = τ = σ = + νz rz r 40; 28 1 b z             (1.e) 

Lôøi giaûi (1.e) bieåu dieãn söï uoán ñeàu cuûa taám bôûi moment phaân boá ñeàu doïc 
theo bieân troøn. 

 Ñeå coù lôøi giaûi cho taám chòu taùc ñoäng cuûa aùp löïc ñeàu q vuoâng goùc vôùi maët 
treân cuûa taám, ta choïn haøm öùng suaát coù daïng ña thöùc baäc saùu: 
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( )
( )

Φ = − + − +

+ − − +

6 4 2 4 6
6 2

6 4 2 2 4 6
6

1 a 16z 120z r 90z r 5r
3

b 8z 16z r 21z r 3r

          (1.f) 

Thay (1.f) vaøo (2.18), ta thu ñöôïc: 

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }

σ = − +

⎡ ⎤+ + ν + − ν⎣ ⎦

σ = − + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + − ν + − − ν⎣ ⎦ ⎣ ⎦

τ = − +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + ν + − ν⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3 2
r 6

3 2
6

3 2
z 6

3 2
6

2 3
rz 6

2 3
6

a 320z 720r z

b 64 2 11 z 504 48 22 r z ;

a 640z 960r z

b 960 32 22 2 z 384 48 22 2 r z ;

a 960rz 240r

b 672 48 22 rz 432 12 22 r

 

Theâm vaøo caùc thaønh phaàn öùng suaát treân caùc öùng suaát ñöôïc ruùt ra töø (1.d) 
baèng caùch laáy b4 = 0: σ = σ = − τ =r 4 z 4 rz 496a z; 192a z; 96a r vaø caùc 

öùng suaát ñöôïc ruùt ra töø (b) cuûa tröôøng hôïp keùo ñeàu theo höôùng z: σ =z b. 

Do ñoù ta thu ñöôïc nhöõng bieåu thöùc tính caùc thaønh phaàn öùng suaát chöùa boán 
haèng soá a6, b6, a4, b. Caùc haèng soá naøy coù theå ñöôïc ñieàu chænh sao cho thoûa 
maõn caùc ñieàu kieän bieân ôû maët treân vaø maët döôùi cuûa taám. Nhöõng ñieàu kieän 
bieân bao goàm: 

σ = = σ = − = −

τ = = τ = = −
z z

rz rz

0 taïi z c; q taïi z c;
0 taïi z c; 0 taïi z c

           (1.g) 

Vôùi q laø cöôøng ñoä cuûa taûi phaân boá vaø 2c laø chieàu daøy cuûa taám. Boán haèng soá 
a6, b6, a4, b seõ ñöôïc xaùc ñònh töø boán ñieàu kieän bieân (1.g) vaø caùc thaønh phaàn 
öùng suaát thoûa caùc ñieàu kieän bieân (1.g): 

( )

( )

⎡ ⎤+ ν+ ν
σ = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎛ ⎞

σ = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

τ = − −

3 2

r 3 3

3

z 3

2 2
rz 3

3 32 z r z 3 zq ;
8 32 8 cc c

z 3 z 1q ;
4 c 24c

3qr c z
8c

            (1.h) 
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Ta coù theå nhaän thaáy raèng hai thaønh phaàn öùng suaát σz vaø τrz ñöôïc phaân boá 
töông töï nhö tröôøng hôïp daàm coù tieát dieän hình chöõ nhaät heïp chòu taûi ñeàu. 
Thaønh phaàn öùng suaát σr ñöôïc bieåu dieãn bôûi haøm leû cuûa bieán z, vaø ôû bieân 
troøn cuûa taám chuùng bieåu thò moment uoán phaân boá ñeàu doïc theo bieân naøy. 

Ñeå tìm lôøi giaûi cho taám coù lieân keát goái xung quanh bieân troøn, ta choàng chaäp 
moät öùng suaát uoán thuaàn (1.e) vaø hieäu chænh haèng soá b4 sao cho moment uoán 
ôû bieân baèng khoâng: 

−

σ =∫
c

r
c

zdz 0 

Bieåu thöùc cuoái cuøng cuûa σr coù daïng: 

( ) ( )⎡ ⎤+ ν + ν+ ν + ν
σ = − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

3 2 2

r 3 3 3
3 3 3 32 z r z 3 2 z a zq

8 32 8 5 c 32c c c
          (1.i) 

vaø ôû taâm cuûa taám ta coù: 

( ) ( )
=

⎡ ⎤+ ν+ ν + ν
σ = − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

3 2

r 3 3r 0
3 32 z 3 2 z a zq

8 8 5 c 32c c
            (1.j) 

Lyù thuyeát cô sôû cuûa taám chòu uoán, döïa treân caùc giaû ñònh raèng caùc phaân toá 
thaúng cuûa taám vuoâng goùc vôùi maët phaúng trung hoøa (z = 0) vaãn thaúng vaø 
vuoâng goùc vôùi maët phaúng uoán cuûa taám trong suoát quaù trình uoán, tìm ñöôïc 
öùng suaát höôùng kính ôû taâm ñóa: 

( )+ ν
σ =

2

r 3
3 3 a z q

32 c
                (1.k) 

So saùnh (1.k) vôùi (1.j), ta thaáy raèng hai soá haïng ñaàu trong keát quaû chính xaùc 
(1.j) coù trò soá nhoû neáu chieàu daøy 2c nhoû so vôùi baùn kính a. 

Neân chuù yù raèng baèng caùch ñaët choàng theâm taùc ñoäng uoán thuaàn tuùy ta loaïi 
tröø moment uoán doïc theo bieân troøn cuûa taám; nhöng coù thaønh phaàn öùng suaát 
höôùng kính ôû bieân: 

( ) =

⎛ ⎞+ ν + ν
σ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

3

r 3r a
2 z 3 2 zq

8 8 5 cc
              (1.l) 

Hôïp cuûa öùng suaát naøy treân moät ñôn vò chieàu daøi cuûa bieân troøn vaø moment 
cuûa chuùng ñeàu baèng khoâng. Do ñoù, döïa treân cô sôû cuûa nguyeân lyù Saint-
Venant, ta coù theå noùi raèng vieäc boû qua thaønh phaàn öùng suaát naøy seõ khoâng coù 
aûnh höôûng ñaùng keå ñeán söï phaân boá öùng suaát ôû xa meùp cuûa taám. 



Chöông 2. Baøi toaùn ñoái xöùng truïc 

 
5

Baèng caùch choïn haøm öùng suaát laø caùc ña thöùc baäc cao hôn saùu, ta coù theå 
khaùm phaù theâm nhöõng tröôøng hôïp uoán cuûa taám troøn chòu taûi phaân boá khoâng 
ñeàu. Taát caû nhöõng lôøi giaûi treân chæ thoûa khi ñoä voõng cuûa taám nhoû so vôùi chieàu 
daøy. Ñoái vôùi caùc tröôøng hôïp ñoä voõng lôùn, söï caêng cuûa maët phaúng trung hoøa 
taám phaûi ñöôïc khaûo saùt ñeán. 

2.  

Baøi toaùn ñaõ cho coù tính ñoái xöùng truïc vì: 

 Hình hoïc keát caáu ñoái xöùng quanh truïc quay. 

 Vaät lieäu keát caáu ñoái xöùng quanh truïc quay. 

 Taûi taùc ñoäng (löïc quaùn tính ly taâm - löïc theå tích) ñoái xöùng quanh truïc quay. 

Do ñoù tröôøng öùng suaát caàn tìm trong ñóa troøn seõ coù tính ñoái xöùng quanh truïc 
quay. 

Caùc thaønh phaàn löïc theå tích : 

X = ρω2x ; Y = ρω2y ;     Z = 0             (2.a) 

Theâm thaønh phaàn cuûa löïc quaùn tính ly taâm vaøo phöông trình vi phaân caân 
baèng (2.11) ta seõ coù : 

σ σσ

σ

θ−∂ ∂τ
+ + + ρω =

∂ ∂
∂τ ∂ τ

+ + =
∂ ∂

2rr zr

rz z rz

r 0
r z r

0
r z r

            (2.b) 

vôùi ρ laø khoái löôïng rieâng vaø ω laø vaän toác goùc quay cuûa ñóa. 

Caùc phöông trình töông thích: 

( )

( )

θ

θ θ

∂ σ ρω
∇ σ + − σ − σ = −

+ ν − ν∂
∂σ ρω

∇ σ + + σ − σ = −
+ ν ∂ − ν

∂ σ νρω
∇ σ + = −

+ ν − ν∂
τ∂ σ

∇ τ + − =
+ ν ∂ ∂

2 2
2

r r2 2

2
2

r2

2 2
2

z 2

2
2 zr

zr 2

1 2 2
1 1r r

1 1 2 2
1 r r 1r

1 2
1 1z

1 0
1 r z r

           (2.c) 

Nghieäm rieâng cuûa heä phöông trình caân baèng (2.b): 

σ σ σθ= + = = + τ =2 2 2 2 2
r z rzBr Dz ; Ar ; Cr Dz ; 0         (2.d) 
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Nghieäm naøy thoûa phöông trình caân baèng thöù hai cuûa (2.b) vaø phöông trình 
thöù tö cuûa (2.c). Boán haèng soá A, B, C, D ñöôïc xaùc ñònh sao cho thoûa phöông 
trình caân baèng thöù nhaát cuûa (2.b) vaø ba phöông trình ñaàu cuûa (2.c): 

( )

( ) ( )
( )

ρω + ν ρω
= = −

ν
ρω + ν + ν

= = −
ν − ν

2 2

2

1 3
A ; B ;

6 3
1 2 1

C 0; D
6 1

 

Caùc thaønh phaàn öùng suaát coù daïng: 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )θ

ρω + ν + νρω
σ = − −

ν − ν

ρω + ν
σ = τ =

ν
ρω + ν + ν

σ =
ν − ν

22
2 2

r

2
2

z rz

2
2

1 2 1
r z

3 6 1

1 3
r ; 0;

6
1 2 1

z
6 1

             (2.e) 

Trong tröôøng hôïp ñóa troøn coù chieàu daøy ñeàu, ta ñaët choàng leân lôøi giaûi (2.e) 
moät tröôøng öùng suaát nhaän ñöôïc töø moät haøm öùng suaát coù daïng ña thöùc baäc 
naêm baèng caùch toå hôïp hai nghieäm rieâng baäc naêm cuûa hai hoï nghieäm (2.29) 
vaø (2.30): 

( ) ( )Φ = − + + − −5 2 3 4 5 2 3 4
5 5a 8z 40r z 15r z b 2z r z 3r z            (2.f) 

Töø boán heä thöùc (2.18), ta tìm ñöôïc: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

θ

⎡ ⎤σ = − − + − ν + + ν⎣ ⎦
⎡ ⎤σ = − − + + − + ν + − ν⎣ ⎦

⎡ ⎤σ = − + + − ν + + ν⎣ ⎦
τ = − − ν

2 2 2 2
r 5 5

2 2 2 2
z 5 5

2 2 2 2
5 5

rz 5 5

a 180r 240z b 36 54 r 6 1 18 z ;

a 240r 480z b 102 54 r 96 108 z ;

a 60r 240z b 12 54 r 6 108 z ;

480a rz b 96 108 rz

     (2.g) 

Choàng chaäp caùc thaønh phaàn öùng suaát naøy vaøo (2.e) vaø xaùc ñònh caùc haèng soá 
a5 vaø b5 sao cho hai thaønh phaàn öùng suaát τrz vaø σz trieät tieâu, ta coù: 
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( )
( )
( )
( )

( )
θ

⎡ ⎤ν + ν + ν
σ = −ρω +⎢ ⎥− ν⎣ ⎦

⎡ ⎤ν + ν + ν
σ = −ρω +⎢ ⎥− ν⎣ ⎦

2 2 2
r

2 2 2

1 3z r ;
2 1 8

1 1 3
z r

2 1 8

             (2.h) 

Doïc theo bieân troøn cuûa ñóa khoâng coù löïc neùn, do ñoù ñieàu kieän bieân tónh hoïc ôû 
bieân troøn: 

− =

σ =∫
c

r
c r a

dz 0                   (2.i) 

Ñeå (2.i) thoûa, ta ñaët choàng leân (2.h) aùp löïc keùo ñeàu theo phöông höôùng kính 
coù ñoä lôùn: 

( ) ( )
( )

ν + νρω
+ ν + ρω

− ν

2 2
2 2 1 c3 a

8 2 1 3
 

Cuoái cuøng ta coù: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )θ

θ

⎡ ⎤ν + ν+ ν
σ = ρω − + −⎢ ⎥− ν⎣ ⎦

⎡ ⎤ν + ν+ ν + ν
σ = ρω − + −⎢ ⎥− ν⎣ ⎦
σ = τ =

2 2 2 2 2
r

2 2 2 2 2

rz

13 a r c 3z ;
8 6 1

13 1 3a r c 3z ;
8 8 6 1

0; 0

            (2.j) 

Söï phaân boá öùng suaát trong ñóa troøn xoay coù daïng moät ellipsoid deït troøn xoay. 

3.  

Ñoái vôùi thanh chòu keùo ñôn vôùi taûi phaân boá beà maët S ôû hai ñaàu, caùc thaønh 
phaàn öùng suaát phaùp vaø tieáp taùc ñoäng leân maët caàu cuûa loã trong thanh coù theå 
xaùc ñònh theo ñieàu kieän caân baèng: 

( ) ( )ψ

σ = σ ψ + σ ψ + τ ψ ψ = ψ

τ = σ − σ ψ ψ − τ ψ − ψ = − ψ ψ

2 2 2
R r z rz

2 2
R r z rz

sin cos 2 sin cos Scos ;

sin cos sin cos Ssin cos
     (3.a) 

Caùc thaønh phaàn öùng suaát cuûa moät ñieåm trong thanh ñöôïc taïo ra bôûi moät löïc 
keùo ôû ñaàu thanh seõ ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc heä thöùc (2.36) vaø (2.37). Töông töï, 
caùc thaønh phaàn öùng suaát cuûa moät ñieåm trong thanh ñöôïc taïo ra bôûi moät löïc 
keùo ôû ñaàu thanh coøn laïi seõ ñöôïc xaùc ñònh baèng caùch thay theá caùc soá haïng 
f(r,z) trong (2.36) bôûi −[f + (∂f/∂z)d]. 
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Choàng chaäp hai tröôøng öùng suaát naøy, ta coù caùc thaønh phaàn öùng suaát cuûa 
moät ñieåm trong thanh ñöôïc taïo ra bôûi hai löïc keùo ôû hai ñaàu thanh: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− −

−

θ

− −

− −

⎡ ⎤∂
σ = − − ν + − +⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∂
σ = − − ν +

∂
⎡ ⎤∂

σ = − ν + + +⎢ ⎥
∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
τ = − ν + + +⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦

3 5
2 2 2 2 22 2

r

3
2 2 2

3 5
2 2 3 2 22 2

z

3 5
2 2 2 2 22 2

rz

A 1 2 z r z 3r z r z ;
z

A 1 2 z r z ;
z

A 1 2 z r z 3z r z ;
z

A 1 2 r r z 3rz r z
z           (3.b) 

Thay (3.b) vaøo (3.a) vaø duøng quan heä hình hoïc: 

( ) ( )− −
ψ = + = ψ = + =

1 1
2 2 2 22 2r zsin r r z ; cos z r z

R R
 

ta thu ñöôïc: 

( ) ( )
( )

( )
ψ

⎡ ⎤+ ν − ν
σ = − − ψ + ψ⎢ ⎥+ ν⎣ ⎦

+ ν
τ = − ψ ψ

2 2
R 3

R 3

2 1 A 2 2
sin cos ;

1R

2 1 A
sin cos

R

              (3.c) 

Tröôøng öùng suaát (3.c) ñoái xöùng vôùi truïc z vaø vôùi maët phaúng toïa ñoä vuoâng goùc 
vôùi truïc z. 

Baây giôø ta xeùt tröôøng hôïp taïi goác toïa ñoä coù ba heä thoáng caëp löïc cuøng ñöôøng 
taùc duïng, cuøng trò soá vaø ngöôïc chieàu: moät caëp taùc ñoäng doïc truïc z, moät caëp 
taùc ñoäng doïc truïc r vaø moät caëp taùc ñoäng doïc truïc vuoâng goùc vôùi maët phaúng 
rz. Do tính ñoái xöùng ñaõ ñeà caäp ôû treân, tröôøng öùng suaát thu ñöôïc luùc naøy seõ 
ñoái xöùng quanh goác toïa ñoä. 

Neáu ta khaûo saùt hình caàu vôùi taâm ôû goác toïa ñoä, chæ coù duy nhaát moät thaønh 
phaàn öùng suaát phaùp phaân boá ñeàu taùc ñoäng leân maët caàu. Ñoä lôùn cuûa thaønh 
phaàn öùng suaát naøy coù theå ñöôïc xaùc ñònh bôûi heä thöùc ñaàu cuûa (3.c). Xeùt ñieåm 
treân ñöôøng troøn trong maët phaúng rz, heä thöùc ñaàu cuûa (3.c) bieåu thò moät phaàn 
cuûa öùng suaát phaùp naøy do caëp löïc doïc truïc z taïo ra. Baèng caùch hoaùn vò sinψ 
vaø cosψ, ta thu ñöôïc phaàn öùng suaát phaùp do caëp löïc doïc truïc r gaây ra. Phaàn 
öùng suaát phaùp do caëp löïc taùc ñoäng doïc truïc vuoâng goùc vôùi maët phaúng rz seõ 
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nhaän ñöôïc baèng caùch thay ψ = π/2. Duøng phöông phaùp coäng taùc duïng, ta xaùc 
ñònh ñöôïc öùng suaát phaùp taùc ñoäng leân maët caàu: 

( )− ν
σ = −R 3

4 1 2 A
R

                  (3.d) 

Khi loã hoång coù baùn kính a nhoû, ta phaûi ñaët choàng leân taûi keùo ñôn moät tröôøng 
öùng suaát vôùi caùc thaønh phaàn öùng suaát baèng trò soá vaø ngöôïc daáu vôùi (3.a) vaø 
chuùng trieät tieâu ôû voâ cuøng. 

Söû duïng caùc thaønh phaàn öùng suaát (3.c) do caëp löïc doïc truïc z taïo ra vaø öùng 
suaát (3.d), ta nhaän ñöôïc caùc thaønh phaàn öùng suaát taùc ñoäng treân maët caàu baùn 
kính a: 

( )

( )
ψ

+ ν − ν⎡ ⎤′σ = − − + ψ⎢ ⎥+ ν⎣ ⎦
+ ν′τ = − ψ ψ

2
R 3

R 3

2 1 A 51 cos ;
1a

2 1 A
sin cos

a

              (3.e) 

ψ
′′ ′′σ = τ =R R3

B ; 0
a

                  (3.f) 

vôùi A vaø B laø caùc haèng soá seõ ñöôïc hieäu chænh sau. Ta nhaän thaáy raèng, keát 
hôïp caùc öùng suaát (3.e) vaø (3.f), caùc thaønh phaàn öùng suaát (3.a) do keùo khoâng 
theå taïo ra söï trieät tieâu. Do ñoù, moät tröôøng öùng suaát boå sung laø caàn thieát. 

Ta choïn haøm öùng suaát boå sung theo (2.31): 

( )−Φ = +
3
22 2Cz r z  

Theo (2.18), caùc thaønh phaàn öùng suaát ñöôïc xaùc ñònh: 

( )
( )
( )
( )

θ

σ = − + ψ ψ

σ = − ψ + ψ

σ = − ψ

τ = − ψ ψ + ψ ψ

2 2
r 5

2 4
z 5

2
5

3
rz 5

3C 4 35sin cos ;
R
3C 3 30cos 35cos ;
R
3C 1 5cos ;
R
15C 3sin cos 7sin cos
R

              (3.g) 

Thay (3.g) vaøo (3.a) ta coù caùc thaønh phaàn öùng suaát taùc ñoäng treân maët caàu 
baùn kính a: 

( ) ψ
′′′ ′′′σ = − + ψ τ = ψ ψ2

R R5 5
12C 24C1 3cos ; sin cos
a a

            (3.h) 



Chöông 2. Baøi toaùn ñoái xöùng truïc 

 
10 

Toå hôïp (3.e), (3.f) vaø (3.h) ta coù: 

( ) ( )

( )
ψ

+ ν
σ = − − ν ψ + − + ψ

+ ν
τ = − ψ ψ + ψ ψ

2 2
R 3 3 3 5 5

R 3 5

2 1 A A B 12C 36C2 5 cos cos ;
a a a a a

2 1 A 24Csin cos sin cos
a a

      (3.k) 

Ñaët choàng caùc öùng suaát naøy leân (3.a), beà maët caàu cuûa loã seõ ñöôïc töï do neáu 
chuùng thoûa caùc ñieàu kieän: 

( )

( )

( )

+ ν
+ − =

− − ν + = −

+ ν
− + =

3 3 5

3 5

3 5

2 1 A B 12C 0;
a a a

A 36C2 5 S;
a a

2 1 A 24C S
a a

                  (3.l) 

Giaûi heä phöông trình (3.l), ta ñöôïc: 

( )
( )

( )
− ν

= = =
− ν − ν − ν3 3 5

S 1 5A 5S B C S; ;
2 7 5 7 5 2 7 5a a a

         (3.m) 

ÖÙng suaát hoaøn chænh taùc ñoäng ôû moät ñieåm trong thanh baây giôø thu ñöôïc baèng 
caùch coäng taùc duïng leân aùp löïc keùo ñôn S caùc thaønh phaàn öùng suaát ñöôïc cho 
bôûi caùc heä thöùc (3.g), caùc thaønh phaàn öùng suaát (3.b) do caëp löïc, caùc thaønh 
phaàn öùng suaát do taâm aùp löïc ñöôïc cho bôûi caùc heä thöùc (3.f) vaø thaønh phaàn 
öùng suaát phaùp theo phöông tieáp tuyeán thu ñöôïc töø phöông trình caân baèng: 

σ
σ = + σR

t R
d R
dR 2

                  (3.n) 

Thí duï, xaùc ñònh caùc öùng suaát taùc ñoäng leân maët phaúng z = 0. Do ñieàu kieän 
ñoái xöùng, caùc thaønh phaàn öùng suaát tieáp seõ khoâng toàn taïi treân maët phaúng naøy. 
Töø (3.g), thay ψ = π/2 vaø R = r, ta coù: 

( )
′σ = =

− ν

5

z 5 5
9C 9Sa
r 2 7 5 r

                 (3.0) 

Töø (3.b), khi z = 0, ta coù: 

( ) ( )
( )

− ν − ν′′σ = =
− ν

3

z 3 3
A 1 2 5 1 2 S a

2 7 5r r
                (3.p) 

Töø (3.n), ta coù: 
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( ) ( )
( )=

− ν′′′σ = σ = − = −
− ν

3

z t 3 3z 0
S 1 5B a
2 7 52r r

               (3.q) 

ÖÙng suaát toång treân maët phaúng z = 0: 

( ) ( ) ( )
⎡ ⎤− ν − ν′ ′′ ′′′σ = σ + σ + σ + = + + +⎢ ⎥− ν − ν − ν⎣ ⎦

3 3 5

z z z z 3 3 5
4 5 a 4 5 a 9 aS S 1

2 7 5 2 7 5 2 7 5r r r
  (3.r) 

Taïi r = a, ta coù : 

( ) ( )
− ν

σ =
− νz max

27 15 S
2 7 5

                  (3.s) 

Laáy ν = 0,3, ta thu ñöôïc : 

( )σ =z max
45 S
22

                   (3.t) 

ÖÙng suaát cöïc ñaïi naøy lôùn hôn hai laàn so vôùi taûi keùo phaân boá ñeàu S taùc ñoäng 
leân hai ñaàu thanh. Söï gia taêng öùng suaát naøy goïi laø taäp trung öùng suaát. Khi r 
taêng öùng suaát (3.r) tieán nhanh ñeán giaù trò S. Thí duï, taïi r = 2a, ν = 0,3, ta coù 
σz = 1,054S. 

Töông töï, taïi caùc ñieåm treân maët phaúng z = 0, ta coù: 

( ) ( )
θ =

− ν
σ = − −5 3 3z 0

A 1 23C B
r r 2r

 

Thay caùc giaù trí A, B, C töø (3.m) vaø laáy r = a, ta thu ñöôïc öùng suaát keùo doïc 
theo xích ñaïo (ψ = π/2) cuûa loã: 

( ) ( )
( )θ = =

ν −
σ =

− νz 0,r a
15 3

S
2 7 5

 

ÔÛ cöïc cuûa loã (ψ = 0 hoaëc ψ = π/2), ta coù: 

( )
( )θ

− ν + ν
σ = σ = − − = −

− νr 3 5 3
2 1 2 A 12C B 3 15 S

2 7 5a a 2a
             (3.u) 

Do ñoù, khi keùo thanh theo chieàu doïc seõ taïo ra neùn taïi ñieåm cöïc naøy. 

Keát hôïp taûi keùo S theo moät phöông vôùi taûi neùn S theo phöông vuoâng goùc, ta 
coù theå thu ñöôïc lôøi giaûi cho söï phaân boá öùng suaát quanh loã hoång hình caàu 
trong tröôøng hôïp tröôït thuaàn tuùy. ÖÙng suaát tieáp cöïc ñaïi trong tröôøng hôïp 
naøy : 

( )− ν
τ =

− νmax
15 1

S
7 5

                   (3.v) 


