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1. Taïi ñieåm P cho tensor öùng suaát: 

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

2 1 1
T 1 1 2 MPa

1 2 1

 

a) Bieåu dieãn phaân toá öùng suaát. 

b) Xaùc ñònh vector öùng suaát treân tieát dieän ñi qua ñieåm P song song vôùi maët 
phaúng ABC. Vôùi A(4,0,0); B(0,2,0); C(0,0,6). 

c) Xaùc ñònh caùc öùng suaát chính vaø caùc phöông chính. Veõ caùc voøng troøn Mohr 
öùng suaát. 

d) Xaùc ñònh öùng suaát phaùp vaø tieáp treân maët nghieâng ñeàu so vôùi ba phöông 
chính. Xaùc ñònh caùc maët nghieâng coù öùng suaát tieáp cöïc ñaïi, cöïc tieåu vaø tính 
caùc öùng suaát tieáp cöïc trò naøy. 

2. Traïng thaùi öùng suaát taïi moät ñieåm cho bôûi tensor öùng suaát: 

σ

σ σ σ⎡ ⎤
⎢ ⎥= σ σ σ⎢ ⎥
⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦

a b
T a c

b c

 

vôùi a, b, c laø caùc haèng soá, σ laø moät trò soá öùng suaát. Xaùc ñònh caùc haèng soá a, 
b, c sao cho öùng suaát treân maët nghieâng ñeàu vôùi ba truïc toïa ñoäbaèng khoâng. 

3. Tröôøng öùng suaát trong vaät raén ñöôïc cho bôûi tensor: 

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2

3xy 5y 0

T 5y 0 2z
0 2z 0

 

Xaùc ñònh caùc thaønh phaàn X, Y, Z cuûa löïc theå tích ñeå phöông trình caân baèng 
thoûa maõn trong toaøn vaät. 

4. Cho tensor öùng suaát taïi ñieåm P: 

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= σ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1 2
T 1 1 MPa

2 1 0

 

Xaùc ñònh giaù trò σ ñeå öùng suaát baèng khoâng treân moät maët nghieâng. Xaùc ñònh 
caùc cosin chæ phöông cuûa phaùp tuyeán ñôn vò cuûa maët nghieâng ñoù. 

5. Moät ñaäp nöôùc ñöôïc moâ hình hoùa baèng baøi toaùn phaúng chòu löïc nhö hình 
veõ.Haõy vieát caùc ñieàu kieän bieân tónh hoïc treân caùc maët OA, OB vaø BC. 
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6. Cho tröôøng tensor bieán daïng trong vaät raén: 

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

2 3

3 2

x y xz

T y z z

xz z x

 

Tröôøng bieán daïng naøy coù thoûa ñieàu kieän töông thích khoâng?  

7. Cho tensor bieán daïng taïi moät ñieåm: 

ε

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

5 1 1
T 1 4 0

1 0 4

 

Xaùc ñònh tensor bieán daïng trong heä truïc chính bieán daïng. Tính caùc baát bieán 
cuûa tensor bieán daïng. 

8. Chöùng toû raèng tröôøng chuyeån vò cuûa vaät raén: 

u = Ax + 3y;         v = 3x − By;  w = 5 

bieåu thò tröôøng bieán daïng phaúng. Xaùc ñònh quan heä giöõa hai haèng soá A vaø B 
ñeå bieán daïng theå tích baèng khoâng. 

9. Cho tröôøng chuyeån vò cuûa vaät raén: 

u = 4x − y + 3z;         v = x + 7y;  w = −3x +4y +4z 

Xaùc ñònh caùc bieán daïng chính. 

 

 

A 

O B

C 450

x

y 

q

γy 
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Lôøi giaûi. 

1. Sinh vieân töï giaûi. 

2. Tensor öùng suaát cuûa moät ñieåm cho bôûi: 

σ

σ σ σ⎡ ⎤
⎢ ⎥= σ σ σ⎢ ⎥
⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦

a b
T a c

b c

 

Duøng heä thöùc Cauchy (1.50a): 

σ= =i(n )
i ji jt n 0                      

Daïng chi tieát cuûa (1.50a) bieåu dieãn ba thaønh phaàn hình chieáu leân ba truïc toïa 
ñoä cuûa vector öùng suaát ti(n) treân maët nghieâng ABC nghieâng ñeàu vôùi ba truïc 
toïa ñoä: 

( )

( )

( )

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

= + + = σ + + =

= + + = σ + + =

= + + = σ + + =

i

i

i

(n )
1 11 1 21 2 31 3

(n )
2 12 1 22 2 32 3

(n )
3 13 1 23 2 33 3

3t n n n 1 a b 0
3

3t n n n a 1 c 0
3
3t n n n b c 1 0

3

 

Hay: 

 

+ + =⎧
⎪ + + = ⇒ = = = −⎨
⎪ + + =⎩

1 a b 0
1a 1 c 0 a b c
2

b c 1 0
 

3. Tröôøng öùng suaát trong vaät raén ñöôïc cho bôûi tensor: 

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2

3xy 5y 0

T 5y 0 2z
0 2z 0

 

Theo phöông trình caân baèng (1.53a) ta coù: 

σ
ρ

∂
+ =

∂
ji

i
j

b 0
x                                     

Hay daïng khai trieån caùc phöông trình caân baèng (1.53a): 
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σσ σ ρ

σσ σ ρ

σ σ σ ρ

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

3111 21
1

1 2 3

3212 22
2

1 2 3

13 23 33
3

1 2 3

b 0
x x x

b 0
x x x

b 0
x x x      

Thay caùc döõ lieäu vaøo, ta coù caùc thaønh phaàn cuûa löïc theå tích ñeå phöông trình 
caân baèng thoûa maõn trong toaøn vaät: 

ρ ρ
ρ ρ
ρ ρ

+ + + = = = −⎧ ⎧
⎪ ⎪+ + + = ⇒ = = −⎨ ⎨
⎪ ⎪+ + + = = =⎩ ⎩

1 1

2 2

3 3

3y 10y 0 b 0 X b 13y
0 0 2 b 0 Y b 2
0 0 0 b 0 Z b 0

 

4. Tensor öùng suaát cuûa ñieåm : 

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= σ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1 2
T 1 1 MPa

2 1 0

 

Goïi ni laø vector phaùp tuyeán ñôn vò cuûa maët nghieâng caàn xaùc ñònh, ta coù: 

+ + =2 2 2
1 2 3n n n 1            (1) 

Caùc thaønh phaàn hình chieáu cuûa vector öùng suaát baèng khoâng treân maët 
nghieâng ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc (1.50b): 

( )
( )
( )

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

= + + = + + =

= + + = + σ + =

= + + = + + =

i

i

i

(n )
1 11 1 21 2 31 3 1 2 3

(n )
2 12 1 22 2 32 3 1 2 3

(n )
3 13 1 23 2 33 3 1 2 3

t n n n 0n 1n 2n 0 2

t n n n 1n n 1n 0 3

t n n n 2n 1n 0n 0 4
 

Giaûi heä boán phöông trình treân ta thu ñöôïc: 

σ = = = ± = m1 3 2
6 61MPa; n n ; n ;

6 3
 

Hay: 
α = γ = ° = °

α = γ = ° = °
2

2

65,91 ; n 144,74 ;
114,095 ; n 35,26

 

5. Ñaây laø moâ hình hoùa baèng baøi toaùn phaúng. 

Caùc ñieàu kieän bieân tónh hoïc veà löïc beà maët cuûa baøi toaùn phaúng coù daïng toång 
quaùt: 
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σ=j ij iq n
; i, j = 1, 2 hoaëc i, j = x, y 

 
Hay döôùi daïng khai trieån: 

σ σ

σ σ

= + = σ + τ

= + = τ + σ

l

l

1 11 1 21 2 x x yx

2 12 1 22 2 y xy y

q n n hay q m;
q n n hay q m  

 Treân maët OA ta coù: qx = γy; qy = 0 ; l = − 1 ; m = 0 neân 

σx = − γy; τxy = 0 

 Treân maët OB ta coù: qx = 0; qy = q ; l = 0 ; m = -1 neân 

τyx = 0;  σy = − q 

 Treân maët BC ta coù: qx = 0; qy = 0 ; = = −l
2 2; m

2 2
 neân: 

( )

( )

σ − τ =

τ − σ =

x yx

xy y

2 0;
2
2 0

2

 

6. Cho tröôøng tensor bieán daïng trong vaät raén: 

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

2 3

3 2

x y xz

T y z z

xz z x

 

Vì:  

A 

O B

C450

x

y 

q 

γy 
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∂ ε ∂ γ∂ ε
= = =

∂ ∂ ∂ ∂

2 22
y xyx

2 20; 0; 0
y x x y  

Neân quan heä sau ñaây luoân thoûa: 

 

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂ ∂ ∂

2 22
y xyx

2 2y x x y  
Töông töï hai moái quan heä sau ñaây cuõng luoân thoûa: 

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂ ∂ ∂

2 22
y yzz

2 2z y y z
; ∂ ε ∂ γ∂ ε

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

2 22
x xzz

2 2z x x z
 

Vì: 

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

2 3

3 2

x y xz

T y z z

xz z x

 

( )
∂γ ∂γ⎛ ⎞∂ ε ∂γ∂ ∂

= − + + = − + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
yz xyx zx2 0; 0 0 0 0

y z x x y z x
 

Neân quan heä sau ñaây luoân thoûa: 

∂γ ∂γ⎛ ⎞∂ ε ∂γ∂
= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
yz xyx zx2

y z x x y z
 

Töông töï hai moái quan heä sau ñaây cuõng luoân thoûa: 

∂ ε ∂γ ∂γ⎛ ⎞∂γ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
y yz xyzx2

z x y x y z
 

∂γ ∂γ⎛ ⎞∂γ∂ ε ∂
= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
yz xyzxz2

x y z x y z
 

Vaäy tröôøng bieán daïng ñaõ cho thoûa ñieàu kieän töông thích. 

7. Cho tensor bieán daïng taïi moät ñieåm: 

ε

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

5 1 1
T 1 4 0

1 0 4

 

Caùc baát bieán cuûa tensor bieán daïng: 

= ε + ε + ε =1 x y zI 13  
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( )= −ε ε − ε ε − ε ε + ε + ε + ε = − − − + = −2 2 2
2 x y y z z x xy yz zxI 20 16 20 2 54 

= ε ε ε + ε ε ε − ε ε − ε ε − ε ε = + − − − =2 2 2
3 x y z xy yz zx x yz y zx z xyI 2 80 0 0 4 4 72 

Caùc bieán daïng chính laø caùc nghieäm cuûa phöông trình baäc ba: 

ε − ε − ε − =3 2
1 2 3I I I 0  

Thay caùc heä soá vaøo phöông trình treân, ta coù: 

( ) ( )ε − ε + ε − = ε − ε − ε + =3 2 213 54 72 0 hay 3 10 24 0  

Caùc öùng suaát chính: 

ε = ε = ε =1 2 36; 4; 3  

Tensor bieán daïng trong heä truïc chính bieán daïng: 

ε

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

6 0 0
T 0 4 0

0 0 3
 

8. Cho tröôøng chuyeån vò cuûa vaät raén: 

u = Ax + 3y;         v = 3x − By;  w = 5 

Ta coù: 

∂ ∂ ∂
ε = = ε = = − ε = =

∂ ∂ ∂x y z
u v wA; B; 0
x y z  

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞γ = γ = + = γ = γ = + = γ = γ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
xy yx xz zx yz zy

u v u w v w6; 0; 0
y x z x z y  

Neân tröôøng chuyeån vò cuûa vaät raén bieåu thò tröôøng bieán daïng phaúng trong maët 
phaúng (x,y). 

Quan heä giöõa hai haèng soá A vaø B ñeå bieán daïng theå tích baèng khoâng: 

ε = ε + ε + ε = − = ⇒ =V x y z A B 0 A B  

9. Cho tröôøng chuyeån vò cuûa vaät raén: 

u = 4x − y + 3z;         v = x + 7y;  w = −3x +4y +4z 

Caùc thaønh phaàn bieán daïng : 

∂ ∂ ∂
ε = = ε = = ε = =

∂ ∂ ∂x y z
u v w4; 7; 4;
x y z  
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞γ = γ = + = γ = γ = + = γ = γ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
xy yx xz zx yz zy

u v u w v w0; 0; 4
y x z x z y  

Tensor bieán daïng: 

ε

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

4 0 0
T 0 7 2

0 2 4  
Caùc baát bieán cuûa tensor bieán daïng: 

= ε + ε + ε =1 x y zI 15  

( )= −ε ε − ε ε − ε ε + γ + γ + γ = − − − + = −2 2 2
2 x y y z z x xy yz zx

1I 28 28 16 4 68
4  

( ) ( )= ε ε ε + γ γ γ − ε γ − ε γ − ε γ = + − − − =2 2 2
3 x y z xy yz zx x yz y zx z xy

1 1I 112 0 64 0 0 96
4 4  

Caùc bieán daïng chính laø caùc nghieäm cuûa phöông trình baäc ba: 

ε − ε − ε − =3 2
1 2 3I I I 0  

Thay caùc heä soá vaøo phöông trình treân, ta coù: 

( ) ( )ε − ε + ε − = ε − ε − ε + =3 2 215 68 96 0 hay 4 11 24 0 

Caùc öùng suaát chính: 

ε = ε = ε =1 2 38; 4; 3  

Tensor bieán daïng trong heä truïc chính bieán daïng: 

ε

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

8 0 0
T 0 4 0

0 0 3
 


