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4.1. CO HOC VAT RAN BIEN DANG

1. Cac phuong trinh can bang: (Equation of internal equilibrium)

Dudi tdc dung cda tai trong ngodi, vat thé chiu luc (cé thé tich V, be mat S
va nhing lién két cAn thiét ndo d6 dé bao ddm kha nang chiu lyc ma khong bi bign
hinh) bi bién dang va bén trong né sé xudt hién ung suéit. ’

Ung sudt tai cdc diém khdc nhau 1a khdc nhau va dugc xdc dinh béi trang thdi
ung sudt tai di€m d6. Nhu d4 biét trong stc bén vat lidu, trang thdi ung suit tai
mdt diém la tAp hop cla tAt ca cdc gid tri Ung sudt tic dung trén cdc mit cit qua
diém khao sdt. Va trang thdi ung suét tai mét diém hoan todn xdc dinh khi biét
cdc Ung sudt trén 3 mit vudng géc nhau tai diém dé. Hay cu thé hon, véi mét he
toa d0 vudng goc thong thudng xyz, thi trang thdi dng sufit tai mot diém hoan toan
xdc dinh khi biét tap hdp 9 thanh phéin udng sut tic dong trén 3 mit phéng vu(‘)ng--
géc nhau va song song véi cdc mat phing toa d6: '

9% 1% 1 02 Txy » Tyx » Tyz s Tzy s Tax s Txa. S (4.1)
N&u tdch ra ti vt thé mot phan t6 :
vt thé thi rd rang phan t6 ndy phdi d trang
thdi cAn bing bdi cdc ndi lyc (Ung suft) va
ngoai luc (lyc khéi) tdc dung 1én né. (Xem
hinh 4.1 vdi chii y ring dé don gidn chi vé
cdc thanh phin ing suft tic dung trén 2
mét phing / mat phing yz va lye khsi chi
vé thanh phin g, song song truc x).

Q)

174 Kd /sz f‘éﬁl-dl
X

==._:I L — ¢, +%di dx

SRR S
& é dx
e

/\—\

Bing cdch st dung cdc phuong trinh
cAn bing tinh hoc théng thudng, bé qua cde
v0 clng bé bic cao, cudi cung ta cé:

Hinh 4.1
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‘Tt 3 phuong trinh téng momen vdi 3 truc toa d6 x, y, z ta ¢6 cdc bidu thic
cia dinh luat d6i ung cua ung sudt tiép. Cu thé la:
Tyx = Ixy s I\zy = lyzrTxz = Tzx (4.2)
C4c biéu thuc nay chi ra ring: Trang thdi ing suit tai mot diém c6 thé hoan
toan xdc dinh thay vi 9 ma bang 6 thanh phin ng suit sau day va tap hgp cua
ching 1a vecto dng sudt {o}

T
{G} = {Ux 3 ay y Oz y Ixy ) Tyz y Tzx (43)

Con t 3 phuong trinh hinh chi€u theo 3 truc x, y, z sé cho 3 phuong trinh
can bing sau:

— 4 + 2 +g =
ox dy 0z
Ixy ~doy 0Ty, : ‘ ‘
1) 4 ¥ v ¥ 07 ’ gy ) O (44)
x Ay 0z
J It do. 6, +l‘1
(sz+__y_z+u~£+g2=0 a y yd‘y
Ix )y oz 47 +ay—z-é¥a_/y

trong dé: g, gy, g, 1a cdc luc khdi thanh '

\g gx ) By g:z ; Y Z'%?E“r
phan, hay cu thé hon la cdc lyc khéi 6 | L& ox ¥
trén 1 don vi thé tich tdc dung doc theo ,[, 0;*5; dr
cac phuong x, y, z. Luc khéi c6 thu . —

(73

nguyén [Luc/ (chitudai®] la 3 thanh
phin cta vectd lyc khéi {g}. y %

Cdc phuong trinh (4.4) dugc goi la L‘.z
phuong trinh vi phin cin bang, hay
phuong trinh cin bing néi.

Trong bai todn 2 chiéu (2-D): Céc
Ung suflt chi la ham s0 2 bién s6, vi du
x, y. Trang thai ung sut tai mot diém
ldc d6 chi can biéu dién bdi ba thanh
phén ng sudt oy, o, vatyy. (hinh 4.2)

Hinh4.2

Luc d6 cdc phuong trinh cin bing ndi chi con hai phuong trinh sau:

o ot ‘
NG A g =0
ax 0y
arxy Ooy (4'5)
—+—=+g =0
) ay

Trong bai todn 1 chiéu (1-D): Trang thdi @ng sudt tai mot diém bat ky duge
dic trung bdi mdt thanh phin Ung sufit va 13 ham cia mot bién s (vi du toa do
x). Phuong trinh can bing chi con la:

doy ‘
— 4 gX = O (46)
0x .
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2. Quan hg¢ giita bi€n dang - chtiyé"n vi:

Dudi téc dung cla tdi trong, vat thé
chiu lyc bi bién dang, cdc diém trong vat

thé chuyén dich dén vi tri mdi trong khong Y
gian. Ta ndi ring cdc diém c6 chuyén vi, I »
A

Xét dim M bat ky c6 toa do (x, y, 7)

Do bién dang, diém M chuyén téi vi tri M’ z/ :
(hinh 4.3). ‘ ‘ Hinh 4.3

Ta goi MM’ : I3 chuyén vi toan phan cua diém M.
Hinh chiéu cua chuyén vi toan phan MM’ lén 3 truc toa do 1a u, v, w 1a cdc
chuyén vi thanh phan. Va ching la ham s§ cia toa do diém.

Do vat thé bj bién dang, cic diém cg chuyén vi nén mot doan thing nho vo
cing c6 phuong nio d6 di qua diém khio sat cung sé bj bién dang co ngin hoic
dan daj ra, cing nhu vay cdc goc vudng tao boi hai doan thing thing géc nhau tai
diém khdo sét cing sé khong con vuong nda. Ta néi rdng tai diém khao sdt ¢ bisn
dang dai va bién dang géc. Néi chung, theo cdc phuong khdc nhau thi 6 bien dang
dai khdc nhau va bién dang géc cua géc vudng hdp bdi hai phuong bat ky thang
géc nhau cing khdc nhau. Va cung nhu TTUS, tap hop cua cde bisn dang dai va
goc theo cdc phuong bat ky qua mot diém duge goi 1a trang thdi bign dang. Va
cing c6 thé thay, tusng ty nhy TTUS, TTBD tai.mét diém xdc dinh bang 6 thanh
phan bién dang hay vecto bign da -

ng {e} va:
T _ ‘ :
{8} = {sx ’ ey i Ez 3 yxy ’ yyz_y ;’zx} (4-'-7)

gom ba bién dang dai theo ba phuong truc toa dc,‘; X, ¥, z va ba bién dang géc trong
ba ‘mat ‘phéng song song cdc mit ‘ or | ' '
phang toa do. '

Gida cc thanh phan bign g
dang va cdc thanh phan chuyén vi -
c6 méi quan hé¢ vdi nhau. P& don
gian ta xét bai todn phéng (didu
nay khong lam mét tinh téng quat

“ctia vin dé). Xem hinh 4 4 B
- Xét phan t6 chi nhat OABC ¢4
cac canh dx, dy son‘g‘ song cdc tryc

toa do. ' ; . . o

’

Khi vit thé bj bién dang, phan . Hinh 4.4
tu OABC cing bi bién dang, cdc
diém chuyén tdi vi tri mdi trong mit phing va O’A’B’C’.
Phén t6 OABC bi bien dang:
. Cu thé 1a cdc canh phan t8 bj bién dang dai ra hoic co ngan lai, géc vudng
OAB khong con vudng nda. ' :

R6 hon: canh phan t6 bi bign dang dai tuong d6i theo X, y.
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: ou
e e e [dx+(u+—“‘dx)—-u]—dx
= D6 bign déi chiéudai OA theo phuongx _ X _du
X = - ‘ =
Chitudai ban dau cua OA dx ix
v
Tuong ty: ey = —
%y
Do giam goc vuong dugc goi ia bién dang goc trong mat phéng xy, ki hiéu 7y,
ov du
v+ —dx| —-v (u+_dy)-—u
0
ey = @1+ ag = tgay + tgay = = + %
o vy
[dx+(u+—dx)—u]' [dy+(v+—dy)—v]
Jx ()y .
v , Ju
~dx —dy
_ X + oy

(1+eydx  (1+egy) dy

. \ , . 9v | du
Viggvae, < < < 1 =bd qua =7y = _.+/(__
: oy

Vay c6 thé noi ring:

Bién dang dai tuong d6i theo mdt phuong bt ky la bing dao ham riéng cua
thanh phan chuyén vi theo phuong do |4y d6i vdi bign s6 cing theo phuung do.

Bign dang géc trong mot mit phang nao do 1a béing téng dao ham riéng cua
cac chuyén vi thanh phan trong mat phing nay ldy theo cdc bién s6 cua hudng

théng géc vdi cic chuyén vi thanh phan.
Téng quét, trong bai toin 3 chidy, ta c6 lién hé
bign dang goc d6i voi cdc chuyén vi thanh phan nhu sau:

_du dv | du
& = = ny = — 4+ —
0X X dy
av ow 0V
8y=_"’ ‘Vyz=—+—
9y gy oz
aw - ou |, Iw
€y = i e
0z Jdz 0%

Hay & dang ma tran: {¢} = [01{u}
Hay cu thé hon: "

£y ox 0O 0 |

£y 0 ooy O "

€ 0 0 dfoz

. = v

’xy oy olox 0

7 e W)
e 0 dfoz - 0/dy

V4

X LO/ gz 0 0/ox

gita cdc bién dang dai, va
(Cdc phuong trinh Cauchy).

(4.8)

(4.9)
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3. Cdc phuong trinh lién tuc cta bién dang.

Cédc phuong trinh Cauchy (4.8) cho ta su lién hé 6 thanh phan bién dang véi
3 thanh phan chuyén vi. Vay néu biét 3 chuyén vi thi bing cdch dao ham ta sé
dugc 6 thanh phan bién dang mot cdch duy nhit. Nhung nguge lai: néu bigt 6 bién
dang thi d¢ tim 3 thanh phan chuyén vi thi thong thutng bing cdch tich phan 6
bién dang thanh phan theo cdc dao ham riéng. Nhu vay sy chon tly y 6 bién dang
1a khéng duge vi ching sé khc‘mg cho duy nhét 3 chuyén vi. Do vay r6 rang 6 bién
dang la khéng doc lap nhau va gida chung phai ton tai sy lién he xdc dinh nao dé...
D6 chinh la cdc phuong trinh lién tyc. Y nghia hinh hoc la bao dam cho vat thé
bién dang khong cé vét gay dut.

That vay, thy loai cdc chuyén vi trong (4.8).

.2 .
mo e 5%y i |ou
£y =— = = —_
N 0x ay<  oxoy©  Oxdy \oy )
. 2
v iy oy o v
T T e T T T
Jdy IxX X0y JxJy | 0x
J2 . : .2
0% 0% 2 - Y
‘ X + _.l =] HL_ il:{ + ﬁ‘_]. ] = —X_y
0y2 % dxdy \ay x| oxoy
Pay 1a lien hé gida cc thanh phan bién dang dai va goc trong cung mdt mit

phing.

Trong hé cing thist lap dugc mbi lien hé gida cdc bign dang géc trong 3 m:ja'p
phang thing géc nhau vdi bién dang dai. Tém lai, ta c6 6 phuong trinh lién tuc:
) 2 Lt K

2 : )
9y=0‘/xy

. ay21 0“x2 T oxdy

%, o
| -

; ‘ 2
c)ey. Dez;;c}yyz

R . zx i . P ; . (4.10) -

ox2 gz 020X A Dl e ‘ :

1 | P .()y ay | ()253

_d_ zX + Xy vyz =9 X

ox \dy | o0z UX dyoz

w/ Upyy -y . <')2'€-

_()_ xy‘+ yz - 'ZX = 2__1-_“{

dy | oz ) S 020X

9 Wya + Wax Oy =9 e,

dz | o0x oy 9z |- 0xdy
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Trong bai todn 2-D: Céc phuong trinh (4.11) chi con lai phuong trinh quan
trong nhat:
2 2 2
J°&, 07 -
x T% _ 7y

0y2 PRI )

Trong bai todn 1-D: Cdc phli’dng trinh trén ty dong thoa man.

" 4. Pieu kién bién (Boundary conditions)

Cdc didu kién bién cd thé vé chuyén
vi hoic ung sufit. Dieu kién bién lién
quan d&n chuyén vi (Ditu kién dong hoc)
thudng la doi héi vé chuyén vi tai mot
diém (hodc mot phan mit bién) nao dd co
mot gid tri cho trudc nao do.

Pieu kién bién lién quan dén ung
suit (didu kién bién tinh hoc) thi thé
hién su can bing tinh hoc doi hoi gida
ngoai luc dat lén bién va dng suit ngay
sdt mat bién (con goi la didu kién be mat).

Vi du: Vat thé chiju luc ¢é thé tich

Q _; e A nr\“ 3 A
Sq va trén phan con lai Sy c6 md

chju tai trong p. (chu y: S = Sq + Sy), hinh. 4.5.
Vay: Diéu kién bién dong hoc: u = v = w = 0 trén Sq
bitu kién bién tinh hoc: Trén S; ¢6 chiu {p} tai trong.
Trén (S, - Sp) khong cd tai trong hay {p} =0

Thudng tai trong ngoai (tai trong bé mit) cho bdi vects {p} = {Px, Py, pz}T 1a
gom 3 thanh phan hinh chiéu lén 3 truc x, y, 2
Bing cdch khdo sit sy can bing cia mft phan t6 tu dién vo cung nho ngay
sit bién ma mit ddy chinh 1a mit bién thi ta cé lién h¢ gida ung sudt (ndi luc) va
ngoai lyc nhu sau:
Ol + Tyym + Ty M = Py

Ty l+aym+r n = py (4.11)

T, + Ty,m + o,n = p,

Z
trong d6 (1, m, n) 1a }cl',osin chi phuong cla phdp tuyén ngodi » cia mat bén tai diém
khao sat.

| Phuong trinh (4.11)duge goi la diéu kién bé mit. N6 cho ta méi quan hé gida
tai trong ngoai va noi luc. Va né cing la diéu kién bién tinh hoc.
Vi du: Xét mot ban phing ngam mot dau trdi nhu hinh 4.6, ta ¢d cdc digu kién
bién sau:
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bién dong hoc: ¥ /q
" Canbh AB: cdc diém khéng c6 I T T
chuyén vi u va v: hay u = 0, v = 0. Tj[; T
Ma phuong trinh canh AB trong hé toa b1~
d6 nhu hinh vé la: x = 0. Vay didu lé A )
kién bién dong hoc cd thé la: x
u(0, y) = v(0, y) = 0. 5 4 y
Ngoai ra con c¢6 cé diéu kién bién h
thé hién gdc xoay bang khong. Hinh 4.6
Mlo=0
3 x=0

Diéu kién bién tinh hoc trén phan bién con lai:

Trén canh AD (y = 0) va trén canh CD (x = 1) tai trong khdng cé :
px=py,=0. Cu thé trén canh AD (y = 0) c¢6 phdp tuyén ngoai ,(0,~1), vy 4p dung
(4.11) véi bai todn phang ta cé:

0.(0)aD ~ 1. (x)ap =0 |(txy)aD = (xyly=0 = 0
0.(yap—1.(oap =0 = (0y)AD = (0y)y=0 = 0
Tuong ty, trén canh CD (x = 1) c¢6 5y(1,0) ta cdng cb: (oyx)x=] = (Txy)x=1 =0
Con trén BC (y = h): ¢6 n3(0,1), chiju tai trong p, = —q, su dung (4.11) ta c6:
(rxy)BC = (rxy)y=h =0 ; (oy)BC = (Uy)y=h =-q

5. Cac phuong trinh vat 1y- Quan hé gida {ng suidt va bién dang- Pinh luat
Hooke '

Nhu vay & cdc muc trén ta dd 1am quen vdi hai yéu td tinh hoc va dong hoc
doc lap nhau trong bai toin co. Hai y&u t6 nay duge lién hé vdi nhau bdi cdc dinh
luat d@ng xu thé hién m6i lien hé gida ung sudt va bién dang. Va ré rang mdi quan
hé nay cia cdc vat lidu khdc nhau thi 13 khdc nhau va chi c6 thé tir thue nghiém
mdi xdc dinh dugce.

Pé don gian gido trinh ndy chi xét giai doan lam viéc dan hoi cua vat liéu va
xem sif dan hoi nay la tuyén tinh, tidc quan hé gida dng sudt va bign dang la tuyén
tinh. Khi d6, quan hé nay duge cho bdi dinh luat Hooke, dd quen thudc trong gido
trinh Sudc bén vat lidu.

Trong bai toin ba chidu vdi vat ligu dang hudng dinh luzfit Hooke la:

1 1 2(1 +

Eg = E [Gx -V (oy + O’Z)] , Yxy = a Txy = —g—éﬂ Tyy
1 2(1 +

ey = — oy —v(o, + o)l , Yyz = 2L+ fyr

‘ E

1. - 21 +v

Ez=—[az—v(ax+gy)]v /ZX=(—EVL) X

Hay ¢ dang ma tran; va ké thém thanh phan bién dang ban dau.
{e} =[CHot + {eg} . (4.12)
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Trong dé:
e} ={exsegr 60, vayr Vyzs v} T 12 vecto bién dang

T . .
ot ={ox, 0y, 0, 14y, Tyzs Tzx} @ vectd ung suft

T . e : -
{eo} = {eox , €0y » €0z » Yoxy » Yoyz » Yozx} 1@ vectd bi&n dang ban dau.
[C] : ma tran cdc hé sd dan hoi.
1 —-v —v 0 0
-v 1 —v 0 0

0
0
-v —v 1 0 0 0
[C]= (4.13)
0
0

0 0 0 2(1+» 0
0 0 0 0 21+v)

0 0 0 0 0 21+
vdi E - modun dan hoi Young cla vét litu. G 13 modun dan héi trugt

=

v - hé s& Poisson cia vit liéu.
'Chd y réng viéc xac dinh v bang thuc nghiém khé hon viée xdc dinh médun-
trugt G tir thi nghiém xoan. Nén thudng tim G tir thi nghiém xodn thank tron truée
roi mdi xdc dinh v ti quan hé sau day:

G=—F (4.14)
2(1 +v) )
Vdi {¢,} la vecto bién dang ban dau. Trudng hgp do nhiét do thi:
{eof =aT{l,1,1,0,0,047 (4.15)

trong d6 @ la hé s8 dan nd vi nhigt cia vt lieu, con T la do bign thién cda nhigt do.
Doi khi ta cing can dén edc biéu thic bidu dién ung suit theo bign dang, bing
cach nghich dao (1.12) ta cé: {o} [D] {e} = {eh)

* - 1
X 1
1
hay - {o} = [DIfe} - Eal (4.16)
S 1-2v (0] ' :
10 {.
trong. dé ma tran hé s6 [D] la. .
1 - v v 0 0 0
v 1-v 0 0 0
. y v 1-v .0 0 0
m=—2=_ 10 0o o 1=2 ¢ o (4.17)
A+ -2n |- . 2
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by

/ﬂz il

Hinh 1.7 ' Hinh 1.8

Bai todn 2 chiéu - Bii toan phang: Trong mot s& bai todn cu thé dudi day
khi cic dai lugng chinh cda bai todn chi la ham s& cda 2 toa do diém (thudong lay
la toa do x, y) thi ta c6 bai todn 2 chitu. Trong l)’r thuyét dan hoi thudng gip hai
dang bai todn 2 chiéu sau:

(a) Bai todn tng sudt phang: Khi vat thé c6 dang tdm va tai trong nam trong
mit phéng gida tdm, phan bd déu theo be day tdm thi cé thé xem rang (Hinh 4.7):

+ 0y = 7,5 = T,y = 0 (chon truc z vudbng goc mat phang tdm)

+ Céc ung suit khong d6i theo bé day tdm (tuc la theo hudng z) hay Ung suit
khong phu thudc toa do z. (Du réng diéu nay sé vi pham mot vai didu kién cda tinh
litn tuc nhung chung du chmh xdc doi vdi tat ca cac bai todn thyc tién khi tdm
la mong)

Khi d6 dinh luat Hooke sé la:
{e} = [CHo} + {&5}

trong do:
€x Oy €ox 1 11 - 0
{eb =18y b qo} ={9 } feot = { %oy | =aT {1 wicl=Ltl- 1 o0
72 I (7 D U o Elo 0 210+w
Hay & dang ngugc: {o} = (D] ({e} ~ {egh) = [D}e} - =21 41
- , 1-vig
_1 v 0 1
.
wi D)= 2| "
1], , (L=
2

Bién dang theo phuong z la ton tai va la:

v .
g, = —— (0g +oy) +aT

(b) Bii todn bién dang phdng: Khi vat thé cé dang lang tru dai va cé mat cét
ngang la khong ddi su6t chiéu dai (hinh 4.8), chiu tai trong déu va vudng goéc truc

10
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z doc theo chiéu dai, thi c6 thé dé thay rang: tai moi
diém ta co: -

=0vae=W=0
0z
Céc dai lugng ung suit bign dang va chuyén vi chi phu
thudc 2 bién x, y.

Va td e, =0 ta dé thdy cdc cong thuc cua dinh luat

Hooke la:
{e} = [CHo} + {g}
1=v —» 0 [1
trong do, v 1-v 0|, {&t=010+naT 1
E 10 o 2 ]0 J
4|
X Py TV el g EaT
Hodc 0 dang ngugc. {o} = [Di({e} — {eo}) = [DNe} — 11 {
1 -2 0
1-v v
E : v l-v
véi [D] =
1 +»d -2y 0 0 (1 —2v)
: i 9
va o, # 0, cu thé: o, = —v(oy + oy) — Ea«T

con Tyz =T;x =0

® Bai todn 1 chiéu : Do chi ton tai mot thanh phan vng suat, dinh luat Hooke la:

Hodc: oy = Eey ~ E«T (0 day [D] =
‘ ' ' (1x1) _
® Quan hé u’ng suat - bién dang cua vat lleu khong dang huéng.

. Trong thyc t& ky thuat ngoai cdc loai vat liéu déng hudéng (isotropic) ngudi ta
cdn st dung cde loai vt lidu khong ding hudéng (anisotropic) nhu béténg cét thép,
g6, cdc loai vat lidu composit, ... Khi dé khdc vdi vat lieu ddng hudng, cdc tinh chat
cia vat lieu khong dang hu‘c’mg tai mot diém theo cdc phudng khdc nhau la khéc
nhau. Dinh luat Hooke téng qudt mé td quan h¢ tuyen tinh gitta bién dang va ung
sudt ¢6 dang: : _

e C1y Cig Ci6| (o
£ Ca1 Co Cog o9
£3 03
712 12
793 193
e Ce1 Ce2 Ces | .

11
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Hay {e} = [C){o}

Trong d6 ma tran cdc hé s6 dan héi [C] la d6i xung va ¢S 21 hing s§ doc lap.
Céc chi s6 1, 2 va 3 duge dung thay thé tuong ung cdc chi s6 x, y va z.

V@i vat ligu tryc hudng (orthotropic), s6 hiing s6 doc lap cia ma tran [C] rut
xudng con 9 va ma tran [C] c6 dang:

C11 Ci2 Cy3 0 0
C12 Cgp Cog 0 0
. = |©13 C23 Css U
0 0 0 C44 0 0

o o o 0 Cs5 0
0o o0 o O 0 Ces
trong d6 cdc phan tu Cj; la:

1 1 Vi3
Cii=—, Cip=-—=, Cy=-==
1 2 Eg
1 32 1
Cog=—, Cgg=-—, Cg3=—
Eg 3 E3
1 1 1
Cag=—, Cos=—, Cog=—
Gy Gag G

Véi Ep, Eg, Eg la médun dan héi Young trong cdc miat phing duge xdc dinh
tuong Wng bdi cde truc 1, 2 hay 3 (hoic x, y, 2).

Gi2, Goz va G3y 1a cdc modun dan hdi trugt trong cdc mat phing 12, 23 va 31.
Con vyg,ve3 vavyy 12 cdc hé s6 Poisson.

9 thanh phan doc lap nay la can thiét dé mé td mot vat lieu tryc hudng trong
trang thai Ung suit phuc tap, ba chigu. '

Trong trang théi ung sudt phing, o3 = 193 = 193 = 0 nén phuong trinh dinh luat
Hooke ¢ trén cé dang; '

& Cll» Clz 0 o1 -
2 p=Cp Cyp 0 | 1%
712 0 0 Cyq 712

trong d6, 4 thanh phan déc lap clia ma tran [C] la:

1 1
Cii=— Cp=—
E; Eg

V12 va1

E, Ey

12



Chuong 4. Co sé phuong phap phan ti hitu han

1
Cyy=—

Gig

J dang nguge, cic phuong trinh dinh lugt Hooke bidu dién ung sudt qua bién
dang trong trudng hgp bai todn ung sufit phing la: {o} = [DNe}

o1 D1y D12 0 €1
Hay 92 | = |Dyg Dgg 0 | %2
E E
‘trong d6: Dy = 1 , Dog = 2
1 ~vigve1 1-vig.v21
vo1 Eq vig Eg
Dyg = ==
1-vigva1 1 -v2va
Dyg = 2Gy2

6. Dat bai toan.

Nhu vay khi nghién cdu mét véat thé bién dang cd thé tich V bién dang dudi
tac dung cta luc khéi {g} trén thé tich V va luc mat {p} trén ph&n mat bién S,
cting nhu cdc didu kién bién dong hoc trén phén bién Sg, ta thdy ring tai mbi diém
sé xuat hién dng sudt {o} , biéndang{e} va céc diém cé chuyén vi {u}. Véi muc tiéu
cua viéc nghién cdu la tim duge su phan bé ing sudt, bién dang va chuyén vi nay

sinh trong vat thé, c6 thé tom tdt cdc 4n ham can tim trong bang sau tuy thudc
bai toan la 3, 2 hay.,1 chiéu.
]

Dai lugng ¢an tim Bai toan 3- D Bai toan 2 - D Bai toan 1- D
Chuyén vi {u} u, v, w u, v u
Ung sudt {o} 6x VO Oy T Tyz s T Uy, Oy, Tyy a,
Bién.dang {¢} £ Ey, &,y Vap Vyaor Vax Ey s 8y Vxy &
" Téng s6 &n ham 15 8 3

Cic dai lugng can tim nay vé nguyén tc “c6 thé” cb du’dc ] dang glal tich

bing cach “tich phan tryc tiép” cdc phu’o‘ng trinh cd ban sau.

Loai phuong trinh ‘Sff phuong trinh
| Baitodn 3-D | Baitoin2-D | Baitodn1-D
Cac phuong trinh can bang (ndi) 3 2 1
Cac phuong trinh bién dang - chuyén vi 6 L 3 1
Cac phuong trinh dng suit — bién dang (Hooke) 6 3 : 1
Tdng s6 phuong trinh 15 8 3

Va tdt nhién, nghiém cda bai todn cAn thoa mén cdc ditu kién bién dong hoc
trén Sq va cdc didu kién bién tinh hoc trén phin bién S;.

13



Chuong 4. Co sé phuong phap phan t& hitu han

4.2. CAC PHUONG PHAP GIAI BAI TOAN CO VAT RAN
BIEN DANG, BAI TOAN DAN HOI

Nhu phén trén da thdy, viéc giai bai todn co vat rdn bi€n dang néi chung hay
bai todn dan hdi néi riéng thuc chét 13, trong trudng hgp téng quit — bai todn 3
chiéu, viée txm 15 én ham dic tru‘ng cho trang thdi ung suét - bién dang - chuyén
vi cia vat thé to 15 pnuung‘ trinh vi phan thoa min cic didu kién bién dOng va
tinh hoc da cho. D& thdy rdng cong viéc ndy khdng dé dang va dudng nhu khéng
thyc hign dugc trong trudng hgp téng quidt do cdc khé khan todn hoc. Do vay da

¢6 nhiéu phu'dng phdp phén tich, phuong phédp giai khdc nhau dé cé thé tim duge
nghiém cua bai todn. :

Viéc ban v& cdc phuong phdp gidi bai todn co trong trudng hgp téng quat thuc
chat 1a khong don gidn va gido trinh nay khéng ¢ tham vong ban ky vé vin d&
nay. Tuy nhién d€ thdy ré duge phuong phdp PTHH sau nay, cing cin sd bd ban
tdi cdc phuong phap tinh trong cg hoc (cing nhu trong cde bai todn trudng 6n dinh
n6i chung (bai todn truyén nhiét, bai todn dong chdy, bai todn electrostatic,
magnetostatic, ...) .

C6 thé thdy so bo cdc phuong phdp giai bai todn co vat rdn bién dang hay bai
todn co két cdu theo so dd dudi:

Céc phuong phap gidi

/\

14

Cac phuong phép Céc phuong phép s8
giai tich
Céc phuong Cac phuong phép gan| | Céc phuong phép s6 Phuong phép
phap chinh xéc dung (Cac phuong giai cac phuong PTHH
phép bién phan) trinh vi phén B

Céc Phuong M6 hinh | | MO hinh} | M6 hinh
phuong phép sai tuong can hén hop

phép tich phén hiu thich bang

phén s8 . han

O so db nay, c6 thé thdy ring, nghiém cla bai todn co c6 thé dugc tim thdy
trong dang gidi tich hofic ¢ thé chi la cdc gid trj s§ cia cdc dai lugng cin tim tai
mdt s8 hitu han cdc diém da xdc dinh trong mién V cia vat thé khdo sdt bing céc
phuong phédp gidi thich hgp khdc nhau. Ma trong d6, ching ta c6 thé néu mot s6
phuong phdp cu thé.



Chuong 4. Co s& phuong phap phan t& hitu han
1. Phuong phédp chinh xdc (hay phuong phap tich phan tryc tiép):

La cdc phuong phédp tich phan tryc tigp hé théng céc phuong trinh vi phan
cta bai todn va thda mén cdc digu kién bién ma bai todn d4 cé. Tuy nhién trong
bai todn dan hoi thay vi phai tim dong thdi 15 ham gn, ngudi ta c6 thé lam nhe
bai todn bing cich xem cdc dai lugng nao d6 (hodic chuyén vi, hodc Ung suat) la céc
" 4n cd ban can tim trudc hét. Cu thé, khi ‘ ‘
giéi theo chuyén vi, ngudi ta xem 3 chuyén /
vi 4, v, w 12 8 4n ham co ban va can tim Y 'SR
‘trude. Sau khi 88 tim duge chuyén vi mdi ”
tim bi&n dang vd ung suéit. Khi bai todn H— px)
duge giai theo ung sudt, thi trudc hét / —
ngudi ta sé thiét lap hé théng 6 phuong ]
trinh vi phan dé tim 6 ham &n la dng sult.

z

y
.

Dé don gian ta xét thi dy bai tedn dam Hinh4.9
chju uén nhu hinh 4.9.
Nhu da biét trong sdc bén vat ligu, phuong trinh vi phan chu dao cia bai toan

nay theo chuyén vi v(x) la: S e M ol ,
T P L MR
dlv A A
EJ-=—-q=0(Wdi0<x< 1) ok (4.18)
dx* '
Va diéu kién bién
v(o) =v'(0) =0
(o) ,( ) | (4.19)
v)=v)=0
. .
Tit (4.18), ta o6 1Y = L
dx* EJ

Tich phan lén, cufi cung ta dugce:

4 .

v(x) = —q— (—}—(— + Clx;3'+ sz2 + Csx + 04)
EJ ‘24 ~

 Céc hing s6 tich phan C, ,Cy, C3,Cy duge xdc dinh ti dieu kién bién (4.19)

va la:
Cl='———,' C2=4———-, C3=C4=0
, . 12 24 :
Vay: Nghiém cia bai todn theo chuyén vi.
v(x) = 9 »(x.4 - 21x3 + 12x2) ' (4.20)
. 24EJ

Dya v&o quan hé vi phéan gida momen uén M va dao ham cla v(x) ta tim dugc
biéu thitc momen udn. o '
M = -E38Y = -2 @ - blx+ H
C o dxt 12 -

15
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16

D9 vong 16n nhét tai gida nhip (x = 1/2) d& théy la:

1 ) _q
384EJ

2. Cac phuong phap bién phan:

Nhin chung, cdc phuong trinh vi phan chi dao cda nhigu bai todn co va ky
thudt c thé bidu dién & dang tng quat: (Bai todn tri bién — Boundary value problem)

L(u) + g = 0 trongmiénV (4.21)
Cu)=p  trénbiénS : (4.22)

trong dé: L, C la cdc: todn tu vi phén

u = u(x, y) 1a him cda cdc bign dﬁc lap (toa do diém x, y) va la dai lugng
cin tim.

g = 8xy)
p = p(xy)

Khi d6 mot ham u = u(x, y) 12 nghiém cia bai todn nfu né lam théa man
phuong trinh (4.21) tai moi difém thudc mién V va thoa min (4.22)tai moi diém
thudc phén bién S.

Cée phuong phép bign phan 1 edc phudng phap gan ding ma muc tiéu 13 nhim
tdi viéc tim mdt nghiém xdp xi gan ding dya trén mot "tiéu chudn” nao dé duge phat
biéu trong dang mot biéu thic tich phan x4c dinh ldy vdi toan mién khao st V.

Céc phuong phdp bién phan thudng gap la: phuong phap bién phan Ritz, phuong
phdp Galerkin, phuong phap binh phu’o’ng toi thleu e |

(a) Phuomg phdp Ritz:

la cidc ham cda bién doc lap va da cho trude.

Trong nhiéu bai todn trj bién, ngu'ﬁrta o the ching minh duge sy ton tal cua
mét phi€ém ham T dang.

I—fF(x y,u,wy,u’,u vyu )dxdy _ : (4.23)

ma tu diéu kién dimg cda phiém ham niy sé cho phuong trinh vi phan (hoéc dao
ham riéng) chi dao cda bai todn. Néi cach khic. |

Tu digu kign o1 = 0 sé dén ra duge phuong trinh (1.21) : L(u) + g = 0

(Vi du: phim ham th& nang toan phin [] cia mét he dan héi trong bai todn
cd két cau

Va tir didu kién o] = o(U - A)=0 sé'dan ra duac phuong trinh vi phén can
bang. Ta sé ban ky sau) :

Khi dg, phlIdng phép Ritz nhdm vao muc tiéu tim nghlem xdp xi gin ding trong
dang mot t8 hgp tuyén tinh cdc ham x&p xi (approximation functions) nhu sau:
N .

ux,y) = uy = po(%y) + 2 Cipy(x,y) (4.24)



Chuong 4. Co sé phuong phap phan ti hitu han

thuan nhit (essential boundary condition)

Trudng hgp cdc dieu kién bién nay la thuan nhat thi chon ¢, =0

+ pi(x,y) la cdc ham thdéa mén 3 diéu kién sau:

e ¢; phai dd kha vi nhu doi hoi trong phi€ém ham I

e phai théa méan cdc diu kién bién can thift dang thuin nhit.

e v6i N nao d6 thi tap hop {pi}, la doc lap tuyén tinh va day di.

(Cdc yéu cau nay bdo ddm sy hoi tu cda nghiém Ritz (uy) dén nghiém chinh
x4c)

+ C; : 1a cdc tham s6 sé dugc xdc dinh ti ditu kién dung cua phiém ham I
Cu thé: Sau khi thay uy vao I(u) va thyc hién tich phén, thi I 12 ham cta cdc tham
s6 C; hay:

I1=LCy,Cy...CY
Pidu kién: 81 = 0 sé trd thanh

A o

aCq

9y

1Cq (4.25)
ol -0

ICN

K&t qua, ta nhan dugc mot hé phuong trinh dai s6. Giai hé phuong trinh nay,
ra C; (i = 1, 2, ... N) va nhu vay, tim duge nghiém xdp xI.
N
uy = 9o + 2 Cipy
i=1 '’
30

(b) Cdc phuong phdp phin duw cé trong'(Weighted Residual Method)

e Vi khong phai bai todn tri bién nao c¢d phuong trinh vi phan chui dao nhu
(4.21) ciing c6 thé ton tai mot phiém ham dé s dung phuong phdp Ritz nén ngudi
ta dua ra nhing phucng; phdp khéc.

e Goi: R(u) = L(w) + g » (4.26)
12 ham phan du (residual function).

Hién nhién néu u 12 nghiém cda bai todn thi R(u) = 0

Nhung, cting nhu trong phuong phap Ritz, néu chon mdt nghiém gan dung dang
(1.24)

uy = ¢ + 2 Cip; (4.27)
trong dé: ¢, : chon sac cho thoa man tat ca cdac ditu kién bién khac khong
(p, = 0 ndu cdc dieu kién bién la thuan nhat)

17
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- du kha vi nhu yéu cau cda todn ti vi phan L
¢; phai |- théaman cdc diéu kién bién dang thuin nhat
- tap hgp {'Pi}fil la doc lap tuyén tinh va day du (complete)
thi r6 rang R(uny) = L(un) + g = 0
va R(uy) = R(x,y,C1,Cg,...CN) : tiic 1a R 12 ham cda cdc bién s doc lap x, y
va cdc tham s6 C; ngay khi p, vag; duge chon.

® Cdc tham s C; duge xdc dinh sao cho tich phan phén du ¢6 trong s6 (weighted
residual) trén toan mién 1a bang 0, tuc la:

f%Mwwmy=o véii=1,23 ..N (4.28)
4

trong do: yj = yi(x,y) la cdc ham trong s6 (weighted function)
Hién nhién tap hop {w}ihil la doc lap tuyén tinh va day dui va néi chung
{y} = {p}.
(Dieu kién (1.28) cing c6 thé viét ¢ dang khac, téng quéat hon
N
- T =3
Wiuy) = f{gﬂi} R(uy) dxdy = fzpiR{_uN) dxdy = 0)
v =1V

Thay uy tu (4.27) vao(4.28):

fwiR(UN) dxdy = f v; [L(uy) + g] dxdy =
v v

N
= f{E Gy viliey) + vi(Lip,) + g)] dxdy
Vv Sj=1 |

=2G; fy’iL(gaj)dxdy + fa,vi(L(po) +g|dxdy| =0

=1 \Y
Neéu dat: Ly = f yillp) dxdy, g = fﬁf'i [L(po) + gl dxdy
v v
Két qua ta nhan duge mot h¢ phuong trinh dai s6:
N
2LiCi+g =0 (véii=1,2,3..N) (4.29)
i=1

Hay ¢ dang ma tran: [L) {C} + {g} = {0}
Gidi hé phuong trinh trén ta duge cde C; (i = 1, 2, .. N).

Cudi cing uy = ¢, + 2, Cip; xdc dinh va la nghiém gin dung.

18



Chuong 4. Co sé phuong phap phan ti hitu han

~ Véi nhing céch chon y; khdc nhau ta ¢6 cdc phuong phdp du cé trong khdc
nhau: |
(+) Phuong phdp Galerkin: 1a phuong phép du c6 trong khi ta 1y y; = ¢;
Khi dé: nghiém x&p xi dang: uy = po + 2 Cip; va cdc C; duge xde dinh tir didu

i=1
kién:

fPiR(uN) dxdy = 0 véii=1,2,3,...N)
v

va dugc tim thdy tu hé phuong trinh dai s8.

: N
2L;Ci+g=0 (véii=1,2,8..N)
i=1
trong d6 Lj; = f‘PiL(ﬁpi) dxdy, gi= f pilL(po) + gl dxdy (4.30)
A% v
(c) Phuong phdp binh phuong t6i thiéu:
N _
Cing nhu trén: tim uy dang un = ¢, + > Cipi, nhung cde C; dude xdc dinh tix
i=1 '
didu kién cuc tiéu cda tich phan phan du R(uy) trén toan mién V tude la tor dieu kién:
i’fRZ(uN) dxdy = 0 (véii=12238..N)
oR P
hay: f——— R(uy) dxdy =0 (véii=1,2,3..N)

So vdi phuong phdp Galerkin thi xem ra ¢ phuong phdp nay, cdc ham trong s8

R
Yi=—
aCi /‘] )
Thi du: Tim ham 46 véng cua dam chiu ;——{‘%_r/i l}: x
uén ¢ muc 1 theo phuong phdp Galerkin 4 w(z)
(hinh 4.10). Y
- T phuong trinh vi phan chd dao da Hinh4.10
co: ’
d*v ' '
¥ =0 O<x<D (4.31)
dx* EJ

vdi diéu kién bién (4.19) .
Theo phuong phdp Galerkin, ta sé tim ham d) vong v(x) trong dang gan ding.

19
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N
VN(X) =V, + E CiVi
i=1
O day, C; (i =1, 2, 3 .. N) la cdc tham sé.
Trong dé ta chon trudc: vy(x) =

vi(x) = 1 - 2lli

cos ——x = 1 —~ cosa;x

|
2“1

vai = — (i=123,..N)

R6 rang cdc ham v; théa man diéu kién bién (4.19).

Trong bai todn nay dé thé;y ring cdc todn tu vi phan cé dang:

 poga-d
dx? EJ
Con ham du R(vy) = L(vy) + g
N 4
R(VN)=EC1-—i— d %0
i-1 dx* EJ

Céc tham s6 C; dugce xdc dinh ti diéu kién.

fViR(VN) dx =0 (véii=1,2,3..N) |
1 g ‘
Hay ta c6 hé phuong trinh dai s4:

SLiCi+g=0  (wii=12 3.N)
ij i .
=1 ‘
"Ap dung (4.30), ta xac dmh duge cdc hé sb Lij va s6 hang ty do g

1 1 ‘
viLi(v;) dx = fvl —2dx = ~ f(l — COSziX) aj cosajx dx
1.4 : ,

dx o
0 'vdii=#j
D& thay la: Ly = {1a¢ 0 (wii=12 3..N)
— vlii=j )

2
| :

g = fvi [L(vo) + gl dx = ~L f(l _ tosax) dx = — 3 (véii=12 8. N)
o EJ°, | EJ

Thay vao hé phuong trinh trén ta ¢6 hé phuong trinh:
20
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le:
G-y (i=12.N
2 EJ .
Hay tit d6 dé dang tim duge C;:
-4
=-20 -1 di-12. N

Ham d6 vong v(x) la: :
4 N

v(x) = vn(X) = a’ —1—— > —1—(1—cos—x :

st i-1 it 1

Né&u chi 14y mot s§ hang dau tién (N = 1) ta c6 ham do vong.

4 |
v(x)=9-l—. 1 (1—cosgﬂx)

T A 1

Vs 81‘1_‘ 1
Gid tri do vong 16n nhit ¢ gitta dam (tai x = 1/2) la:

4 4
vmax =V (_l. = ql = 1 s gl_..
2 4EJH4' 389,6 EJ

So sdnh gid tri vyay nhan duge to phudng phap tich p‘hén truc ti€p, ta thiy

k&t qua nay kha chinh xac (chénh 1,4% so vdi gid tri chinh xdc).
3. Phuong phap sai phan huu han:

La mét trong cdc phuong phdp s6 dé giai cdc phuong trinh vi phin ma tu tudng
chi dao cda phudng phdp la biéu dién gan ding dao ham bing phép sai phan dé
thay thé cdc phuong trinh vi phan bing mot hé thong cdc phuong trinh sai phan.
Két qud 1a thay vi cAn “tich phan” cdc phuong trinh vi phan, nguoi ta chi cin giai
hé thong cdc phuong trinh dai sd.

Mudn vay truge hét can tim cdch biéu dién gin ding cdc dao ham cdc cap theo
gid tri ham tai mot s6 diém dinh trudc nhu sau.

Gia st, trong bai todn mot chitu, f = f(x) 14 mot ham dd cho, xdc dinh trong
khoang {a, b]. Khai trién Taylor cia né tai lan cin diém x nao dé la:

2 2 3 3 4 4
f(x + Ax) = f(x)+._..|A+df Gx)” & @ax)° ) an” -
dx? '» 2! dx® '+ 3! dxt 't 4!
2 2 33 3 4 4
fx - Ax) = fx) - O | ax+ SE| Bx)°_dF) @07 dF) (A% )
dx '* a2 't 20 g3 * 3l g™ 4!
Lay (a) - (b) va chi xét 3 s§ hang dau, ta cd:
f(x + Ax) - f(x - Ax) = df . Ax
dx %

21
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22

df _ f(x + Ax) - f(x - Ax) ‘ ©
dx 2Ax

hay:

39333
' ' \Q\ ” ﬂ
4788 ] .
‘x N
T 1 1T 11
| Hinh 4.11
Lay (a) + (b), ta cé:
2
f(x + Ax) + f(x — Ax) = 2f(x) + 4% . Ax?
PR
. . dx
2 i
hay: af ) fx + z(kx) + f(x - Ax) - 2f(x) @)
dx® Ax?

Vay (c¢) va (d) cho ta kha ning tinh gin ding dao ham cdp 1 va 2 theo gid trj
cia ham tai nhing diém lan can. Hay cho ta kha niang thay th& phép tinh dao ham
bang phép tinh sai phan. Bay gid, nfu xem phép sai phan (d) nhu mét todn tit thi
hoan toan cé thé biu dién gan ding dugc dao ham cdp 4 cua f tai x bang cdch thay

2

thé g—f vao vi tri cda f trong (d). Cu thé la:
dx® ¥ ‘ |
a’f d’f d’
| Y B YR e | MV
X X
dep @] - )y
A at ' d? (ad) T Ax?
Ti€p tuc thay (d) vao, ta dugc:
a1 R+ 280 + ) - 2+ Ax) |
dx? ¥ A% Ax>
n f(x) + f(x — 2Ax) - 2f(x -~ Ax) | _ 9 f(x + Ax) + f(x — Ax) - 2f(x)

sz ' sz

Viy, sau khi thu gon, ta co:
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ale
dx*
'Vay néu khoang xdc dinh [a, b] dugc chia déu thanh mét s6 hdu han cac doan
nhd nhu nhau Ax bdi cic diém chia cdch déu nhau thi ta ¢ mdt “ludi sai phan”.
Cac diém chia duge goi la cdc “nuit” cda ludi sai phan (hinh vé). Khi d6 cdc biéu
thic (¢), (d), (e) cho phép biéu dién ghn duing dao ham cdc cdp (t&t nhién hoan toan
lam ducgc nhu cdch trén) tai mét diém nut cua ludi sai phan theo gid tri cua ham
tai cdc diém nit xung quanh. Bing cdch bi€u dién cdc dao ham nhu vay, ta 6 the
thay thé phuong trinh vi phin dé cho biing mét hé cdc phuong trinh sai phan viét
cho tat ca cic difm “nut trong” cia ludi. Giai hé phuong trinh dai s6 nay ta tim
dugc gid tri cha ham can tim tai cdc diém nut.

S {Gf(x) - 4{f(x + Ax) + f(x — Ax)] + f(x + 2Ax%) 4+ fix — 2Ax)} | (e)
4
Ax

X

* Vi du nhu véi bai todn trén la: Tim nghiém cia phuong trinh vi phan.

a
- ¢ ,
A A

7P
1 V3 1 ; =
ETx const '

& Y% Y Y% %

-1 0 1 2 i 1
Homm - .
vlf L 7 Y vJ 4
Hinh 4.12
44
gl:—p—‘vc')'i0'<x<l ()
dx4 EJ
vdi cdc diéu kién bién: v =v =0 (g)
x=0 x=1
dv| _dv -0
dx |x=0 dx x=]

+ Chia ludi sai phan nhu hinh 1.12 (Ax = 1/3)
Cdc “ndt trong” : 1; 2
Cac “nut bien” : 0;3
Cdc “nit ngoai” :-1; 4
Gid tri ham v cia cdc “nit bién” va “nit ngoai” sé tim dugc dya vao cdc diéu
kién bién (g).
Gid tri ham v cda cde “nit trong” sé c6 duge tir viéc gidi hé¢ phuong trinh sai
phéan viét cho tit ca cdc nut trong.

Cu ‘thé: Viét phuong trinh sai phan tai cdc nit trong 1 va 2, béng cdch su
dung (d): ’
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tuc

Tal nit 1 : _ ""1—‘ (6V1 - 4V0 = 4V2f+ Vi + vy = P

v Ax? EJ

s 1 D

Taindt 2 : —— (bvg — 4dv) - 4vg 4+ vy + vg) =
s EJ

(h) la Hé"phtrdng trinh vi phéri thay thé phuong trinh vi phﬁn‘ (f) da cho:

Tt diéu kién bién (g),c6:  vo=v3=10

(i)

Dé tim gid tri v_;, v4 (cdc ndt ngoai): st dung tiép didu kién bidn vé géc xoay,

[a su dung (c).
Vi - V. 1
Tai nit 0: o R e
dx '0 20x
. dv V4 = VY
Tai ndt 3, tuong ty ¢ . i3 = — =(=vi=vy
dx - 2Ax |
Thay v,, vy, v_1, v4 vao (h) ta nhan duge :
7V1 - 4V2 = —p‘ . AX4
| EJ
—4V1 + 7V2 =P . AX4
| EJ
. . 1 . 4p _ 1p
Giai hé phuong trinh nay ta duge: vy = vg= - Ax" £ = — I

3 Bl $E
Vay (i), (k), (I) cho ta k&t qua 1a chuyén vi tai cdc nit cda ludi.

Mudn tim ndi lye, vi dy momen uén tai cdc nit ludi thi st dung (d):

2
va biéu thdc M(x) = —EJd_V
T
X
Momen udn tai 1 diém nit, vi du tai ndt 0 & la:

2 vy v -2 -
My=-EJ |4V | o gy IT1T e Bl 2 2

dx2 . Ax2 sz 27

" (chénh 11% so vdi k6t qua chinh xdc)
So sinh vdi két qud phuong phdp chinh xdc (tich phén truc tiép).

—_—
L
N~
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4.3. CAC NGUYEN LY NANG LUQNG
(CAC NGUYEN LY BIEN PHAN)

1. Nguyén ly thé nang toan phan ditng hay nguyén 1y bién phan vé chuyén vi.

Thé ning toan phan cia mot hé dan hvi T ducc xdc dinh la
n=uU-A '

trong d6: U- thé ning bién dang cla vat thé dan hoi tich‘lﬁy trong qué trinh bién
dang.
A- cong cida ngoai lyc sinh ra trén ¢dc chuyén doi eGa ngoai lyc do vat
thé bi bién dang. -

Noi dung nguyén ly: Trong tit ca cdc trudng chuyén vi (trang thdi chuyén vi)
kha di dong (tuc thoa man cdc digu kién tuong thich va didu kién bién doéng hoc)
thi trudng chuyén vi thye (tic trudng chuyén vi tuong Lfng vdi su cdn bing cua
vat thé) sé lam cho thé ning toan phan I dat gid tri dung.

Hay, khi vat thé can béng thi thé ning toan phan I dat gid tri dimg.

Tye la: Néu 1T duge bleu dién theo chuyén vi {u} {u v, w} thi vat thé can
bang khi ‘
BT ({u}) = aU({u}) - 8A({u}) = 0
Cu the hen, nhu trong gido trinh sic bén vat ligu da blet
Thé nang bién dang dan hoi U duge tinh béi cong thic:

= f ()T} dv hay U=2 f {e}T [D] {e} AV
2% | 2y
\  pew o 1 T T
Trudng hgp c6 bién dang ban dau: U = — f{e} [DHe} dV - f{e} [DKeot dV
: . - 2y v

Con cbng A cia ngoai lye (gom lyc khéi {g}, luc mat {p}) trén cdc chuyén ddi
{u} la i

A= f {u} T {ghdv + f {u)T{p1ds
v s,
Va thé nang toan phan I viét & dang ma trén la:

M(uh =0 -4 =1 [T D1t - 2Aeshiv - Mgy - [ tpras
2y v

St
Theo nguyén Iy nay trudng chuyén vi {u} thoa mim cdc diéu kién bién va lam
IT dat gia tri dung sé chinh 14 trudng chuyén vi thyc va lam thda man cic phuong
trinh cAn bing.

N&u ding nguyén ly nay dé xdy dyng phuong trinh phén td hdu han, thi ta
gia thi&t mot dang don gién cda chuyén vi trong mbi phan t va tir diu kién dung
cda phi€m ham I ta sé nhin dugc mdt hé phuong trinh (x&p xi) cén bing trong
khi céc ditu kién lién tuc d4 duge thoa mén.
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AN
Hay c6 thé néi ring nguyén ly nay y B (; ¥
cho cdc phuong trinh can béng. —t 7 +
Thi du: Vin xét dam chiu tai trong . _}’(I) .

5 ‘

phan bd déu (hinh4.13). Ta sé ching
minh ring nguyén ly Lagrange sé cho
phuong trinh cin bing duge viét theo .
chuyén vi.

Theo SBVL va co hoc két ciu, da biét thé niang bign dang.U cda dam chiu uén la:

Hinh4.13

| 1
2 42
U= My v M= vy _Ei.f
2% EJ dx2 2 % \dx
1
A= fqux
0
1 2
; d%v
Ta c6, thé ning toan phin N =U - A = == (—J dx - fqux
» 2 dx?

Theo nguyén 1y thé€ nang toan phan dung : v(x) sé la thuc néu
Ol = 90U - 0A = 0. ‘

Z 2
Ma: oU = EJf2—_ a“d fd A gy
2 0 d?_ dx?
i 1
_ gy |4 dov f@z,z’id
' ax? dx ' o dx g48

42 3 4
=5 | &2, D) -Lov | 4 dvévdx
A2 dx ', gi® o odx*

va 0A = fqév.dx

0

~ dtv d%v dov d3v l
Hay;an=f(EJ__-q) ovdx + |[EJ Y LV | gV 4y

' dx* dx? dx ! dx3 5

Tuy nhién theo diéu kién bién bai todn, chuyén vi L géc xoay tai x = 0 va x =

I la da cho trudc va bang 0 nén ta cling cd.
av=ilél_0 taix =0va x =1
dx
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1

4
Vay: ol = f(EJL-q) svdx = 0
0 dx4
e div
bé thoa man vdi moi dv =# 0, ta cé: EJ &Y - q=90
: dx

Day chinh la phuong trinh can bing cia ddm chiu uén dugc viét theo chuyén

vi. . '
® Ap dung nguyén ly, tim nghiém giai tich gan ding (phuong phap Rayleigh).
Noi dung phuong phdp Rayleigh: Chon nghiém gan dung trong dang nao dé thoa

min diéu kién bién dé giai bai todn dam chiu uén nhu hinh 4.14.

Vi du: Chon v(x) = C; + Cox + Cax? + C4x3 + C{,x4 (a)

_ (vdi 0=x<1) 9 )
v(x) trudc hét can la kha di déng, tiic Lt v 1 F ¥ x
théa mdn cde didu kién bién va lién tuc | 2
nhu sau: ' 01 7 —
v =0 - Cl = 0 v
x=0 ‘
d_V =0 - C2 = ()
dx . 'x=0 Hinh 4.14
v =0 - Cgf+CPrcyt=0 )
N | “=G
1 0sacy+3C2+4C3 =0 Cy = ~2C5!
dx 'x=1 :

Thay (b) vao (a) ta duge: v(x) = ()5()(4 — 213 + lzxz)

v Vay: dv 5(12:2 — 121x + 21%) = 2C5 (6x% ~ 6x + 1)
dx2
1 1 :
R
Tinhﬂ:U—A_E_fL)d fvdx
2 od x2 0

. 1
‘ 2
=L f 4C2 (6x° - 6xl + 1Bdx - q f Csx? - 21x® + Ix?) dx

. Thyc hién tich phén, vdi chi y la C; 12 mot tham s6, ta nhan dugc biéu thiec
thé nang 1a ham cda thong s 05 nhu sau:

(g =2Embc2- 1 1°05
5 30
Tu didu kién
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an = O -~ _g_rl_ =
aCs
Ta nhan duge phuong trinh dai s6 sau:

Apdcs - Lqf=0-0=1 L
5 30 24 BJ

Vay v(x) = G o -l + BB
24 EJ

(Trang véi két qua chinh xdc nhan duge t phuong phép tich phan tryc tié’p
da c6 g trén)

® Phuong phap Ritz - Raylezgh Theo phUdng phap nay ham chuyén vi v(x)
duge bidu difn gin ding nhu t6 hop tuyén tinh cia cdc ham vi(x) théa mén digu
kién bién dong hoc cua bai todn.

n
v(x) = 2, Civi(x) = Cyvq(x) + Covo(x) + ... C v, (x).

trong d6: vi(x) 12 cdc ham kha di dong, tuc lién tuc va théa min diéu kién bién
dong hoc cua bai todn va dugc chon trude.

C; 1a cdc tham s sé duge xdc dinh tir digu kién cyc tri cia th ning toan phan
M. Sau khi thay v(x) vao biéu thuic thé nang toan phan IT ta dugc mot I ch1 phu
thudc cdc tham s6 C; nghia la IT1 (Cy, Cy, ... Cp).

Tu digu kién cyc trj cda I1 : 8IT=0 - ta cé mot hé n phlIcmg trinh
oIl ,
aCq
oIl

9Cq = Giai hé phuong trinh ta dugc cac C; = vay v(x) I3 xéc dinh

OIS

aC,,

Thi du: Trd lai bai todn ddm chju uén ¢ bai 1.2. Nay tim nghiém gin ding theo
phuong phédp Ritz.

n
Xem gan ding v(x) = 2, C; (1 - cOS -21I—I—x)
: i=1 1
trong dé: C; la cdc tham so.

Céc ham chon trude: v; = (1 - cos 21_HX) r6 rang théa min didu kién bién:.
] :

vi=0 taix =0vax =1
dv;
—=0 taix =0vax =1
dx

v; la lién tuc va kha vi trén doan 0 < x < |
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Tinh sidn: vj(x) = (1 — cos ajx) vdi a; = 2l
dVi .
— = qSINEX
dx
2 n
d®v; 2
Vay: L = a{? cosa;X (A7 > Clal cosa;X
dx? dx? =1
1 2 1
Tinh M=U-A= f Sil dx - fqux
2 % \dx?
1 1
— {5 f Cia?cosaix)zdx -q f(z Ci(1 - cosgx)dx =
2 5 (I ’

L 0 néui=#j
Chi can nhd rang fcosaix . cosaxdx = | o
: 0 I—— néui = j

2

Ta c6: I = EC ) ECI—E—EC _q]ZCi=n<C1,Cz,Cn)
2 4

Theo nguyén ly Lagrange, v(x) la thye, tife thoa méan diéu kién cin bing khi
va chi khi ol =0

Hay: ol =02 = (véii=1,2, ..n)
oC;
Vay ta c6: =3 Ciad - ql=0 W6ii=1,2 .0
2
) |

Vay c=2a -2 9 1 =12 .n

Eda} 2t it EJ sitm

B ————
A
4 "

Va v(x) = ql L2 e (1 - cosgL—x)

8EJN* =1 2° 1

Két qua gidng nhu khi d4p dung phuong phdp Galerkin ¢ muyc trén.
2) Nguyén 1y cuc tiéu chia nang lugng bu toan phan, (nguyén ly bi€n phan cua
ng suat).
Nang lugng bu toan phan cda 1 vat thé dan hoi 1+ duge dinh nghia la:
M+ = Ux — Ax
Trong doé:
29
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§ d
U+ la nang lugng bu cua bién dang u* v*
- la phan dién tich gach ngang ¢ hinh , A
1.15. v
U
Truong hgp dan hoi tuyén tinh, -] -+
1 T . " . £ = €
Us=U= =~ ] {o} {e}dv (1a phifm ham —
2%
cua {o}) hay néu cé bién dang ban dau
. Hinh 4.15

Us = % ’\[ {a}T( [Cl{o} + 2{50})dy

A* : cong bu cta ngoai luc.

A* = f{p}T{u}dS trong dé Sq la phan bién dd biét chuyén vi {u}
Sd

va Me(g) = * f{a}T ((CHo} + 2{eo} - f{p}T{g}dS
2y S,

Noi dung nguyén ly cyc tri cua ning lugng bu toan phan: Trong tat ca cac
truong ung sudt kha di tinh (tie théa mian cdc digu kién can bing va ditu kién
bién tinh hoc trén Sy) thi trudng ung suit thyc (tuong dng théa méan ditu kién
tudng thich) sé lam nang lugng b toan phan I+ dat gid tri ding.

oflx ({o}) = oUx({c}) — oA+ ({0}) = 0
Thi du: Xdc dinh néi luc dam nhu cac bai todn

9
trén. /= o

Goi phan lyc va moémen phan lyc tai A la L ET
Va va My chua biét. Nhung 16 rang hé noi luc do né 4
va tai trong q gy ra trong dam la can bing thi c6 M[ I A T 4
nghia 1a kha di tinh. | . Ay

Va khi dé ta c¢6 bidu thic noi luc: (Hinh4.16

i ) e
Mx) = Vax - M, - &
2 q[‘

Nhung r6 rang viéc bo di lien k&t A sé khong 7 \({\ ® /b
bio dam diéu kién tuong thich (hay dong hoc). Mudn M —
bao dam diéu kién nay (vi dy: géc xoay va chuyén vi 7
tai A 1z biing khong). Hinh 4.16

Nhung néu ta tim duge V, va My sao chollx cyc tri thi d6 1a nghiém va théa
mén diéu kién tuong thich (lién tuc) vé bién dang.
MM« = Ux — Ax '
Cong bu cda ngoai lyc trén phan bién da biét chuyén vi 1a A*
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A*?-VA.O+MA.0=0

2 22
Vay: e = Us = - fM(")d 1 fVAx-MA-__) dx
o 9

2EJ %
23
| Val 245 Vagl* 31
= ——}—m i + M2l + l VAMAlz —Aq + MA ql
9EJ | 3 20 4 3
Theo nguyén ly nay:
3
. {2V, : 4
o= _ 1 A —MAIZ—Q -0
Va 2EJ| 3 4
= _ 1 2 q13
—=—— [2Mpl - V" + 2| =0
M, 2EJ 3 |

MA = —].—qlz
< | 12
VA'= q_l
2 ‘
- Nhén xét: Cé thé. viét lai 2 phuong trinh trén:
3 2 4
| 1 ]
V- My -3 -
lses * B} 4R
’ 2 3
= l— V + L MA + ql

- EJ EJ 3EJ

. 1811V + 912 M, —‘A1p=0
ay 1
391 Vp + 099 My — Agp=0

Day chinh 132 hé phuong trinh chinh tic cda phuong phdp luc da biét trong

Gido trinh Co hoc k&t cfu. Va 2 phuong trinh nay la didu kién tuong thich cia bién

lang, cu thé, la didu kién chuyén vi vd géc xoay tai A phdi bing 0.
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4.4. Khi niém vé phwong phdp phan tit hiru han.

Phuong phép phan tu hiu han (PP PTHH) la mot phlIdng phdp s0 dic bist
¢6 hiéu qua d¢ tim dang gan ding cia mdt ham chua biét trong mién xac dinh V
cua nd. Tuy nhién PP PTHH khong tim dang xAp xi cia ham cin tim trén toan
mién V ma chi trong ting mién con V, (phan t) thuse mién xdc dinh V. Do do

~ phuong phdp nay rdt thich hop véi hang loat bai todn vat Iy va ky thuat trong dg

ham cin tim duge xdc dinh trén nhing mién phic tap gom nhitu ving nhé c6 dac

tich hinh hoc, vat ly khdc nhau, chju nhing disu kign bién khdc nhau. Phuong
phdp ra ddi tu tryc quan phan tich k&t cAu, roi dugc phdt bidu mot cach chat ehé

va tong qudt nhu mot perdng phdp bién phan hay phddng phap du 6 trong so
nhung duge xdp xi trén mdi phan tu.

Trong PP PTHH mitn V duge chia thanh mt s§ htu han cde misn con, goi
la phdn t. Cdc phin ti nay duge néi két véi nhau tai cdc diém dinh trudc trén
bién phan td, goi 14 nit. Trong pham vi mbi phin td dai lugng can tim duge lay

~dp xi trong dang mot ham don gian duge goi la cdc ham xdp x¢ (approximation

32

function). Va cdc ham xAp xi nay duge bidu dién qua cdc gid tri cda ham (vA c6 khi
ca cdc gid tri cia dao ham cda nd) tai cdc didm mit trén phan ti. Cdc gid trj nay
duge goi 1a cde bdc tw do ciia phin i va duac xem 12 An s6 can tim cda bai todn.

Véi bai todn cd vat ran bién dang va co két cdi tiy theo y nghia vt ly cua
ham xdp xi, ngudi ta ¢6 thé phan tich bai todn theo ba loai md hinh sau:

L Trong mé hinh tuong thich:

Nguoi ta xem chuyén vi la dai lugng cin tim trude va ham x4p xi biéu dién gan
ding dang phén b4 cda chuyén vi trong phan td. Céc dn s6 duge xdc dinh t he

phuong trinh thiét lap trén co s6 nguyén 1y the ning toan phan dung, hay nguyen
ly bién phén Lagrange, '
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2. Theo mé hinh cén bang:

Ham x&p xi bidu dién gan dung dang phén bé cda ung sudt hay ndi luc trong
phin ti. Cdc dn s6 duge xdc dinh tu hé phuong trinh thigt lap trén co s6 nguyén -
Iy ning lugng hé toan phan dung hay nguyén ly bién phan vé ungsuit (nguyén ly
Castigliano).

3. Theo mé hinh hén hdp

Coi cdc dai lugng chuyén vi ung sudt 12 2 y&u t6 doc lap. Cdc ham x4p xi biéu
difn gan dung dang phan b§ cda ca chuyén vi lan ung suit trong phén ti. Céc 4n
s6 duge xdc dinh ti hé phuong trinh thi€t l4p trén co sd nguyén ly bién phan
Reisner. ,

Sau khi tim dugc cdc 4n s6 bing viéc gidi mot hé phuong trinh dai s6 vira
_nhan dugc thi cing c6 nghia la ta tim dugc cdc x4p xi bi€u dién dai lugng can tim
trong tit ca cdc phan td. Va tir dé cing tim dugc cdc dai lugng con lai.

Trong 3 md hinh trén, mé hinh tuong thich duge st dung rong rai hon cd. Va
gido trinh nay ctng chi trinh bay PP PTHH theo mé hinh tuong thich.

4.5. Trinh tu phan tich bai toan theo phwong phap PTHH.

Bude 1: R&i rac hda mién khao sdt.

Trong bude nay, mién khao sdt V dugc chia thanh cac mién con V, hay thanh
cdc phan td ¢d dang hinh hoc thich hgp. ’

Vé6i bai todn cu thé s6 phan td, hinh dang hinh hoc cla phén tif ciing nhu kich
thudc cdc phan td phai duge xdc dinh ré. S6 diém mit moéi phan ti khong Idy duge
1 cdch tly tién ma tuy thudc vao ham xdp xi dinh chon.

Cdc phan ti thudng cé dang hinh hoc don gian. (Hinh 4.17)

/-0
Hinh4.17 Dang hinh hoc don gidn cia cdc phan ti

Bude 2: Chon ham xdp xi thich hdp.

Vi dai lugng can tim 1a chua biét, nén ta gid thiét dang x4p xi cla né sao cho
don gidn d6i vdi tinh todn bing mdy tinh nhung phai théa man cdc tiéu chuin hoi
tu (sé néi sau). Va thudng chon ¢ dang da thuc. .

Rbi bifu dién ham x&p xi theo tap hop gid tri va cd thé cé cdc dao ham cua nd
tai cdc nit cua phan td {q}.

Budc 3: Xay dung phuong trink phin t& hay thiét ldp ma trgn df cing phén
tk [K], va vectd tdi phan tu {P},

Cé nhiBu cdch thiét 1ap: truc tidp, hodc sd dung nguyén ly bién phan, hodc cac
phuong phdp bién phan,...
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34

Két qua nhan dugc cé thé bidu didn mdt cach hinh thiec nhu mot phuong trinh
phan ti: [(KL{q}, = {P}, ' : ‘
Budc 4: Ghép néi cdc phén t? trén co sé¢ mo hinh tuong thilc ma két qud Ig
hé théng phuong trinh.
(K] {q} = {P}
Trong d6, c6 thé goi: ‘
[K]: ma trin do cing tong thé (hay ma tran hé s§ toan midn)

{a}: vectd tap hop cdc gid tri dai lugng can tim tai cdc niut (con goi la vectg
~ chuyén vi ndt téng thé) - "
{P}: vectd cdc s§ hang tu do tdng thé (hay vectd tai tong thé) ,
Roi st dung digu kién bién cla bai todn, ma két qua 1& nhan duge he phuong
trinh sau: . .
[K'T{q"} = {P"} ,
Day chinh la phuwong trinh hé théng hay con goi la hé phuong trinh d¢ gidi
Buge 5: Gidi h¢ phuong trinh dai s6,
(K1 {q"} = {P"} -
VGi bai todn tuyén tinh viéc gidi he phuong trinh dai s6 13 khong khg khan.
K&t qud la tim duge cdc chuyén vi cia cde nut. } ,
Nhung vdi bai todn phi tuyé’n thi nghiém sé dat duge sau 1 chudi cde bude lap
ma sau mdi budc ma tran cung [K] thay d6i (trong bai todn phi tuyén vat -1y)' hay
vecto lyc nit {P} thay déi (trong bai todn phi tuy&n hinh hoc) '
Bude 6: Hoan thién: '
Tu két qua & trén, ti€p tue tim ung sudt, chuyén vi hay bién dang cia tdt ca
cdc phan .t ' :

4.6. Ham x4p xi - da thitc x4p xi - phép ndi suy

1- Ham xap xi:

Mot trong nhing tu tuéng co ban cia PPPTHH la xdp xi héa dai lugng can
tim trong mdi mién con - phan ti V,. Disu nay cho phép ta khad ning thay thé viac
tim nghiém vén phic tap trén toan misn V bing viéc tim nghiém trong pham vi
mbi phan td ¢ dang ham x&p xi don gian. Va vi vay budc quan trong d4u tién can
néi dén la viéc chon ham don gidn mé fa gén dung dai lugng can tim trong pham
vi m6i phan t&. Ham don gian nay thudng chon ¢ dang da thuc vi nhiing 1y do sau:

+ Da thdc khi duge xem nhu mét 8 hogp tuyén tinh cda cdc don thuc thi tap
hop cdc don thdc théa man yéu chu doc lap tuyén tinh nhu yéu cau cda Ritz,
Galerkin ,

+ Ham xfip xi dang da thuc thutng d& tinh todn, d& thist lap cong thuc khi xay
dung cdc phuong trinh cda PPPTHH va tinh toin bang mdy tinh. Pac biét vi dé dao
ham, tich phan. , ' '

+ C6 kha ning tang do chinh xdc bing cdch tdng s6 bac cda da thuc xdp xi
(vé mdt ly thuyét thi da thic bac vo cung sé cho nghi¢m chinh xdc). Tuy nhién
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:rong thyc t& ta cung chi 18y cdc da thic xip xi bac thdp ma thoéi. Chu y la cac
ham x&p xi dang ham lugng gidc cling cd tinh chdt va vu diém nhu trén nhung it
dung.

2. Phép noi suy:

Tuy nhién, trong phuong phidp PTHH cdc he s6 cua ham x4p xi dang da thuc

duge biéu didn qua chinh cdc gid tri cua né (hoac ca gid tri cdc dao ham) tai mot
" Riém nut duge dinh trudc trén phan tu.

N6i cach khic 1a ham x4p xi duge ndi suy theo cdc gid tri (hodic ca cdc dao
him) cud né tai cdc ndt phan td. K&t qua 13, trong pham vi méi phén tu dai lugng
can tim 13 ham bat ky sé dugc xdp xi hdéa bing mot da thuc noi suy qua cac gia tri
(hoic ci cdc dao ham) cda chinh né tai cdc diém nit cta phan tu.

Vi du: (Hinh 4.18)

u,(x)=0;+ 0, ~2;7°

N
S| s
STEEAL S .
¥ Y gz
a*b) b
a T) | b
N¢i suy (xdp xi) hang so Noi suy tuyén tinh Noéi suy bac 2.
(U)X = U, = u <a il ) u(x) = ul(x) = bu (a) - (b) + u(b) - u(a) X
2 b-a b—a

Trong cdc vi dy trén cdc ham bt ky dugc bidu dién xdp xi bing cdc da thuc
bac 0, bac 1, bac 2 theo gid tri (chi theo gid tri) cda ham tai cdc diém dinh trudc
(diém nut). Phép xdp xi nay dudc goi la phép noi suy Lagrange.

Noi suy Hecmit: Khdc véi phép néi suy Lagrange, noéi suy Hecmit 1a phép xap
xi theo gid tri va ca dao ham tit bac 1 d&n bac nao d¢ tai cic diém co s0.

Vi du: Hinh 4.19

‘ u(x)

u(x) uy(x)= 0+ BT

o, xtr a3

c
s
b
q L'_b. b
2
X4p xi bac 3 theo gid tri va
Hinh 4.19 : ) B )

dao ham cip 1 tai 2 diém co sd.
Bing viéc xdp xi héa dai lugng can tim trong pham vi mbi phan tu thi trén
toan midn V khao sat, dai lugng can tim cing dugc biéu dién gan ding theo gid tri
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(va cd thé ca dao ham dén cdp nao d6) cia chinh né tai cdc didm nit.

Va r6 rang néu ludi phan td cang min thi két qua nhan dugc cang tién dén su
md ta chinh xdc cua nghiém can tim.

Thi du: Vdi nodi suy Lagrange (hinh4.20)

uix)
u(1)
S N
} Hink 4.20
3- Dang da thifc x4p xi: | nut

Nhu d& néi ¢ trén, ham xap xi duge chon dudi dang d4 thuc don gian. Cé thé
nhu sau: '

Bai todn 1 -~ D: u(x) = aj + agx | (x4p xi tuyén tinh)
ux) = a; +agx + ag x* | (xdp xi bac 2) »
ulx) = a; + agx + ag 2 + ay x> (xdp xi bac 3)
hay néu ldy u(x) 12 mét xdp xi bac n thi
n+1
u(x) = 2 ai’x -
a)
ay

Hay: u(x) = [1 x x* ... x"] { a4

.ar;+l
Hay: ux) = [P(x)] {a}
Trong dé: [P(x)]- Goi 12 ma tran cdc don terc
{a}- Vecto cdc toa d0 téng qudt hay vectd cdc tham s6.
O bii todn 2 - D: vi du: u(x,y) = a; +a2x+a;y+a4xz+a5y + a5 Xy.

a1

a
=[1xyx2y2xy] ,2%

ag |
u(x,y) = [P(x,y)]{a} ke
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* Gbai todn 3-D: u(x,y,2) = [Px,y,2)] {a} (4.32)

trong d6 [P(x,y,2)] vi du trong trudng hgp xép xi 12 tuyén tinh:
[P‘(x,y,z)] =1 x y 2]
Truong hop u la trudng vectd, va xdp xi la tuyén tinh:

. . a;
u(x,y, z) 1xyz00000000|
;{1_1}e=\v(x,y,z)=00001xyz0000*_2>
, W (%, Y, 2) 000000001 xyz]|]|:-
' 212

a] + agx + agy + a4z

P

tdc ];‘3, {H}e = as + agx + agy + agz

ag + ajox + ayy + a2z
4. Chon bac ciia da thife xép xi (hay cia ham xap xi)

Khi chon bac cia da thuc x4p xi can xét tdi cac yéu cau sau:

a. Cdc da thic xdp xi phdi théa man ditu kién hoi tu:

Day la mét yéu cau quan trong vi PPPTHH la moét phuong phdp s6 va do dé
phai bao ddm dugc rang khi kich thudc phan ti gidm di thi két qua sé hoi tu dén
nghiém chinh xdc. Muén viy da thic x4p xi U, phai thoa min 3 diéu kién sau:

+ Lién tuc trong phan ti (Ve). Pitu nay hién nhién thoa man khi xdp xi 1a da
thic .

+ Bao dam ton tai trong phén tu trang thdi don vi (hing s0) va cdc dao ham
riéng ctia né dén bac cao nhit ma phiém ham I (u) doi hoi. :

Vi nhu ta da bist, PPPTHH c6 thé dugc xem nhu mét phuong phap x4p xi khi
cuc tifu héa mot phi€m ham dang.

I(w) = fF(x,u,u’,u”, .. u®y dx
v

+ Trén bién phan ti, u va cdc dao ham cta né dén cdp (r - 1) 1a lién tuc.

Vi du: Khi u la chuyén vi thi phai bao dém khd ndng phan td dich chuyén
cing va muén bdo dam trang thédi don vi cta dai lugng khao sat thi chi can khéng
duge bd qua s6 hang ty do a; trong da thuc xdp xi, hay khong dugc bé qua thanh
phian 1 trong [P(x,y,2)]. | '

Véi co vat rén bién dang va két cfu cdc yéu clu nay c6 thé duge hiéu nhu yéu
cau lién tuc cia bién dang, néi cich khdc la phan t& bién dang khong cé sy dut,
gdy. Nhu vdi dam, t&m, v6 doi hoi ca chuyén vi va dao ham cép 1 ciia chuyén vi la
lien tuc. N&u da thuc x&p xi théa man tat ca 3 didu kién nay, thi nghiém x&p xi
s6 hoi tu téi nghiém chinh xdc khi st dung ludi phan t& min hon. Tuy nhién dé
thdy dugc didu nay khi min héa ludi phan t cing cin tuin theo cac qui tdc sau:

+ Ludi sau dugc min hon trén cd s ludi trude, cdc diém nudt lugi trudc cing
c6 mit .trong tdp hgp cdc mit ludi sau.
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" 4+ Céc phan tlf ¢6 kich thuée nho hon trudc nhung dang hinh hoc vAn phai nhu
dang cda. , ' _
+ Dang da thic x&p xi 12 khong di trong qué trinh min héa ludi phan tu.
Vi du: Hinh 4.21

U
] , chih xie
¢ b j //
28 64 NE

b. Cdc da thitc xép xi dudc chon sao cho khong lam mdt tinh ding hwiong hinh
hoc. C6 nhu vay cdc xdp xi mdi doc lap vdi he toa db cta phan ti. Mudn vdy dang
céc da thic duge chon tit tam gidc Pascal (cho bai todn 2 chidu) hay tu thdp Pascal
(bai todn 3 chiéu) : '

RNAA
DacC

/NN

/1‘ . ' | 4\
4~

x__\_y : : tuyén tinh 3 - A
g~

o

XZ- Xy y2 [ —— béc 2 6 - & p
/N, N\ i ‘ }
‘x‘; xzy xyz y3 bac 3 10 - |
4/\‘; 2 2 /-'3\4 |
X Xy Xy Xy y — béc4 - 15
Tam gidc Pascal ‘ - Céc phan td 2-D
Bac da thuc S6& tham s6 cua {a}
A
2 10
3 20 -
Thédp Pascal Céc phin tu 3-D
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¢. 86 cdc phén tiz cia {a} tic s6 tham s6 ctia da thic xdp xi phdi bing s& bac

tr do cia phén t {q}e. Yéu cau nay cho kha niang ndi suy da thic xap xi theo gid
tri dai lugng can tim tai-cdc diém nit.

5. Biéu dién da thiic x4p xi theo vecto cdc bac ty do ctia phan tit . Ma tran cac
- ham dang.

" Bac ty do clia mot mit (nodal degree of freedom) la gid tri (va c6 thé cin ca
gid tri dao ham) cda ham (hay da thidce) xdp xi tai nit. '

Tap hogp tdt cd cdc bac tu do cia cdc mit trén phan td duge goi la vecto cdc
bic tw do cuia phan tiZ, ky higu: {q},. Hay trong co vt rdn thudng goi 12 vecto chuyén
ui nut phén tiz. Va cdc bac ty do nay. (hay cac chuyén vi nit) 1a 4n s6 cda bai todn
khi phan tich theo PPPTHH. | ’

Vi du, trong bai todn phang cia dan hdi, khi dung phan tii tam gidc 3 diém
nit thi mdi ndt phan t& ¢6 2 bac ty do. D6 1a 2 chuyén vi thanh phan u va v theo
2 phuong x,y cia mbi nuit. Vay tap hgp cdc chuyén vi clia 3 nut 1a vecto chuyén vi
niut phén tw

T
{q}e = {Ui,Vi,Uj,Vj,Uk,Vk}e

T
= {q11q21q3>q4vq5:QG}e
Tém lai: Néu phan t& e ¢é r nit vd mdi nut cé s bac ty do thi vecto chuyén
vi mit phan td {q}e ¢6 s6 thanh phan n, = sxr.

Trong PPPTHH, cdc da thuc xdp xi dugc biéu dién theo vecto cde bac tu do
phan ti {q}e, hay ngudi ta néi ring cdc da thic nay duge noi suy theo {q}.. Diéu
nay la mot trong nhing tu tudng co ban cta phuong phdp. Ma thyc chit 1a ta phai
bdo dam cdc gid tri cia da thuc x&p xi (hay cd cdc dao ham cda nd) tai cdc diém
nuit thudc phan ti phai dong nhit bang cdc bac tu do cua phan tu.

Tuc la: Phai bdo dam:
u (tai nuit 1)

u (tai nuit 2) (i
=1qre

+lu (tai mitr) ‘
Dbigdu nay d& thyc hién duge, bing cdch, thay toa do cdc nut vao cdc da thuc
x&p xi, roi ‘thyc hién ddng nhat(4.32). Cu thé:

u (tai ndt 1) u (x1, Y1, 21) [P (x1, y1, z1]

tai nut 2 u (X2, y2, 22) [P(xg, y2, 22)]
u(tainut2) | _ | = {a} = [A] {q} = {q}e (4.33)
u (taindtr) u (Xps ¥rs Zr) [P (%, Yr Zr)]

Trong d6: [A] 12 ma tranvudng (n. x ne) va chi chua toa do cac di€m mit phan
tu.
T d6 suy ra:
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{a} = (AT {q}e , (4.34)
Thay {a} tif (4.34)vao(4.32)ta co: ' :

' {uix,y,2) } = [Px,y,2)] {a} = {P(x,y,2) ] [A]_l{q}e
Hay:  {u(xy2le = NI {gke (4.35)

Trong dé: [N] = [P(x,y,2)] [A]"} | | (4.36)
va duge goi 1a ma trdn cdc ham ndi suy, hay ma trin cdc ham dang.
Con qua(4.35),ta néi ring ta dd biéu dién (hay ndi suy) da thic x&p xi theo
" vectd cdc bac tu do cda phan ti (hay theo vecto chuyén vi nidt phan t&) {q}e

Trong bai todn cd vat rédn hay trong cd két cdu cé thé dé thdy ring cdc ham
thanh phan trong ma tran cdc ham dang [N] phan &4nh dang ph&n b3 cda chuyén
vi trong phin td ung véi cdc chuyén vi nit bang don vi.

Vi du 1: Tim ma trdn ham dang
cua phan tu thanh lang tru chiu kéo
- nén doc truc. (Hinh4.22).

Day la bai todn 1-D. Moi diém chi
ton tai chuyén vi vd bign dang doc
truc; cu thé 1a u(x) va &. Chd y ring

trong phiém ham thé nang J] sé chua
dao ham bac nhédt cia chuyén vi vi

2
U=1|Ngk-1 f EJ
2% EJ 27
Nén da thuc xd4p xi u(x) chi doi hoi ton tai dao ham bac nhét, hay c6 thé ldy
u(x) la ham xdp xi tuyén tinh:
u(x) = a + agx O0=x=<L)

- 2 Hinhd.22 Phan ti? thanh chiu
— | d bién dang doc truc
dx

aj
=[1 x] = [P(x)] {a}.
ag

" Do {a} chi c¢6 2 tham s§ nén vectd chuyén vi nut {q}e cla phin t{ cting chi
6 2 bac tu do: d6 1a 2 chuyén vi doc truc x cia 2 diém nut dau va cu6i cda phan
t¢. Hay; Vectd chuyén vi ndt phan t¢ 1a nhu sau: ’

{ahe = {1, Gge = {ug, ugle
Didu nay cing phu hgp vdi yéu cu bao dam tuong thich vé bién dang cua bai
todn k&t cdu dang xét.

Thyec hién dong nhat(4.33):

u(taimitl) | ju@x=0)|
u(tainit?) | |jux=L)|

a _roe] A q1
a] + agl 1L as | |qo
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Vay: [A] = (P(x1] _ro
' [P(xp)] 1L

B R

D& thay: [AT = | 1 1
| L1

Va theo(4.36),ta ¢6 ma tran cdc ham dang

1 0
N = P A =11 x] | 1 1= “l —i}
(1x2) (1x2) (2x2) | L L
= [Ni(x) NZ(X)] (4.37) .
Cudi cung da co the bleu dién da thitc x4p xi chuyén vi doc truc theo cdc chuyén
vi nit phan tu:

S ux) = [N] {q}e = [(1 —3) 51' "
L LJ d2.
. e
, 2 ‘
Hay U(X):ENi_(X)QiZ(1__)Q1+“QZ
i=1 L L

po
z
Bidu do N, , N, Biéu db cia u(x).
Céc ham Nj(x) trong(4.37)con c6 tén la cdc ham noi suy Lagrange bac 1 c¢6 do
thi nhu ‘trén. ‘ - S v §=19, b= 4y
Vi du 2: Chon da thic x8p xi v ma trén ham - )
R S .o P . » 3 _ - »=
dang phan ’tu dam 2 Shem nut c}f;u uén. (Hinh 4.23) b9, 1= {3 "
B6 qua bién dang doc truc, dé thdy rang khi phan jL——*

-, -, - s > - o vy 9 / 2
tt dam chiu u6n, trang thai chuyén vi cua diém bat : L@ff
ky c6 toa d9 x dugc dic trung bdi chuyén vi v(x) theo ’& ' ‘
phuong vudng géc truc dam. 7&‘_ 4)9,
S 2
P& bao dam sy tuong thich vé bién dang gida phan F :
t& dang xét va cdc phan ti k& bén, r6 rang tai bién

Hinh4.23 Phan tiz dam
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phan t¥ (tai 2 ndt) can bdo dam sy lién tuc véi cdc phan ti ké bén vé chgyén vi
o dv '
v va goc xoay 6 = —
dx _ \
Vay 3 béc ty do cGa phan tu la b6n. P6 1a céc chuyén vi va géc xoay tai 2 niit

{q}e = {v1,01, v ,92}3

T
E{ql y 42,43, Q4}e 7 (a)
D& nbdi suy ham x&p xi v(x), vecto tham s (vecto cdc toa do téng quat) {q}e
ciing phdi ¢6 4 tham s6. Do dé v(x) phai la mot da thuc béc %)a, va ¢6 dang:
_ ay

: 2
v(x) =a1+azx+a3‘x2+a4x3.= [1 x x2 xs] 3
\ : a3

a
| 4
Va do vay, géc xoay f(x) cia mit mat cit ngang bit ky la:

v ay
ag

9&)=§X=az+233x+3a4£:rk lZXx3]
dx ' ag

a4

Thuc hién dong nhét (a):

qi=Evi =V =a
' x=0
d
g =0y = = ag
dx x:O
_ x 2 3
Q3 EVg =V —-a1+azL+a3L +a4L
x=1L :
_ dv L 2
q4=92=—— —az+2a3L+3a4L
dx x=L
o dang ma tfan: )
a1 1 00 0|l
' = 11 ha =[A
4 1 L1218 23 y  {q}. = [A] {a}
u| o1 oL 312 | |ay
Je o /

Vi
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[A]l =

S dung(4.36),ta ¢6 ma tran ham dang

[N] = [PG0] [A]7

100 0] 1 o 0 o |
o100 o 1 0 o

L2 ] nghich dao [A} = =] . 2 o, 372 -1L
01 2L 312 L2/1,3 112 _on8 1/L2‘~

Chuong 4. Co sé phuong phap phan ti hitu han

1 o 0 o |
[ 9 3] 0 1 0 0 . :
= 1 i =

X X X —3/L2 —Z/L 3/1“2 —1/L [Nl N2 N3 N4] |

o1 1% _g1l 112
L

2 3
trong d6: Ny =1-3% + 2%
R
‘ -X2 X3
Np=x-2%+2 (4.38)
L L
X2 X3
Ng=3%X -2%
L2 ‘ L3"
X2 X3
L LY
Va nhu vy ham chuyén vi v(x) cia phan ti& dam chiu uén la
4 .
vx) = [N {q}e = ZNjq; . (4.39)

2 r
a v

Hinh 4.24 Db thi céc ham dang va xap xi cia d vong
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Db thj biéu dién cdc ham Nl(x) va v(x) nhu t6 hop tuyén tinh cta cdc ham N;

¢ hinh 4.24. :
Céc ham Nj trong(4.38)con cd tén la cdc ham ndi suy Hecmit béc o

-4.7. Cac phuong trinh co ban.

" 'Bai nay nhim cy thé hon vao bai todn co vat rdn, bai todn k&t cdu duge gidi
theo PPPTHH vdi md hinh tuong thich.
1- Chuyén vi, bién dang va @ng sudt trong phan tit- Ma tran do cing phan tu
va vecto tai phan ti
Khi giai bai todn theo mé hinh tuong thich (cdn goi 1a phuong phép chuyén vi)
dai lugng cd ban can tim trude tién 1a chuyén vi. Chuyén vi dugc x4p xi hda va néi
suy theo vecto chuyén vi mit phan tt {q},. Sau khi tim dugc ma tran cic ham dang,
ching ta bi€u dién dugc truong chuyén vi theo cdc chuyén vi nit phan td {q}e.
{u}e = [NNa}, | - (4.40)

Ta dé, theo cdc phtio’ng trinh. hen hé giga chuyen vi va bién dang (cac phuong
trinh Cauchy), bién dang cua mot diém trong phan ti sé la:

{e}e = [ai{u}, = [0] N] {q} = [Bl{q} : (4.41)
Trong d6 [B] = [4] [N] (4.42)
va [B] dugc goi la: Ma tran tinh bién dang
U’ng sudt tai mot diém thudc phan td, trong trudng hop vat liéu tuén theo
dinh luat Hooke sé la: »
{o}e = D] ({e}e — {e"}e) + {0"}e - | (4.43)
trong dd {e’}e va {0}, lan lugt la bién dang va ung sudt ban diu cda phan ti.
S dyng (4.41); ta c6: » -
{0}, = [D1[BI] {q}, - [D] {e"}, + {o"},
Hay  {ole = [T] {qhe - [D] {£°}e + {o°}e | (4.44)
trong dé [T] = [D] [B] goi 12 ma tran tinh dng sudt phin tu. (4.45)
(4.40), (4.41) v (4.44) cho ta biéu dién chuyén vi, bién dang va ung sudt trong
phén td theo vecto chuyén vi nit phan ti {q}.
Thé nang toan phin cia phan tu:

I tuty) = f (e}l {o), dvV - f {g} {u} dv - f {p} M), dS
A

Diny(4.40), (4.41)va (4.44):

e C

H dqte) -f-{q} (B] (D] [B]{q}, dV -
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f@}h%dV+f@}h%dS+f—k}emHde flw}ewwvyme

Hy [l dgle) = g{q};P [Kl{gke - {alz (P}, | (4.46)
Trong dé: [K], = f [B%]T .[D] [B] &V Ma trin cing ph?m ttZ (4.47)
v,

<€

(P}, = me%W+memw+memmuw f%mwnw

e

{P}e du’dc g01 13 vecto tdi phén i, . | l (4.48)

Dé thdy ring vi [D] l& ma tran doi xung nén tich [B] [D] [B] cung doi xing
va do d6 [K} la ma tran d6i xuing.

2- Ghép nbi cic phén tif - ma tran citng va vecto tai tdng thé.

. Gi st vit thé (mién V) duge chia thanh NE phan ti (mién con V, ) b6i R
difm nut. Néu mbi nit ¢ s bac ty do thi s6 béc ty do cda ca hé la n = Rxs
Goi {q} 1a vecto chuyén vi nit téng thé (hay vecto chuyén vi nit két cfu)

N6 sé 1a tap hop cia tdt cd céc bac ty do cia tit ca cde nit cla hé va gom n
thanh phan. o o
 Gia st mbi phan t& ¢6 r nut, thi s6 bac ty do cia mdi phan t 14 Ng = T X 8.
Va vects chuyén vi mit phin tu {q}e g0m tdt cd cdc bac tu do cua r nut cla phan
td, tiie 1 gom n, thanh phan. '

R6 rang, theo mé hinh tuong thlch cac thanh phan nay cua {q}, la niim, trong
s6 cdc thanh phan cia {q} Va do d6 sy lien hé gita 2 vecto nay c6 thé du’o‘c biéu

dién nhu sau: . \
e = L {g . (4.49)

(mex1) ~ (n, xnm) (nxl)
Trong do [L]e l1a ma trdn dinh vi cua phan td, cé kich thude (ne X n).

Ma. trin ndy cho théy “hinh 4&nh sap xep cdc thanh phin cia vecto
{q}e trong {q}

Vi du: Dam vdi-bén diém nit nhu
hink4.25¢6 vecto chuyén vi nut t6ng thé
{q} la: . L (iql, fi%
| RO

"{a}é{ql, 92, 93, 94, - qs}T
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[ r ."(‘

1] : 1000000 0] {91

(@ qg Gy (01000000 o
T g [T = 00100000 ]
q4J. _00010000_ qu

43 (00100000]|n

(@) qy LG (00010000 o]
V2 e [ T T 001000 ]
% 00000100 %

[ 1 g, ]

45 00001000] |91

96 . 00000100/ |q

= r =[L = .
taks a7 [Lls {q} 00000010

0. bai (4.35)ta da c6 cong thuc xdc dinh thé nang toan phan I, cia mbt phan
td. Vay thé ning toan phan cta toan hé 1a, st dung (2.15) va (2.18) .-

NE NE ‘
n=yn =3 [ é{q}T [LI? (K, [LL{q} — (P}T [L]e{q}}
* e=] e=1 *

Biéu thic nay biéu dién thé nang toan phan M cua h¢ theo vecto chuyén vi
nit téng thé {q}. Ap dung nguyén ly the néng toan phan ding (nguyén lj Lagrange)
ta sé cd diu kién cin bing cia toan hé tai cic diém niit. :

Cu thé: r
o _ o
9qy
L
o ) : a Tl
0ll = 0 <= {dqg hay & dang ma tran: — = {0}
: S ' d{q}
on _
[ 9Qn
| NE _ NE '
Va ta c6: Lo | Dl L L | (@ - 3wy, - (o)
6{q} e=1 e=]
Hay, ta nhén duge hé phuong trinh: .
[KHq} -~ {P} = {0} -(4.50)
NE | .
Trong d6: [K] = ¥ [LL [Kk [LL l& ma trén cing téng the (két cbu) (4.51)
e=1
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NE .
(P} = 3 [LIT{P}, la vecto tdi tong thé (két cdu) (4.52)
e=1

Chu y:.
1. V& mat co hoc, hé¢ phuong trinh.
[Kl{q} - {P} = {0}
biéu difn didu kién can bing cia vat thé tai cdc diém ndt. Phan tu Kij cta ma tran
‘cing téng thé [K] biéu thi lyc sinh ra ¢ nit i do chuyén dich don vi ¢ wit j khi
tdt cd cdc mit bi gin cung. '
Con cdc thanh phan Pj cia vecto tai tong thé {P} la ngoai lyc tdc dong lén cac

phtan tu (tinh dén cd bién dang va ung suit ban dau) duge quy doi vé tuong ung
vdi bac ty do thd i. '

Trudng hgp hé thanh, con phai ké thém vio {P} cac ngoai lyc tdp trung tac
dong lén cdc mit theo cdc bac ty do tuong ung ma tap hop cdc thanh phin nay la
‘vecto tai trong nut {P}n

2. Khi thiét lap phuong trinh trén ta chua dua vao cdc diéu kién bién dong hoc

vat thé xem nhu ty do, ma tran [K] 1a suy bién (khong ton tai nghich dao K]~
Do vay ta phai dua vao cdc diéu kién bién dong hoe dé, nhu cdch néi trong co ket
cdu, h} 1a bat bién hlnh Sau khi ap dat dieu kién bién dong hoc, phuong trinh
(4.50) trdé thanh: : ‘ ,
K1{q'} = (P} (4.53)
3. Viéc st dung ma tran dinh vi phan tu [L] trong (2.20) va (2.21) @ tinh ma
tran cing k&t cau [K] va vectd tai k&t cdu (P} thuc chat 1a sip x&€p céc phan tu
cla ma tran cing phan tu [Kle va cua vecto tai phan tu {P}e vao vi tri cua no trong
ma tran cing tdng thé [K] va vects tai tdng thé {P}. Tuy nhién trong thuc hanh
ngu’dl ta sd dung ma tran lién hé Booolean (hay ma tran chi s6) tién hon nhiéu
trong qud trinh ghép néi cdc phan tu dé cé duge [K] vA, (P}

4. + Do [K], d6i xing nén ma tran cung tong thé K] cing 12 ma tran doi xding.
+ Ngoai ra [K] ¢6 dang bing. '

“+ Be rong bang tuy thude cach ddnh s nut
(hay cdch ddnh s8 bac ty do)

Vi du: Xét mot khung phéng nha 20 tang, 3 BE rong bang B
nhip (h.vé). Néu khong ké tdi 4 nit d4 ngam cuing :
& dudi thi he gom 80 nit, mdi nit ¢6 3 chuyén vi ’ 0

(bac ty do) chua bist - sb An cua he 1a: 80 x 3
— 940, ma tran [K'] gom 240° = 57.600 thanh phan.

Tuy nhién, theo y nghia cd hoc cia
Kj;, 10 rangKU # 0 chi nfu i va j la cdc bac tu do

thuoc cung 1 nit hodc 2 nit ke sdt nhau. Con lai
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R (1,2,3) (456)  (789)  (on /z) (r 2,3)
i nt 72 73 74 n21 n¥1 n61
05 n6 n# n8 n2 722 nf2

(13,14,15)  [(16,17,18) |(15,20,21) ((22,23,24)

N

20 tong

9 nto| a1l n 23l 3

= L - . L L1 1
S R N S
Y A N0 X7 /7.6(/)7L 080
mr 77 i
(a) Cach dénh so niit theo chiéu ngdn: B = 15 (b) Pénh sb nit theo chiéu dai: B = 63
la bang 0. ‘ ' '
Vi du: Kl 15=0 nhu‘ngﬁl 7= Kl 16 =0

L
T

Tu d6é c¢6 thé tinh chigu rong bang B (thuc ra phai goi l1a nda chleu rong bang)
B=D+1) xs ~ '(4.54)
Trong d6: D la sy sai khac l6n nhét cia ma 0.2 mit keé sit nhau
s: s0 bac tu do cua mdt nit.

V6i cdch danh s6 nut theo chiéu ngin (hmh () B=4 + 1) x 3 =15

Véi cach ddnh s6 nut theo chiéu dai (hinh (b)): B = (20 + 1) x 3 = 60

Vay trong thi du nay, cdch ddnh s6 theo chiéu ngin sé cho bé rong bang B nhé
nhat. Va diéu nay cé lgi cho viée luu trd ma trin hé s6 va viéc glal he phuong
trinh dal s0. ‘ :

3- Phep chuyén truc toa do.

'Nhu & cdc phin trén ta thdy ring cdc dai lugng chuyén vi, bién dang, va ung
sudt va ca ma tran ham dang [N] ma tran cung 'ph‘ﬁn td [Kl., vecto tai phan ti
{P}e la dugc xay dung trong hé toa d6 thich hgp cta mbi ph‘én td. He nay thLIo'ng

“chon sao cho viéc thist lap cdc cong thic can cé la don gidn va hé toa dé nay duge
goi la hé toa do dia phuong (local coordinate system) Khi mot hé toa do- dia phuong
duge su dung thi phu’dng cda céc bac ty do cua phan tu' cing phai duge 14y theo
hé toa dé nay.

Tuy nhién, trong thuc 8, thudng gip cdc k&t cdu ma cdc phan t& khic nhau
thi cd cdc hé toa do dia phuong khdc nhau va do d6 cdc bac ty do cda phan t cing
khdc nhau vé phuong.

Do vay can thist cé hé toa dp chung cho toan hé va goi 1a hé toa dé tong thé
(hay hé toa do chung hay hé tea dp két cdu - global coordinate system). Viéc chon
hé toa d6 nay la tuy y tuy nhién trong thLIc te thuong 14y né nhu hé truc dé vé
va biéu dién hé. -
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Né&u goi hé toa d9 dia phuong 14 xyz va hé toa do chung téng thé 1a x’y’z’

Goi {q}e, {P}e va[K], Bin lugt 1a vects chuyén vi nit phan td, vects tai va ma
tran cing phan tu trong hé toa d9 dia phuong xyz
~ Con {q’}e, {P’}e va[K’L la vecto chuyén vi mit, vecto tai va ma trdn cung phan
td trong he toa d6 téng thé x’y’z’
Ta cé thé thigt 14p mbi quan hé bidu difn {q}e va {P}. theo {q’}e va {P’}.
{q}e [Tliq’}e (4.55)
{P}, = ['I‘]e{P'}e (4.56)
vdi [TL goi 1a ma tran bién d6i (transformation matrix) cdc thanh phan chuyén
vi nit ti he toa do téng thé x’y’z’ v& hé toa d6 dia phuong xyz.
- Khi d6, thé nang toan phin I, cia phan t¥ dang la:

m, = %{q}? [KlL{q} ~ {P}z {a},
sé trd thanh, dung (2.24)

m, = 1{q’};” [Tl [Kle [Tl{q’Ye - {PY [Thelq'le

Hay = —{q e [K’L {q te — {P’}e {q’te
Trong dé: [K’]e = [TI [K [Tl | ' (4.57)
{P"}, = [TIL{P), | (4.58)

Nhén xét: Bing cdch so sdnh (4.56) va (4.58) d& dang thdy ring
ITWITL =] (1] 12 ma tran don vi).

Va khi [T], la ma trén vudng thi tur day suy ra:
[T = [T]; ! hay [T}, 12 ma tran tryc giao

Sau khi xoay truc, bifu thic thé nang toan ph&n cla toan hé sé duge bidu dién
theo vecto chuyén vi mit tdng thé {q’} chia tit ca céc bac tu do (cdc chuyén vi thanh
phin) cia tdt cd cdc nit thudc hé trong hé toa d6 téng quat x’y’z’. (N6i cdch khdc
viéc ghép ndi cdc phan tit hoan toan thyc hién duge tuong ty nhu da néi trén). Réi 4p
dung nguyén ly thé ning toan phan ding cho toan hé, ta thiét lap duge phuong trinh
cho toan hé: ' N

KNq} = {P’} |  (4.59)
NE ..
Trong dé: [K'] =2, [K’], : Ma tran cing tdng thé trong hé toa do tdng thé x’y'z’
e=1
NE

P} =2 {P'}, + {‘i’—’}n: vectd tai tong thé trong hé toa do téng thé x’y’z’
{q'}: vecto chuyén vi mit téng thé trong hé toa do téng thé.
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50

o) day s6 hang thu hai {i"’}n trong biéu thuc xdc dinh {P’} 1a vecto tai trong
tap trung dat tai cdc nidt tdc dung theo cdc phuong tudng ung cua cdc thanh phén
trong vecto chuyén vi nit két cdu {q} va thudng duge g01 1a vecto tai trong nut
(nodal load vector)

4 - Ghép noi phan ti hay sit dung ma tran chi s6 dé xay dung ma tran cing
va vectd tai tong thé.

Trong PPPTHH ngudi ta s dung 2 hé thﬁng chi s6 dé ddnh s8 cho cdc bac ty
do cua cdc mit. D¢ la.

1. Hé théng chi sé tong thé: Cé duge bing cach ddnh s8 cdc bic ty do cda toan
k&t cdu. Hg théng chi s& téng thé dé chi thu ty cdc bac ty do trong tap hop tat
ca cdc bac tu do cla todn hé, tdc thud ty cia bac ty do dang xét trong {q} (hofc
{q} Hé théng nay duge danh thu ty tr 1, 2, 3. n = R x s.

2. Hé théng chi s6 phén tir: dé chi thi ty cde béc .tu’_do trong phan tu hay thut
ty cla cdc bac ty do trong {q}. ( hodc {q'}e: Pugc dénh s6 tit 1, 2, 3, =7
x s (Trong d6 R: s6 nut cua cd hé; r s§ nut cia phan tu’ si 8§ bac ty do cua 1

nit.)

Vi du: :

Dé xdc dinh sy tuong ung cia mbi phén tu thuoc {q}e trong{q} hodc {q’}e)
trong{q 3 ngu'dl ta lap ma tran chi s6 [b] (con goi 12 ma tran lién hé¢ Boolean) ma
gid tri cua modi thanh phan by chinh 1a chi 55 t6r‘1g° thé tuong ung bac tu do thy j
cua phan tu th i. L |

Ma tran chi s6 [b] c6 s6 hang bang so phan tu’ cua he s0 cot bang s6 bac tu
do cia mdt phan tu.

Vi du: O vi du tren thi [b] o6 kich thude (3 x 4). va bgs=5,bgp=6

Y 9% - S - s
<- e g ® 0 | ' | ( OR f J
97_ . 94" ‘ ¢ : ; . ‘ . QZ qf
He thong Chl so téng the: 1, 2, 3 ..,8 ' He Ré’ng chz s6 phdn tu: 1,2, 3 4

Khi su’ dung ma trarl ch1 s6 [b] dé xay dUng ma trén cUng tong the [K} va vecto’

186 cuc bo| Niti Nt j T =
Phan tit 1121314 , 1 2.3 4
— — b )
(1) 1] 2] 3] 4 hay [b] 3 4 5 6
(3x4)
(2) 31 4|5 |6 5 6 7 8
(3) 5 | 6 | 7| 8]




Chuong 4. Co sé phuong phap phan ti hitu han
téng thé {P} (hoic [K’] va {i’?}}ta chi cin nhd ring moéi thanh phan Kjj cia ma
trén cung phan tu [K] sé phdi "gop thém" vao phan t¥ Ky, cia ma trdn cung téng
thé [K] véi m = be; van = bej (nhe 14 bei, bej 12 cdc gid trj cia phan tit hang i va
cot cﬁa‘ma tran [b]). Tuong ty, mbi phan t& P{ cia vectd {P}, sé dugc "gop thém"
vio phan td Py, cda {P} vdim = b
| 2 gphem = =
KS.,?K => K(b21,b23) K3 5

3
K, = Ko,y = = Kg g
Dé c6 thé thdy ro hon vide s dung ma tran chi s6 [b] (con goi la ma trén lién

~ hé Boolean) dé x8y dyng ma trdn cung tong thé (K] (hoac K’ 1) va vectd tdi toéng
thé {P} (hodc {P’}) tu cdc ma tran cing phan t& [Kl, (hodc[K’']) va vecto tai phan

td {P}e (hoic {P’},) ta c6 thé minh hoa trén vi duy vita xét nhu sau:

Vi du:

{q} 1 vectd chuyén vi mit téng thé gom t&t ca cdc bac ty do cda tdt cd cdc
nit va dugc ddnh s6 tu 1, 2 3,..,8. Ma trén [K] la vubng c6 kich thude (8 x 8)

{q}e 12 vecto chuyén vi mit phan t& gom cdc bac ty do cda phén td va duge
ddnh s6 thua tu tu 1, 2, 3, 4. Ma tran [K], 1a vubng (4 X 4).

Tu (4.47) va (4.48) ta c6 [K], va {P}e eda mbi phan t&. Cy thé:

1 2 3 4 3 4 5 6 5 6 1 8
kK, K, k, |1 | DT A I S [ A C AR Ry -
B= e e B oo ke BT g k]
dx K, ki, |3 dx Ky k5| 5 dx B, 1B, 7
K, | 4 i kis | 6 L K| 8

(Chu y: Cdc chi s6 téng thé tuong ung duge vist ¢ trén va bén canh cdc ma
tran  [Kle).

N&u thay th& chi s6 dia phuong (s6 nhd) bing chi s6 tdng thé tuong ung ldy
ti ma tran chi s8 [b], thi c6 thé thdy dugc vi tri can "gép vao" cua méi phan tu
K‘fj trongﬁ_{] téng thé (hinh vé). Clng tuong ty vay vdi (P}

Pl 1 P2 | 3 P3| 5
Pi| 2 P3| 4 . P3| 6
{P}l= Pé 37 {P}2= P% 5 3 {P}3= Pg ( 7
Pi| 4 PZ| 6 P | 8

(Chu y: Cédc chi s8 tong thé tuong Ung duge vist bén canh cdc vecto {P},).
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12 3 4 5 6 7 8
] 1
Fk}l ki ki3 Kiq 0 0 0 0 1 P1 1
e K ke 0 0 0 o |2 P2 |2
Katkh Kk, Ky K, 0 0 |3 pi+pi| 3
7 ekl K K, 0 0 |4 _  Iptep|,
) » {pt = »
Ktk Kokl Ky kK, | B 1p3+p| 5
Ktk kst K, | 6 p2+ps | 6
»kga k§4 -7 pg i 7
] K, |8 ps | 8
Vi dy: Lap ma tran chi s§ t4m phing cha nhat sau,
%6 19
+_. Dr
0y &
99‘ ) @ 7’5 ' / 98 ?‘ _
] 2 i
& Y 9
B 8 ! k
i @ 7, p, 0,
— 9’ q,_; F- ,01 - 73
. Z i J
Két cGu va hé théng chi s6 tong thé. ' Phan t méu va hé théng chi sO phan .
D& thay:
- - w7
Chi s6 phan tit|.  Nuti Nt j - Nufk Nt ] Kgﬁ‘:’KQ;IO
Phan t& 1 |2 | 3 | 4 5 16 17 18 | K=Ky,
80 1 2 7 8 9 | 10 | 3 4 0 %
: i Ki's =K
@ 3 4 9 | 10 | 11 | 12| 5 6 8.7 19,9
3) 7|8 | 18| 14|15 |16 9 | 10| KP=Kgy,
4) 9 | 10 | 15 | 16 | 17| 18 | 11 | 12
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Chuong 4. Co sé phuong phap phan ti hitu han
Cing cé thé thdy ring:

= 1 3

Ky = K5} + Ki)

= 2 4

Kyy12= K& + Kib

= 1 2 3 4

Ko .10 = K6} + K% + K% + K1)

Koo = Ki} + Ki + Ki} + K{)

5- Ap dat didu kién bién.
‘He phuong trinh tdng thé [K] {q} = {P} c¢ thé viét lai & dang kh6i nhu sau.
Kl (Kl CISH I
— — - =41 _ (4.60)
Kl (Klz|  {a}3| (P}
Trong d6 {E}B vects chia tit ca cdc bac ty do (chuyén vi mit) da biét
{a}'l vectd chifa cdc bac tu do chua bist (con 1ai trong {a} )
thi {P}} 1a vecto tii gom cdc phan ti da biét.
va {_15}2 13 vecto tai gom cdc phan td con lai cua {P} va la chua biét.
Va phu’cmﬁ trinh dang khdéi (4.60) cé thé phan thanh 2 hé nhu sau.
Kl g} + (Kl {q}z = (P}
[Klgy {qh + Kl {q}3 = {P}s
Tu phuong trinh dau, vi {E}B da biét, nén ta cé phuong trinh xdc dinh {a}l la
(g = P - K@) | (4.61)
Hay:  {ah = it (P} - IKiafa))
" Va tir d6 xde dinh duge {P}o thi phuong trinh con lai:
{P)y = (K1 ah + Klpz (03 (4.62)

Trudng hop thudng gip 1a khi tdt cd cdc bac ty do (chuy8n vi mit) cho trude
1a bing 0, thi phuong trinh tim {q}; chi con

[y dah = B
Phuong trinh nay suy ra duge mot cdch don gidn tu phudng trinh tdng thé
[K]{q} = {P} bing cdch xéa cdc hang va cit tuong ung vdi cdc bc tu do tuong ung

trong {q}l va c6 gia tri bing khong.
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