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Trong chöông naøy khaûo saùt hai daïng vaät theå coù chieàu daøy raát nhoû. Voû moûng 
troøn xoay laø vaät theå ñöôïc giôùi haïn giöõa hai maët troøn xoay taïo bôûi hai ñöôøng 
sinh song song cuøng xoay quanh moät truïc, khoaûng caùch giöõa hai maët raát nhoû 
so vôùi caùc kích thöôùc vaø caùc baùn kính cong cuûa chuùng. Taám moûng laø loaïi vaät 
theå ñöôïc giôùi haïn giöõa hai maët phaúng song song vôùi nhau, khoaûng caùch giöõa 
hai maët phaúng raát nhoû so vôùi caùc kích thöôùc khaùc cuûa taám. Khoaûng caùch giöõa 
hai maët troøn xoay hoaëc giöõa hai maët phaúng noùi treân ñöôïc goïi laø chieàu daøy cuûa 
vaät. 

Ñoái vôùi voû moûng ta chæ nghieân cöùu taùc duïng cuûa caùc löïc beà maët coù tính ñoái 
xöùng truïc. Tröôøng hôïp taám moûng seõ ñaëc bieät quan taâm caùc tröôøng hôïp taám 
troøn chæ chòu taùc duïng cuûa caùc löïc beà maët ñoái xöùng truïc. 

2.1. Voû moûng troøn xoay khoâng chòu uoán. 

Maët troøn xoay chia ñoâi beà daøy cuûa voû ñöôïc goïi laø maët trung gian cuûa voû. Ñaây 
laø maët danh nghóa ñeå moâ taû vaø tính toaùn voû. 

 
Maët trung gian cuûa voû ñöôïc hình thaønh bôûi moät ñöôøng cong phaúng khi noù quay 
quanh moät truïc naèm trong maët phaúng cuûa noù. Moãi vò trí cuûa ñöôøng cong ñoù 
treân maët trung gian ñöôïc goïi laø kinh tuyeán (meridian), maët phaëng töông öùng 
ñöôïc goïi laø maët phaúng kinh tuyeán. Giao cuûa caùc maët phaúng kinh tuyeán laø truïc 
ñoái xöùng cuûa maët trung gian. 

Khaûo saùt moät maët noùn coù ñænh treân truïc ñoái xöùng cuûa maët trung gian vaø moãi 
ñöôøng sinh cuûa noù vuoâng goùc vôùi moät kinh tuyeán. Giao tuyeán cuûa maët trung 
gian vôùi moãi maët noùn nhö theá ñöôïc goïi laø moät vó tuyeán (latitude). 

Hình 3.1 bieåu dieãn moät phaân toá dieän tích maët trung gian ñöôïc giôùi haïn bôûi hai 
kinh tuyeán vaø hai vó tuyeán laân caän nhau. Vò trí kinh tuyeán ñöôïc xaùc ñònh bôûi 
goùc θ tính töø moät maët phaúng kinh tuyeán naøo ñoù; vò trí cuûa vó tuyeán ñöôïc xaùc 

O

θ 

dθ
r

ϕ

dϕ 
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ñònh bôûi goùc ϕ laø goùc ôû ñænh cuûa moät maët noùn ñaõ noùi ôû treân. Taïi ñieåm baát kyø 
cuûa maët trung gian, maët phaúng kinh tuyeán vaø maët phaúng vuoâng goùc vôùi kinh 
tuyeán laø caùc maët phaúng ñoä cong chính, caùc baùn kính cong chính töông öùng laø 
ρ1 vaø ρ2. Baùn kính cuûa vó tuyeán kyù hieäu laø r. Vaäy chieàu daøi caùc caïnh cuûa phaân 
toá dieän tích treân hình 3.1: ρ1dϕ vaø rdθ = ρ2sinϕdθ. Dieän tích cuûa phaân toá: 
ρ1ρ2sinϕdϕdθ. 

Trong nhieàu baøi toaùn thöïc teá veà voû moûng coù theå boû qua caùc öùng suaát uoán, chæ 
caàn quan taâm ñeán caùc öùng suaát töông öùng vôùi caùc bieán daïng trong maët phaúng 
trung gian cuûa voû. Nhö vaäy coù theå giaû thieát raèng caùc öùng suaát phaân boá ñeàu 
theo chieàu daøy cuûa voû, töùc laø xem voû khoâng chòu uoán. Lyù thuyeát tính öùng suaát 
trong voû moûng döïc treân giaû thieát voû khoâng chòu uoán goïi laø lyù thuyeát khoâng 
moment, baøi toaùn tính caùc öùng suaát trong voû moûng theo lyù thuyeát naøy khaù ñôn 
giaûn. 

Vì voû moûng troøn xoay chæ chòu taùc duïng cuûa caùc taûi beà maët ñoái xöùng truïc neân 
bieán daïng cuûa voû cuõng coù tính ñoái xöùng truïc. Doïc theo bieân cuûa phaân toá khoâng 
coù caùc öùng suaát tieáp, caùc öùng suaát phaùp thì khoâng phuï thuoäc vaøo toïa ñoä θ. 

Caùc thaønh phaàn öùng saáut phaùp kyù hieäu laø σϕ vaø σθ, caùc thaønh phaàn noäi löïc 
töông öùng tính treân moät ñôn vò chieàu daøi bieân cuûa phaân toá kyù hieäu laø Nϕ vaø 
Nθ. Theo ñònh nghóa, ta coù: 

Nϕ = 1hσϕ ;  Nθ = 1hσθ               (3.1) 

trong ñoù h laø chieàu daøy cuûa voû. 

Cöôøng ñoä löïc beà maët taùc ñoäng trong maët phaúng kinh tuyeán ñöôïc phaân tích 
thaønh hai thaønh phaàn Y vaø Z song song vôùi caùc truïc toïa ñoä Oy vaø Oz. 

Phaân toá voû moûng töông öùng vôùi phaân toá dieän tích treân hình 3.1 chòu taùc duïng 
cuûa caùc löïc sau: 

ϕ
θ ϕ ϕ ϕ

ρ ρ ϕ ϕ θ = ρ ϕ θ ρ ρ ϕ ϕ θ = ρ ϕ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ ϕ ρ ϕ θ = θ + ϕ + ϕ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 1 1 2 1

1 2

Y sin d d Y rd d ; Z sin d d Z rd d ;
dN drN d ; N sin d N rd ; N d r d d
d d

 

Chieáu leân phöông tieáp tuyeán cuûa kinh tuyeán taïi O (truïc Oy) taát caû caùc löïc treân: 

( )

θ θ

ϕ
ϕ ϕ

θ⎛ ⎞− ϕ ϕ = − ρ ϕ ϕ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ θ + ϕ θ = ϕ θ
ϕ ϕ ϕ

1
d2N d sin cos N cos d d
2
dNdr dN d d rd d rN d d

d d d
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Phöông trình caân baèng cuûa phaân toá theo phöông tieáp tuyeán vôùi kinh tuyeán coù 
daïng: 

( )ϕ θ− ρ ϕ + ρ =
ϕ 1 1
d rN N cos Y r 0
d

             (3.2) 

Chieáu taát caû caùc löïc leân phöông phaùp tuyeán cuûa maët trung gian taïi ñieåm giöõa 
cuûa phaân toá dieän tích ta thu ñöôïc ñoái vôùi hôïp löïc cuûa caùc löïc ôû bieân treân vaø 
bieân döôùi cuûa phaân toá: 

ϕ ϕ
ϕ⎛ ⎞θ ≈ ϕ θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
d2N rd sin N rd d
2

 

ñoái vôùi caùc löïc ôû hai bieân beân traùi vaø beân phaûi cuûa phaân toá: 

θ θ
θ⎛ ⎞ρ ϕ ϕ ≈ ρ ϕ ϕ θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 1

d2N d sin sin N sin d d
2

 

Phöông trình caân baèng cuûa phaân toá theo phöông phaùp tuyeán noùi treân coù daïng: 

ϕ θ+ ρ ϕ + ρ =1 1N r N sin Z r 0  hay 

ϕ θ+ = −
ρ ρ1 2

N N Z                 (3.3) 

Neáu xeùt caân baèng cuûa moät phaàn voû (hình 3.2), phaàn naèm treân vó tuyeán xaùc 
ñònh bôûi goùc ϕ, ta ñöôïc: 

2πNϕsinϕ + R = 0                 (3.4) 

vôùi R laø hôïp löïc cuûa löïc beà maët toaøn phaàn taùc duïng treân phaàn voû noùi treân. 

 
Coù theå duøng phöông trình caân baèng (3.4) thay cho phöông trình caân baèng 
(3.2). Neáu xaùc ñònh ñöôïc Nϕ thì töø (3.3) ta seõ xaùc ñònh ñöôïc Nθ. 

Nhö vaäy, trong töøng tröôøng hôïp cuï theå, baøi toaùn xaùc ñònh öùng suaát trong voû 
moûng khoâng chòu  uoán seõ giaûi ñöôïc moät caùch deã daøng. 

 

R

ϕϕϕ
Nϕ Nϕ

r

Hình 3.2
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2.2. Vaøi tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa voû moûng troøn xoay. 

2.2.1. Voû hình noùn. 

Xeùt tröôøng hôïp voû hình noùn chòu löïc taäp trung P taùc duïng theo truïc hình noùn 
(hình 3.3), töø (3.4) ta ñöôïc: 

ϕ = −
π α

PN
2 r cos

 

Vì ρ1 = ∞ vaø Z = 0 neân töø (3.3) ta coù: Nθ = 0. 

                  
Xeùt tröôøng hôïp voû hình noùn chöùa ñaày chaát loûng coù troïng löôïng rieâng γ. AÙp 
suaát ôû möùc vó tuyeán mn (hình 3.4) ñöôïc bieåu dieãn nhö sau: 

p = -Z = γ(d - y) 

Ngoaøi ra, ta coù ρ1 = ∞, ρ2 = r/sinϕ =(ytgα)/cosα. Töø (3.3) ta thu ñöôïc : 

( )θ
α

= γ −
α

ytgN d y
cos

 

Löïc Nθ ñaït cöïc ñaïi taïi y = d/2: 

θ
γ α

=
α

2

max
d tgN

4 cos
 

Xeùt rieâng phaàn voû Smn ta tính ñöôïc: 

⎛ ⎞= −πγ − + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2yR y d y tg
3

 

Trò soá treân ñuùng baèng troïng löôïng khoái chaát loûng trong phaàn voû noùn Smn 
coäng vôùi troïng löôïng khoái chaát loûng trong phaàn hình truï mnst. Töø (3.4), ta tìm 
ñöôïc: 

P α 

r ϕ 
Nϕ 

Nϕ

Hình 3.3 

S

α
y 

Nϕ
Nϕ

α 
ϕ n m d 

r
s t

Hình 3.4 

ρ2 
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ϕ

⎛ ⎞γ − α⎜ ⎟
⎝ ⎠=

α

2y d y tg
3N

2 cos
 

Löïc naøy ñaït giaù trò cöïc ñaïi taïi y = 3d/4: 

ϕ
γ α

=
α

2

max
3 d tgN

16 cos
 

Neáu caùc phaûn löïc töïa höôùng theo ñöôøng sinh cuûa voû thí caùc bieåu thöùc Nθ vaø Nϕ 
tìm ñöôïc ôû treân bieåu dieãn söï phaân boá öùng suaát trong voû khaù chính xaùc. 

2.2.2. Voû hình xuyeán. 

Giaû söû voû hình xuyeán ñöôïc hình thaønh bôûi ñöôøng troøn baùn kính a quay quanh 
truïc thaúng ñöùng (hình 3.5). 

 
Khaûo saùt söï caân baèng cuûa phaàn voû daïng vaønh ñöôïc bieåu dieãn treân hình 3.5 bôûi 
cung AB. Caùc löïc Nϕ taïi vó tuyeán BB coù phöông ngang neân khoâng xuaát hieän 
trong phöông trình caân baèng theo phöông ñöùng, ta chæ caàn quan taâm ñeán caùc 
löïc Nϕ taïi vó tuyeán AA. 

Xeùt tröôøng hôïp voû chòu taùc duïng cuûa aùp löïc ñeàu beân trong p. Phöông trình caân 
baèng theo phöông ñöùng daïng (3.4): 

2πNϕsinϕ = π(r2 − b2)p 

Do ñoù: 

( ) ( )
ϕ

− +
= =

ϕ

2 2p r b pa r b
N

2r sin 2r
 

Thay keát quaû treân vaøo (3.3) ta seõ coù: 

r b

A A
B B 

ρ2 
aNϕ Nϕ 

Nϕ Nϕ 

ϕ

Hình 3.5
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( )
θ

−
= =

ϕ
p r b paN
2sin 2

 

2.3. Chuyeån vò trong voû moûng troøn xoay chòu taûi ñoái xöùng truïc. 

Bieán daïng cuûa voû moûng trong tröôøng hôïp naøy taát nhieân seõ coù tính ñoái xöùng 
truïc. Ta coù theå phaân tích chuyeån vò cuûa moät ñieåm baát kyø ra laøm hai thaønh 
phaàn: thaønh phaàn v theo phöông tieáp tuyeán vôùi kinh tuyeán vaø thaønh phaàn w 
theo phöông phaùp tuyeán vôùi maët trung gian. 

 
Xeùt phaân toá chieàu daøi AB cuûa kinh tuyeán (hình 3.6). Ta nhaän thaáy raèng caû hai 
thaønh phaàn chuyeån vò ñeàu aûnh höôûng ñeán ñoä taêng chieàu daøi cuûa phaân toá. Do 
caùc chuyeån vò v vaø v + (dv/dϕ)dϕ cuûa hai ñaàu A vaø B, ñoä taêng chieàu daøi phaân toá 
baèng (dv/dϕ)dϕ. Caùc chuyeån vò w cuûa hai ñaàu A vaø B tuy coù khaùc nhau nhöng 
löôïng khaùc nhau ñoù laø voâ cuøng beù baäc cao, neân ta xem caùc chuyeån vò w cuûa hai 
ñaàu A vaø B laø nhö nhau. Caùc chuyeån vò naøy laøm chieàu daøi cuûa phaân toá co laïi, 
ñoä co baèng w dϕ. Löôïng thay ñoåi chieàu daøi toång coäng cuûa phaân toá AB: 

ϕ − ϕ
ϕ

dv d w d
d

 

Bieán daïng daøi theo phöông kinh tuyeán: 

ϕε = −
ρ ϕ ρ1 1

1 dv w
d

           (a) 

Neáu xeùt bieán daïng daøi theo phöông vó tuyeán thì ta nhaän thaáy baùn kính r cuûa 
ñöôøng troøn vó tuyeán taêng moät löôïng Δr = vcosϕ − wsinϕ. Chieàu daøi cuûa ñöôøng 
vó tuyeán taêng moät löôïng 2πΔr, do ñoù bieán daïng daøi theo phöông vó tuyeán: 

( )θε = ϕ − ϕ
1 vcos wsin
r

 

r

w

v

A

B 

A’

B’

ρ1

ρ1
ϕ

dϕ

v+(dv/dϕ)dϕw+(dw/dϕ)dϕ

Hình 3.6
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Thay r = ρ2sinϕ, ta ñöôïc: 

θε = ϕ −
ρ ρ2 2

v wcot g            (b) 

Khöû ñi chuyeån vò w töø hai heä thöùc (a) vaø (b), ta seõ thu ñöôïc phöông trình vi 
phaân ñeå xaùc ñònh thaønh phaàn chuyeån vò v: 

ϕ θ− ϕ = ρ ε − ρ ε
ϕ 1 2

dv vcot g
d

          (c) 

Aùp duïng ñònh luaät Hooke ta coù theå bieåu dieãn caùc thaønh phaàn bieán daïng εϕ vaø 
εθ theo caùc löïc Nϕ vaø Nθ: 

( )

( )

ϕ ϕ θ

θ θ ϕ

ε = − ν

ε = − ν

1 N N ;
Eh
1 N N

Eh

          (d) 

Ñem thay (d) vaøo (c) ta ñöôïc: 

( ) ( )ϕ θ⎡ ⎤− ϕ = ρ + νρ − ρ + νρ⎣ ⎦ϕ 1 2 2 1
dv 1vcot g N N
d Eh

           (3.5) 

Trong töøng tröôøng hôïp rieâng coù theå tìm ñöôïc caùc löïc Nϕ vaø Nθ töø ñieàu kieän 
chòu taûi cuûa voû. 

2.4. Phöông trình vi phaân cuûa taám moûng chòu uoán. 

2.4.1. Khaùi nieäm vaø giaû thieát. 

2.4.1.1. Khaùi nieäm. 

Taám laø vaät theå hình daïng phaúng coù beà daøy h nhoû hôn nhieàu so vôùi kích thöôùc 
theo hai phöông coøn laïi. Khi tæ leä h/l ≤ 1/5, vôùi l laø caïnh ngaén, thì taám seõ ñöôïc 
xem laø moûng. Haàu heát caùc baøi toaùn taám trong kyõ thuaät ñeàu thuoäc loaïi taám 
moûng. Neáu taám coù chieàu daøy lôùn hôn thì trôû thaønh baøi toaùn taám daøy hay ñaøn 
hoài khoâng gian. 

Maët trung gian (maët giöõa, maët trung hoøa) laø maët phaúng chia ñoâi beà daøy taám. 
Vôùi khaùi nieäm maët trung gian, vaät theå taám ba chieàu ñöôïc moâ taû thaønh baøi 
toaùn hai chieàu. 

2.4.1.2. Giaû thieát. 

Khi taám chòu uoán, chuyeån vò theo phöông truïc toïa ñoä z cuûa ñieåm baát kyø thuoäc 
maët phaúng trung gian goïi laø ñoä voõng cuûa taám. Vò trí môùi cuûa maët phaúng trung 
gian goïi laø maët trung gian khi uoán. Neáu ñoä voõng cuûa taám coù trò soá nhoû hôn 
nhieáu so vôùi chieàu daøy cuûa noù thì ta thöøa nhaän caùc giaû thieát sau ñaây: 
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1. Phaùp tuyeán vôùi maët phaúng trung gian luoân vuoâng goùc vôùi maët trung gian 
trong suoát quaù trình bieán daïng. Ñieàu naøy coù nghóa laø boû qua bieán daïng daøi 
theo phöông phaùp tuyeán: εz = 0. Giaû thieát naøy do Kirchoff ñeà xuaát. 

2. Thaønh phaàn öùng suaát phaùp σz coù trò soá beù hôn nhieàu so vôùi caùc thaønh phaàn 
öùng suaát khaùc vaø coù theå boû qua. Trong thöïc teá, öùng suaát phaùp σz lôùn nhaát 
trong taám baèng vôùi taûi troïng phaân boá taùc duïng leân beà maët taám. Trò soá naøy 
thöôøng raát beù so vôùi caùc thaønh phaàn öùng suaát trong maët phaúng taám. 

3. Maët trung gian khoâng bò co giaõn khi taám chòu uoán. 

4. Bieán daïng vaø ñoä voõng cuûa taám beù. Giaû thieát naøy cho pheùp khaûo saùt söï caân 
baèng cuûa taám theo hình daïng hình hoïc ban ñaàu vaø ñôn giaûn hoùa caùc 
phöông trình toaùn hoïc baèng caùch boû qua caùc löôïng voâ cuøng beù baäc cao. 

2.4.2. Phöông trình vi phaân cuûa taám moûng chòu uoán. 

2.4.2.1. Phöông trình hình hoïc. 

Kyù hieäu caùc thaønh phaàn chuyeån vò cuûa ñieåm treân maët trung hoøa laø u, v, w (w 
ñöôïc goïi laø ñoä voõng cuûa taám). Goùc nghieâng cuûa phaùp tuyeán vôùi maët trung gian 
trong caùc maët phaúng song song vôùi caùc maët phaúng toïa ñoä xz vaø yz laø α vaø β 
(hình 3.7). 

 
Ta seõ khaûo saùt caùc maët caét cuûa taám song song vôùi caùc maët phaúng toïa ñoä xz vaø 
yz nhö bieåu dieãn treân hình 3.7. Xeùt phaùp tuyeán AB vôùi maët phaúng trung gian. 
Khi chòu uoán, AB seõ coù vò trí A’B’ vaø A’B’ vaãn vuoâng goùc vôùi maët cong trung 
gian. Theo giaû thieát thöù nhaát, caùc thaønh phaàn chuyeån vò cuûa ñieåm B: 

u ≈ −ztgα;  v = −ztgβ 

Vì ñoä voõng w << 1 neân: 

B 

A 
z 

x, u

z, w 

u 

w

B’ 

A’ 

α 

α

B 

A 
z

y, v

z, w

v 

w

B’ 

A’ 

β

β

Hình 3.7
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∂ ∂
α = β =

∂ ∂
w wtg ; tg
x y

 

Do ñoù: 
∂ ∂

= − = −
∂ ∂
w wu z ; v z
x y

               (3.6) 

AÙp duïng coâng thöùc Cauchy (1.22) vaøo caùc heä thöùc (3.6) ta nhaän ñöôïc: 

∂ ∂ ∂
ε = − ε = − γ = −

∂ ∂∂ ∂

2 2 2

x y xy2 2
w w wz ; z ; 2z

x yx y
            (3.7) 

2.4.2.2. Phöông trình vaät lieäu. 

 
 

 
 

Döïa vaøo giaû thieát thöù hai, ta thöøa nhaän σz = 0. Theo ñònh luaät Hooke vaø (3.7) 
ta ñöôïc: 

Qx 

Qy

Mx 

Mxy 

dx

dy 

MyMyx

p
x

z
y

Qy+(∂Qy/∂y)dy

Qx+(∂Qx/∂x)dx

Mx+(∂Mx/∂x)dx 

Mxy+(∂Mxy/∂x)dx 

Myx+(∂Myx/∂y)dyMy+(∂My/∂y)dy 

Hình 3.9 

My 

σy 
τyz 

Qy

τyx

Myx

τxy
Mxy

τxz

Qx

σx

Mx

y 

x

z 

Hình 3.8
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⎛ ⎞∂ ∂
σ = − + ν⎜ ⎟− ν ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
σ = − + ν⎜ ⎟− ν ∂ ∂⎝ ⎠

∂
τ = −

+ ν ∂ ∂

2 2

x 2 2 2

2 2

x 2 2 2

2

xy

Ez w w ;
1 x y

Ez w w ;
1 y x

Ez w
1 x y

               (3.8) 

Ñoái vôùi taám, caùc thaønh phaàn noäi löïc phaân boá treân ñôn vò chieàu daøi ñöôïc ñònh 
nghóa nhö sau: 

 Moment uoán Mx laø moment do thaønh phaàn öùng suaát σx taùc ñoäng treân maët 
caét vuoâng goùc vôùi truïc x taïo thaønh, laøm maët caét naøy bò uoán quanh truïc toïa 
ñoä y. 

− −

⎛ ⎞∂ ∂
= σ = − + ν⎜ ⎟− ν ∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫

h 2 h 2 2 2

x x 2 2 2
h 2 h 2

Ez w wM zdz zdz
1 x y

 

Vì w laø ñoä voõng cuûa maët trung gian neân w = w(x,y), do ñoù: 

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + ν = − + ν⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ν ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
h 22 2 2 2

x 2 2 2 2 2
h 2

Ez w w w wM zdz D
1 x y x y

       (3.9a) 

vôùi ñoä cöùng uoán truï cuûa taám: 

( )
= −

− ν

3

2

EhD
12 1

              (3.9b) 

 Moment uoán My laø moment do thaønh phaàn öùng suaát σy taùc ñoäng treân maët 
caét vuoâng goùc vôùi truïc y taïo thaønh, laøm maët caét naøy bò uoán quanh truïc toïa 
ñoä x. 

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= σ = − + ν = − + ν⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ν ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

h 2 h 2 2 2 2 2

y y 2 2 2 2 2
h 2 h 2

Ez w w w wM zdz zdz D
1 y x y x

   (3.10) 

 Moment xoaén Mxy, Myx laø moment do thaønh phaàn öùng suaát τxy, τyx taùc ñoäng 
treân maët caét vuoâng goùc vôùi truïc x, truïc y moät caùch töông öùng taïo thaønh, 
laøm caùc maët caét naøy bò xoaén quanh truïc toïa ñoä x, y. 

( )
− −

∂ ∂
= = − τ = = − ν

+ ν ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫
h 2 h 2 2 2

xy yx xy
h 2 h 2

Ez w wM M zdz zdz D 1
1 x y x y

      (3.11) 

 Löïc caét Qx, Qy laø löïc do thaønh phaàn öùng suaát τxz, τyz taùc ñoäng treân maët caét 
vuoâng goùc vôùi truïc x, truïc y moät caùch töông öùng taïo thaønh taïo thaønh. 
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− −

= τ = τ∫ ∫
h 2 h 2

x xz y yz
h 2 h 2

Q dz; Q dz            (3.12) 

Söï phaân boá cuûa caùc thaønh phaàn öùng suaát treân caét taám, söï hình thaønh caùc 
thaønh phaàn noäi löïc töø caùc thaønh phaàn öùng suaát vaø qui öôùc chieàu döông cuûa caùc 
thaønh phaàn noäi löïc treân caùc maët caét ñöôïc minh hoïa treân hình 3.8 vaø 3.9. 

2.4.2.3. Phöông trình caân baèng. 

Xeùt phaân toá voâ cuøng beù nhö hình 3.9, neáu khoâng xeùt ñeán löïc theå tích vaø boû 
qua caùc voâ cuøng beù baäc ba, ta chæ coù ba ñieàu kieän caân baèng cuûa phaân toá: 

 
∂∂

= + + =
∂ ∂

∂∂
⇒ + + =

∂ ∂

∑ yx
z

yx

QQF dxdy dxdy pdxdy 0
x y

QQ p 0
x y

          (3.13) 

 
∂ ∂

= − + =
∂ ∂

∂ ∂
⇒ − + =

∂ ∂

∑ xy y
x y

xy y
y

M M
M dxdy dxdy Q dxdy 0

x y
M M

Q 0
x y

         (3.14) 

 
∂ ∂

= − + − =
∂ ∂

∂ ∂
⇒ − + =

∂ ∂

∑ yx x
y x

yx x
x

M MM dxdy dxdy Q dxdy 0
y x

M M Q 0
y x

         (3.15) 

Töø (3.14), (3.15) vaø söû duïng (3.9), (3.10), (3.11) ta thu ñöôïc: 

( )yxx
x

MM w w wQ D D
x y x y x yx y

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − + ν − − ν⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2 2

2 2 1  

( )y xy
y

M M w w wQ D D
y x y x x yy x

⎡ ⎤∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − + ν − − ν⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2 2

2 2 1  

Tröôøng hôïp taám coù chieàu daøy khoâng ñoåi (h = const) thì D = const, ta coù: 

x y
w w w wQ D ; Q D

x yx y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 2

2 2 2 2
        (3.16) 

Thay caùc heä thöùc trong (3.16) vaøo (3.13) ta naähn ñöôïc phöông trình vi phaân 
caáp boán ñoái vôùi ñoä voõng w: 
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w w w p
Dx x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

4 4 4

4 2 2 42  

hay: 

pw w
D

∇ = ∇ ∇ =4 2 2               (3.17) 

vôùi kyù hieäu: 

x y
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

2 2
2

2 2
 

Phöông trình chuû ñaïo (3.17) thoûa maõn caùc phöông trình hình hoïc, phöông 
trình vaät lieäu vaø phöông trình caân baèng. Nhö vaäy baøi toaùn uoán taám moûng ñöôïc 
quy veà tích phaân phöông trình vi phaân (3.17) vaø caùc haèng soá tích phaân seõ ñöôïc 
xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân cuûa baøi toaùn taám. 

Ñoái vôùi baøi toaùn taám treân neàn ñaøn hoài Winkler, veá phaûi cuûa phöông trình 
(3.17) trôû thaønh (p − kw)/D, trong ñoù k laø heä soá neàn. Phöông trình chuû ñaïo cuûa 
baøi toaùn taám treân neàn ñaøn hoài coù daïng: 

4 2 2 −
∇ = ∇ ∇ =

p kww w
D

             (3.18) 

2.5. Phöông trình uoán taám moûng trong heä toïa ñoä truï. 

 

 
Nhö ñaõ thieát laäp ôû muïc 4.1 cuûa chöông 4 trong taøi lieäu Lyù thuyeát ñaøn hoài, ñoái 
vôùi baøi toaùn trong heä toïa ñoä cöïc (baøi toaùn hai chieàu trong maët phaúng vuoâng 
goùc vôùi truïc z cuûa heä toïa ñoä truï), toaùn töû Laplace coù daïng: 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + = + +

∂∂ ∂ ∂ ∂θ

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
1 1
r rx y r r  

Mθr Mθ

Mr

Mrθ

θ

r 

Hình 3.10
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Do ñoù, phöông trình chuû ñaïo cuûa baøi toaùn uoán taám moûng seõ coù daïng: 
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 pw w
r r r r Dr r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ∇ = + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂∂ ∂θ ∂ ∂θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
       (3.19) 

Taïi caùc maët caét vôùi caùc phaùp tuyeán r vaø θ ta kyù hieäu caùc moment uoán töông 
öùng laø Mr, Mθ vaø moment xoaén laø Mrθ. Giaû söû raèng truïc Ox truøng vôùi phaùp 
tuyeán r, luùc ñoù caùc moment Mr, Mθ vaø Mrθ coù nhöõng coâng thöùc xaùc ñònh töông 
töï nhö caùc moment Mx, My vaø Mxy (hình 3.10). 

Söû duïng caùc coâng thöùc bieán ñoåi heä truïc toïa ñoä (d), (e), (f) ôû muïc 4.1 cuûa chöông 
4 trong taøi lieäu Lyù thuyeát ñaøn hoài vaø cho θ = 0, ta nhaän ñöôïc: 

( )

2 2

r 2 2 2

2 2

2 2 2

2

r 2

w 1 w 1 wM D ;
r rr r

1 w 1 w wM D ;
r r r r

1 w 1 wM D 1
r r r

θ

θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + ν +⎢ ⎥⎜ ⎟

∂∂ ∂θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= − + + ν⎜ ⎟
∂ ∂θ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= − ν −⎜ ⎟
∂ ∂θ ∂θ⎝ ⎠

           (3.20) 

Baèng caùch töông töï, töø (3.16) ta thu ñöôïc caùc coâng thöùc xaùc ñònh caùc löïc caét: 

( )

( )

2 2
2

r 2 2 2

2 2
2

2 2 2

w 1 w 1 wQ D D w ;
r r r rr r

1 w 1 w 1 w 1Q D D w
r r r rr rθ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + = − ∇⎜ ⎟

∂ ∂ ∂∂ ∂θ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + + = − ∇⎜ ⎟
∂θ ∂ ∂θ∂ ∂θ⎝ ⎠

        (3.21) 

Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình (3.19) nhö sau: 

w = w0 + w1  

trong ñoù w0 laø moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.19), w1 laø nghieäm toång 
quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát: 
2 2

1w 0∇ ∇ =                (3.22) 

Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình (3.22) coù daïng: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2
1 0 n n

n 1 n 1
w R r R r cosn R r sinn

∞ ∞

= =

= + θ + θ∑ ∑          (3.23) 

Nghieäm 
( ) ( )0
0R r  chæ phuï thuoäc baùn kính r, bieåu dieãn uoánñoái xöùng taám troøn. 
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Thay nghieäm (3.23) vaøo phöông trình (3.22) ta ñöôïc phöông trình: 

( )
2 2 2 2

k
n2 2 2 2

d 1 d n d 1 d n R 0
r dr r drdr r dr r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

trong ñoù k = 0, 1, 2. Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình naøy coù daïng: 

 Khi n = 0: 
( ) ( )0 2 2
0 0 0 0 0R r A B r C lnr D r lnr= + + +         (3.24) 

 Khi n = 1: 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

k
k k k k3 1
1 1 1 1

CR r A r B r D r lnr
r

= + + +         (3.25) 

 Khi n ≥ 2: 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

k
k k k kn n 2n
1 n n nn

BR r A r C r D
r

+= + + +         (3.26) 

Caùc haèng soá tích phaân ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
n n n nA ,B ,C vaø D  seõ ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu 

kieän bieân cuûa taám. 

2.6. Ñieàu kieän bieân. 

Phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa taám moûng chòu uoán (3.17) vieát cho ñoä voõng 
w, neân caùc ñieàu kieän bieân ñoäng hoïc cuõng phaûi ñöôïc bieåu dieãn cho w. Cuï theå, ta 
seõ xaùc ñònh ñieàu kieän bieân cho caïnh x = a nhö treân hình 3.11, öùng vôùi 3 
tröôøng hôïp caïnh töïa ñôn (khôùp), ngaøm vaø töï do. 

2.6.1. Caïnh töïa ñôn. 

 

 
Chuyeån vò ñöùng vaø moment uoán doïc theo caïnh taám töïa ñôn baèng khoâng. 

Taïi x = a ta coù: w = 0 vaø 

⎛ ⎞∂ ∂
= − + ν =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2 2

x 2 2
w wM D 0
x y

 

x

h

a 

O 
° 

Hình 3.11
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Vì w = 0 doïc theo caïnh x = a, töùc laø ∂w/∂y = 0 hay ∂2w/∂y2 = 0. Do ñoù, ñieàu 
kieän bieân trôû thaønh: 

w = 0 vaø ∂2w/∂x2 = 0              (3.27) 

2.6.2. Caïnh ngaøm. 

Taïi x = a ta coù: w = 0 vaø ∂w/∂x = 0            (3.28) 

2.6.3. Caïnh töï do. 

Neáu taïi caïnh x = a khoâng coù taûi taäp trung thí taïi ñoù ta seõ coù caùc ñieàu kieän 
bieân tónh hoïc: Mx = 0 (1);  Mxy = 0 (2);  Qx = 0 (3). 

Chæ caàn hai trong ba ñieàu kieän bieân tónh hoïc treân laø ñuû xaùc ñònh ñoä voõng  thoûa 
maõn (3.17). Söï dö ñieàu kieän bieân laø do duøng giaû thieát 1, xem phaùp tuyeán vuoâng 
goùc vôùi maët trung gian trong quaù trình bieán daïng. Thöïc ra, neáu quan taâm ñeán 
bieán daïng tröôït thì phaùp tuyeán seõ khoâng vuoâng goùc vôùi maët trung gian trong 
quaù trình bieán daïng. Luùc naøy phöông trình chuû ñaïo (3.17) seõ coù baäc saùu, coù 
nhieàu haèng soá tích phaân vaø caùc ñieàu kieän bieân tónh hoïc treân trôû neân ñuû. Tuy 
nhieân baøi toaùn seõ phöùc taïp raát nhieàu. Vì vaäy ñeå phuø hôïp vôùi giaû thieát 1, 
Kirchoff ñaõ keát hôïp hai ñieàu kieän bieân (2) vaø (3) thaønh moät ñieàu kieän (2’) vôùi 
laäp luaän ñöôïc trình baøy sau ñaây vaø ñöôïc minh hoïa treân hình 3.12. 

 
Xeùt caïnh x = a cuûa taám. Treân phaân toá chieàu daøi dy coù moment xoaén Mxydy 
ñöôïc thay baèng ngaãu hai löïc ñöùng coù trò soá Mxy vôùi caùnh tay ñoøn cuûa ngaãu laø 
dy. Treân phaân toá chieàu daøi dy tieáp theo coù moment xoaén [Mxy+(∂Mxy/∂y)dy]dy 
cuõng ñöôïc thay baèng ngaãu hai löïc ñöùng coù trò soá [Mxy+(∂Mxy/∂y)dy] vôùi caùnh tay 
ñoøn cuûa ngaãu laø dy. Taïi ñieåm A coù hôïp löïc laø (∂Mxy/∂y)dy coù chieàu höôùng leân 
(daáu aâm). 

Neáu keát hôïp Qx vaø moment xoaén Mxy thaønh moät löïc ñöùng, ta coù ñieàu kieän bieân 
treân caïnh x = a nhö sau: 

R(0,b) 

R(a,0)

O

y 

xa

b 

z

R=2Mxy(a,b)

R(0,0)

dy Mxy
dy

Mxy+(∂Mxy/∂y)dy

A

Hình 3.12
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∂⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

xy
x x

M
V Q 0

y
               (2’) 

Vieát laïi (1) vaø (2’) theo ñoä voõng w, duøng (3.11) vaø (3.16) ta coù: 

x a

w w
x y

=

⎛ ⎞∂ ∂
+ ν =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2 2

2 2 0              (3.29) 

( )
x a

w w
x x y

=

⎡ ⎤∂ ∂
+ − ν =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

3 3

3 22 0             (3.30) 

Neáu taám töïa ñôn treân caùc caïnh thì löïc ñöùng chính laø phaûn löïc taùc duïng leân 
bieân. Taïi goùc taám, löïc taäp trung do moment xoaén treân hai caïnh truyeàn xuoáng 
laø R = 2Mxy. Khi taám bò voõng, goùc taám coù xu höôùng chuyeån vò ñi leân, löïc taäp 
trung naøy coù taùc duïng ñaûm baûo ñieàu kieän chuyeån vò ñöùng baèng khoâng. 

2.7. Taám chöõ nhaät töïa ñôn boán caïnh - nghieäm Navier. 

 
Khaûo saùt taám chöõ nhaät töïa ñôn boán caïnh (hình 3.13), chòu taûi vuoâng goùc vôùi 
maët taám theo moät qui luaät cho tröôùc p = p(x,y). 

Phöông trình vi phaân cuûa maët trung gian bò voõng coù daïng (3.17): 

( )p x,yw w w
Dx x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

4 4 4

4 2 2 42             (3.31) 

vôùi caùc ñieàu kieän bieân: 

w = 0 vaø ∂2w/∂x2 = 0 taïi x = 0 vaø x = a. 

w = 0 vaø ∂2w/∂y2 = 0 taïi y = 0 vaø y = b.            (3.32) 

Haøm ñoä voõng ñöôïc choïn theo chuoãi Fourier thoûa caùc ñieàu kieän bieân nhö sau: 

mn
m n

m x n yw A sin sin
a b

∞ ∞

= =

π π
= ∑∑

1 1

            (3.33) 

O 
a

b 

y 

x

Hình 3.13
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Khai trieån taûi taùc ñoäng p(x,y) theo chuoãi Fourier: 

( ) mn
m n

m x n yp x,y a sin sin
a b

∞ ∞

= =

π π
= ∑∑

1 1

           (3.34) 

Nhaân hai veá vôùi m x n ysin sin
a b
′ ′π π  vaø tích phaân: 

( )
a b

a b

mn
m n

m x n yp x,y sin sin dxdy
a b

m x m x n y n ya sin sin sin sin dxdy
a a b b

∞ ∞

= =

π π
=

′ ′π π π π
=

∫ ∫

∑∑ ∫ ∫

0 0

1 1 0 0

     (*) 

Chuù yù raèng: 

a

b

, m m
m x m xsin sin dx aa a , m m

, n n
n x n xsin sin dy bb b , n n

′≠⎧′π π ⎪= ⎨ ′=⎪⎩
′≠⎧′π π ⎪= ⎨ ′=⎪⎩

∫

∫

0

0

0

2
0

2

 

Do ñoù veá phaûi cuûa bieåu thöùc (*) baèng (ab/4)amn. Töø ñoù suy ra: 

( )
a b

mn
m x n ya p x,y sin sin dxdy

ab a b
π π

= ∫ ∫
0 0

4           (3.35) 

Ñeå xaùc ñònh Amn, ta thay (3.33) vaø (3.34) vaøo (3.31) ta coù: 

mn
mn

m n

am m n nA
a a b b D

m x n ysin sin
a b

∞ ∞

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤π π π π⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
π π

=

∑∑
4 2 2 4

1 1
2

0

 

Vì phöông trình phaûi ñuùng vôùi moïi x, y neân moãi soá haïng cuûa chuoãi phaûi baèng 
khoâng, nghóa laø: 

mn
mn

am nA
Da b

⎛ ⎞
π + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

22 2
4

2 2 0 hay 

mn
mn

aA
D m n

a b

=
π ⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 22 2

2 2

1  
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Thay keát quaû treân vaøo (3.33) ta thu ñöôïc: 

( ) mn

m n

a m x n yw x,y sin sin
a bD m n

a b

∞ ∞

= =

π π
=
π ⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑4 22 21 1

2 2

1          (3.36) 

Tröôøng hôïp ñaëc bieät p(x,y) = const = p, töø (3.35) ta coù: 

mn
pa
mn

=
π2
16  vôùi m, n leû (ñoái xöùng) 

amn = 0  vôùi m, n chaün (phaûn ñoái xöùng) 

Phöông trình maët trung gian khi bò voõng: 

( )
m , , n , ,

p m x n yw x,y sin sin
a bD m nmn

a b

∞ ∞

= =

π π
=
π ⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑6 22 21 3 5 1 3 5

2 2

16 1        (3.37) 

Ñoä voõng cöïc ñaïi taïi giöõa taám: 

( )
m n

max
m , , n , ,

a b pw ,
D m nmn

a b

+
−∞ ∞

= =

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑
1

2

6 22 21 3 5 1 3 5

2 2

116
2 2

         (3.38) 

Chuoãi hoäi tuï raát nhanh neân chæ caàn laáy vaøi soá haïng ñaàu cuûa chuoãi. Vôùi ν = 0,3, 
taám vuoâng a = b, laáy boán soá haïng ñaàu ta coù: 

max
a a aw , , p

Eh
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4

30 0443
2 2

 

Bieåu thöùc cuûa moment uoán: 

x
m , , n , ,

m n
a bp m x n yM sin sin

a bm nmn
a b

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
+ ν⎜ ⎟ π π⎝ ⎠=

π ⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

2 2

2 2

4 22 21 3 5 1 3 5

2 2

16         (3.39) 

y
m , , n , ,

m n
a bp m x n yM sin sin

a bm nmn
a b

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
ν +⎜ ⎟ π π⎝ ⎠=

π ⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

2 2

2 2

4 22 21 3 5 1 3 5

2 2

16         (3.40) 
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Moment uoán lôùn nhaát ôû giöõa taám. Vôùi ν = 0,3, taám vuoâng a = b, laáy naêm soá 
haïng ñaàu ta coù: 

max x y
a b a bM M , M , , pa⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
20 0479

2 2 2 2
 

Caàn nhaéc laïi raèng, noäi löïc trong taám laø noäi löïc phaân boá treân moät ñôn vò chieàu 
daøi. 

 
So vôùi taám vuoâng töïa treân hai caïnh nhö hình 3.14 vaø söû duïng keát quaû cuûa lyù 
thuyeát daàm, ta coù: 

( ) ( )max daàm max taám
qa qa paM , pa , M
a

= = = = =
2 2

20 125 2 61
8 8 8

 

Nhö vaäy noäi löïc trong taám boán caïnh laøm vieäc hai phöông nhoû hôn nhieàu so vôùi 
taám laøm vieäc theo moät phöông, neân coù theå laøm moûng taám hôn so vôùi taám laøm 
vieäc theo moät phöông. 

2.8. Taám chöõ nhaät töïa ñôn boán caïnh - nghieäm Leùvy vaø Naùdai. 

Khaûo saùt laïi taám chöõ nhaät töïa ñôn boán caïnh (hình 3.15), chòu taûi phaân boá ñeàu 
vuoâng goùc vôùi maët taám p. Heä truïc toïa ñoä choïn nhö hình veõ. 

Leùvy choïn nghieäm daïng: 

m
m

m xw Y sin
a

∞

=

π
= ∑

1

              (3.41) 

Ym = Ym(y) laø haøm ñôn bieán y vaø phaûi thoûa maõn ñieàu kieän bieân taïi y = ± b/2 
vaø phöông trình maët ñoä voõng: 

pw w
D

∇ = ∇ ∇ =4 2 2            (a) 

q = pa

qa2/8

a

Hình 3.14



Chöông 3. Voû moûng troøn xoay khoâng chòu uoán. Uoán taám moûng. 

 
21

 
 

 
Naùdai (1915) ñaõ choïn nghieäm hoäi tuï nhanh hôn coù daïng: 

w = w1 + w2  

trong ñoù ( )pw x ax a x
D

= − +4 3 3
1 2

24
 

laø ñoä voõng cuûa daûi song song vôùi truïc Ox, thoûa phöông trình (a) nhö minh hoïa 
treân hình 3.16. w1 laø nghieäm rieâng khoâng thuaàn nhaát cuûa phöông trình (a), w2 
laø nghieäm thuaàn nhaát, töùc laø thoûa maõn phöông trình: 

w w∇ = ∇ ∇ =4 2 2
2 2 0            (b) 

Choïn w2 theo (3.41) vaø thay vaøo (b), ta coù: 

IV II
m m m

m , ,

m m m xY Y Y sin
aa a

∞

=

⎛ ⎞π π π
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

2 2 4 4

2 4
1 3 5

2 0      (c) 

m laáy trò soá leû do tính ñoái xöùng cuûa maët voõng ñoái vôùi truïc x. Vì (c) phaûi thoûa 
maõn vôùi moïi x neân: 

IV II
m m m

m mY Y Y
a a
π π

− + =
2 2 4 4

2 42 0         (d) 

Giaûi phöông trình vi phaân caáp boán (d) ta thu ñöôïc nghieäm: 

O 
a

b/2 

y 

x

Hình 3.15

-b/2 

p

w1

a

Hình 3.16
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m m m

m m

pa m y m y m yY A cosh B sinh
D a a a

m y m y m yC sinh D cosh
a a a

π π π⎛= + +⎜
⎝

π π π ⎞+ + ⎟
⎠

4

         (3.42) 

Vì maët voõng ñoái xöùng truïc x, neân Cm = Dm = 0. Vaäy maët voõng coù phöông trình: 

( )

m m
m

pw x ax a x
D

pa m y m y m y m xA cosh B sinh sin
D a a a a

∞

=

= − + +

π π π π⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

4 3 3

4

1

2
24            (e) 

Caùc haèng soá Am vaø Bm ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän bieân treân caùc caïnh y = ± b/2: 

w= 0 vaø (∂2w/∂y2) = 0           (f) 

Khai trieån w1 theo chuoãi Fourier: 

( )
m

p pa m xw x ax a x sin
D aD m

∞

=

π
= − + =

π ∑
4

4 3 3
1 5 5

1

4 12
24

     (g) 

thay (g) vaøo (f) vaø duøng theâm kyù hieäu αm = mπb/(2a), ta seõ thu ñöôïc heä phöông 
trình: 

( )
m m m m m

m m m m m m

A cosh B sinh
m
A B cosh B sinh

+ α + α α =
π

+ α + α α =

5 5
4 0

2 0

       (h) 

Giaûi heä phöông trình (h) ta xaùc ñònh ñöôïc caùc haèng soá Am vaø Bm: 

( )m m
m m

m m

tanh
A ; B

m cosh m cosh
α α +

= − =
π α π α5 5 5 5

2 2 2        (i) 

Thay (i), (g) vaøo (e) ta coù phöông trình maët voõng: 

m m m

m m

m m

m

tanh ypaw cosh
cosh bD m

yy m xsinh sin
cosh b b a

∞

=

⎛ α α + α
= − +⎜ απ ⎝

⎞α α π
+ ⎟α ⎠

∑
4

5 5
1

2 24 1 1
2

22
2

         (3.43) 

Ñoä voõng giöõa taám (x = a/2, y = 0): 

( )
m

m m

m m

tanhpaw
coshD m

−
∞

=

− ⎛ ⎞α α +
= −⎜ ⎟απ ⎝ ⎠

∑
1

4 2

5 5
1

1 24 1
2

        (j) 
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Chuoãi thöù nhaát trong (j) hoäi tuï ñeán pa
D

45
384

 

( )
m

m m
max

m m

tanhpa paw
D coshD m

−
∞

=

− α α +
= −

απ ∑
1

4 4 2

5 5
1

1 25 4
384 2

        (3.44) 

Chuoãi hoäi tuï raát nhanh, vôùi taám vuoâng a = b ta coù: 

( )max
pa pa paw , , ,
D DD

= − − + =
π

4 4 4

5
5 4 0 68562 0 00025 0 00406

384
L  

(Mx)max = 0,0479pa2, (My)max = 0,0479pa2  

Nhö vaäy nghieäm Naùdai truøng vôùi nghieäm Navier nhöng hoäi tuï nhanh hôn. 

Caùc baøi toaùn taám coù hình daïng, ñieàu kieän bieân vaø taûi troïng khaùc nhau ñöôïc 
giaûi vaø trình baøy döôùi daïng baûng tra trong taøi lieäu Theory of Plates and Shells 
cuûa S. P. Timoshenko raát tieän lôïi trong vieäc thieát keá. 

2.9. Baøi toaùn ñoái xöùng truïc cuûa taám troøn. 

Xeùt taám troøn baùn kính a, lieân keát töïa hoaëc lieân keát ngaøm doïc theo bieân troøn 
chòu uoán bôûi taûi phaân boá ñeàu ñoái xöùng quanh truïc vuoâng goùc taám vôùi cöôøng ñoä 
p. 

Do tính ñoái xöùng truïc, ñoä voõng w = w(r) laø haøm ñôn bieán r vaø khoâng phuï thuoäc 
θ. Phöông trình vi phaân chuû ñaïo döôùi daïng toïa ñoä cöïc (r,θ): 

d d d d pw
r dr r dr Ddr dr

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2 2
1 1             (3.43) 

Nghieäm cuûa baøi toaùn (3.43) seõ tìm döôùi daïng: 

( ) ( ) ( ) ( )w r w r R r= + 0
0 0

           (1) 

Trong ñoù w0 laø nghieäm rieâng cuûa (3.43) vaø coù daïng: 

pw r
D

= 4
0 64

            (2) 

Coøn nghieäm ( ) ( )R r0
0

 coù daïng (3.24), nghóa laø: 

( ) 2 2 4
0 0 0 0

pw r A B r C lnr D r lnr r
64D

= + + + +        (3) 

Thay (3) vaøo (3.20), (3.21) ta chæ coù caùc thaønh phaàn noäi löïc Mr, Mθ, Qr vì caùc 
thaùnh phaàn noäi löïc phaûn ñoái xöùng khaùc baèng khoâng. Caùc thaønh phaàn noäi löïc 
ñöôïc bieåu dieãn theo ñoä voõng: 
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r

r

d w dwM D ;
r drdr

dw d wM D ;
r dr dr

d d dwQ D r
dr r dr dr

θ

⎛ ⎞ν
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − + ν⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2

2

2

2
1

1

             (3.44) 

Döïa vaøo (3.21) taïi maët caét r ta coù: 

r
DpQ D r

D r
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

04
2

           (4) 

 
Töø ñieàu kieän caân baèng cuûa phaàn taám troøn baùn kính r ta coù: 

r
pQ r= −
2

             (5) 

Do ñoù: D0 = 0            (6) 

Taïi taâm taám (r = 0) ñoä voõng phaûi coù giaù trò xaùc ñònh, do ñoù buoäc: 

C0 = 0             (7) 

Nhö vaäy: 

( ) 2 4
0 0

pw r A B r r
64D

= + +              (3.45) 

Hai haèng soá A0 vaø B0 ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân cuï theå cuûa baøi toaùn. 

2.9.1. Bieân baùn kính r = a coù lieân keát khôùp. 

Ñieàu kieän bieân cuûa baøi toaùn: 

Mθ+dMθ

Mr 
r 

Hình 3.17

Qr 

θ 

dr

rdθ 

dθ(r+dr)

Mr+dMr

Qr+dQr

Mθ
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( )

( )

2 2

r 2 2 2r a
r a

2

2
r a

w 1 w 1 ww a 0; M D 0 hay
r rr r

d w dww a 0; 0
r drdr

=
=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = − + ν + =⎢ ⎥⎜ ⎟

∂∂ ∂θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ν
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

      (3.46) 

Hai haèng soá A0 vaø B0 ñöôïc xaùc ñònh töø heä phöông trình sau: 

2 4
0 0

2 2
0 0

pA B a a 0
64D

3p p2B a 2B a 0
16D 16D

+ + =

⎛ ⎞+ + ν + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (8) 

Giaûi heä phöông trình (8) vaø laáy keát quaû A0 vaø B0 thay vaøo (3.45) ta seõ ñöôïc: 

( ) ( )2 2 2 2p 5w r a r a r
64D 1

+ ν⎛ ⎞= − −⎜ ⎟+ ν⎝ ⎠
           (3.47) 

Ñoä voõng cöïc ñaïi taïi taâm taám: 

( )
4

max
5 paw w 0
1 64D
+ ν

= =
+ ν              (3.48) 

Thay keát quaû (3.47) vaøo coâng thöùc ñaàu cuûa (3.8) ta tìm ñöôïc thaønh phaàn öùng 
suaát σr: 

( ) ( )2 2
r 3

3 3 pz a r
32 h
+ ν

σ = −              (3.49) 

Taïi taâm taám, thaønh phaàn öùng suaát σr: 

( ) 2

r 3r 0

3 3 pa z
32 h=

+ ν
σ =               (3.50) 

Lôøi giaûi chính xaùc cuûa thaønh phaàn öùng suaát σr taïi taâm taám: 

( ) 2 3

r 3 3r 0

3 3 pa z 2 z 3 zp
32 8 5 hh h=

+ ν ⎛ ⎞+ ν
σ = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
          (3.51) 

So aùnh hai keát quaû treân ta nhaän thaáy soá haïng boå sung trong lôøi giaûi chính xaùc 
laø beù so vôùi soá haïng cô baûn. Thí duï vôùi ν = 0,25; taïi z = h; chieàu daøy cuûa taám 
beù hôn nhieàu so vôùi baùn kính: 2h/a = 1/20, 1/10, 1/5  thi soá haïng boå sung töông 
öùng baèng: 0,94%, 3,8%, 15% soá haïng cô baûn. 

Caùc bieåu thöùc moment noäi löïc: 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2
r

2 2

pM 3 a r
16
pM 3 a 1 3 r
16θ

= + ν −

⎡ ⎤= + ν − + ν⎣ ⎦
            (3.52) 

Moment cöïc ñaïi taïi taâm taám r = 0: 

2
rmax r maxr 0 r 0

3M M M M pa
16θ θ= =

+ ν
= = = =           (3.53) 

Caùc bieåu ñoà moment Mr vaø Mθ ñöôïc bieåu dieãn treân hình 3.18. 

 
2.9.2. Bieân baùn kính r = a coù lieân keát ngaøm. 

Ñieàu kieän bieân cuûa baøi toaùn trong tröôøng hôïp lieân keát ngaøm doïc theo bieân 
troøn baùn kính a cuûa taám: 

w(a) = 0; (dw/dr)r=a= 0             (3.54) 

Thay (3.45) vaøo (3.54) ta thu ñöôïc heä hai phöông trình xaùc ñònh hai haèng soá A0 
vaø B0: 

2 4
0 0

3
0

pA B a a 0
64D

p2B a a 0
16D

+ + =

+ =
               (9) 

Giaûi heä phöông trình (9) vaø laáy keát quaû A0 vaø B0 thay vaøo (3.45) ta seõ ñöôïc: 

( ) ( )22 2pw r a r
64D

= −               (3.55) 

Ñoä voõng cöïc ñaïi taïi taâm taám: 

p

2a

Hình 3.18

Mθ Mr 
Mr=Mθ=(pa2(3+ν)/16)

Mθ=(pa2(1-ν)/8) 



Chöông 3. Voû moûng troøn xoay khoâng chòu uoán. Uoán taám moûng. 
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max r 0
paw
64D=

=                (3.56) 

Neáu ν = 0,3, ta thaáy ñoä voõng cöïc ñaïi taïi taâm taám coù lieân keát goái ôû bieân lôùn 
hôn 4,077 laàn so vôùi tröôøng hôïp lieân keát ngaøm ôû bieân. 

Caùc bieåu thöùc moment noäi löïc: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
r

2 2

pM 1 a 3 r
16
pM 1 a 1 3 r
16θ

⎡ ⎤= + ν − + ν⎣ ⎦

⎡ ⎤= + ν − + ν⎣ ⎦
            (3.57) 

Caùc bieåu ñoà moment Mr vaø Mθ ñöôïc bieåu dieãn treân hình 3.19. 

 
 

p

2a

Hình 3.19

Mθ Mr 

Mr=Mθ=(pa2(1+ν)/16)

Mθ=νpa2/8

Mr=pa2/8 


