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Ñoái töôïng khaûo saùt trong chöông naøy laø caùc vaät theå troøn xoay bò bieán daïng 
döôùi taùc duïng cuûa caùc löïc beà maët ñoái xöùng vôùi truïc troøn xoay cuûa vaät, coøn caùc 
löïc khoái baèng khoâng. Caû tröôøng öùng suaát vaø tröôøng bieán daïng cuûa baøi toaùn 
loaïi naøy ñeàu coù tính ñoái xöùng truïc. Ñeå thuaän lôïi veà toaùn hoïc, ta söû duïng heä toïa 
ñoä truï r, θ, z. Caùc thaønh phaàn chuyeån vò töông öùng vôùi caùc toïa ñoä truï laø u, v, 
w; caùc thaønh phaàn bieán daïng laø εr, εθ, εz, γrθ, γrz, γzθ vaø caùc thaønh phaàn öùng suaát 
laø σr, σθ, σz, τrθ, τrz, τzθ. 

2.1. Caùc phöông trình toång quaùt. 

Caùc phöông trình caân baèng cuûa phaân toá theå tích trong heä toïa ñoä truï ñöôïc thieát 
laäp töông töï nhö phaàn 4.1 cuûa giaùo trình Lyù thuyeát ñaøn hoài nhöng coù boå sung 
theâm hai thaønh phaàn öùng suaát tieáp τzr vaø τzθ treân maët vuoâng goùc vôùi truïc toïa 
ñoä z. Khi khoâng coù löïc khoái, ba phöông trình vi phaân caân baèng coù daïng: 

σ σσ

σ

σ

θ θ

θ θ θ θ

θ

∂τ −∂ ∂τ
+ + + =

∂ ∂θ ∂
∂τ ∂ ∂τ τ

+ + + =
∂ ∂θ ∂

∂τ∂τ ∂ τ
+ + + =

∂ ∂θ ∂

r rr zr

r z r

zrz z rz

1 0
r r z r

21 0
r r z r

1 0
r r z r

                                 (2.1) 

Trong maët phaúng toïa ñoä (r, θ) caùc thaønh phaàn bieán daïng vaø caùc thaønh phaàn 
chuyeån vò lieân heä vôùi nhau theo caùc heä thöùc (1.13), (1.14), (1.15) cuûa giaùo trình 
Lyù thuyeát ñaøn hoài; ba thaønh phaàn bieán daïng coøn laïi εz, γrz, γzθ ta coù caùc heä thöùc 
töông töï (1.22). Caùc coâng thöùc Cauchy veà bieán daïng trong heä toïa ñoä truï: 

∂ε =
∂r
u
r

; 
θ

∂
ε = +

∂θ
u 1 v
r r

; ∂ε =
∂z
w
z

 

θ

∂ ∂
γ = + −

∂θ ∂r
1 u v v
r r r

;                      (2.2) 

∂ ∂
γ = +

∂ ∂rz
u w
z r

; 
θ

∂ ∂
γ = +

∂ ∂θz
v 1 w
z r

 

Ñònh luaät Hooke trong heä toïa ñoä truï: 
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( )

( )

( )

θ

θ θ

θ

θ θ
θ θ

⎡ ⎤ε = σ − ν σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − ν σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − ν σ + σ⎣ ⎦

τ τ τ
γ = γ = γ =

r r z

z r

z z r

r z zr
r z zr

1 ;
E
1 ;
E
1 ;
E

; ;
G G G

                           (2.3) 

Hoaëc trong moái quan heä ngöôïc laïi cuûa ñònh luaät Hooke vaãn theo daïng (1.112) 
vôùi chuù yù caùc chæ soá i, j, k laàn löôït laø r, θ, z, coøn ñaïi löôïng Θ tính theo coâng 
thöùc sau ñaây: 

( )θ
∂ ∂ ∂

Θ = ε = ε + ε + ε = + +
∂ ∂ ∂ii r z

1 1 v wru
r r r r z

                         (2.4) 

Trong heä toïa ñoä truï caùc phöông trình töông thích seõ coù daïng: 

( )

( ) ( )

θθ

θ θ

θθ

∂ γ∂ε∂ ε ∂ε∂ ⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠
∂ ε ∂ ε ∂ γ

+ − =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ε ∂γ∂ ε ∂ε ∂ ⎛ ⎞+ + − + γ =⎜ ⎟∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠

∂ γ∂ γ⎛ ⎞∂ ε γ∂ ∂ ⎛ ⎞− + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∂∂

ε −
∂

22
2 rr r

2

2 2 2
r z rz

2 2

2 2
zz z

rz2 2 2

2 22 2
rzr rz

2

r

r1 1 1r 0
r r r r r r r

0
z r r z

1 1 1 0
z r r r r z

rr2 1 1 0
r z z r r r r z r r

r
2r

z
( ) ( ) ( )θ θ θ

θ θ

ε ∂ γ ∂ γ⎛ ⎞ ∂ γ
− + + =⎜ ⎟∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ⎝ ⎠

∂ γ γε ∂ γ∂ ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂θ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 22
z rrz

2

2 22 2
r zz rz
2

r r
0

r r z

12r r 0
r r z z r r z

                (2.5a) 

Keát hôïp vôùi (2.3) vaø (2.1), phöông trình (2.5a) coù daïng: 

( ) θ
θ

∂τ ∂ σ
∇ σ − σ − σ − + =

∂θ + ν ∂

2
2 r

r r2 2 2
2 4 1 0

1r r r
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( )

( )

θ
θ θ

θ θ θ

θ
θ

θ

∂τ ∂ ∂⎛ ⎞∇ σ + σ − σ + + + σ =⎜ ⎟∂θ + ν ∂ ∂θ⎝ ⎠

∂ σ
∇ σ + =

+ ν ∂
∂ ∂σ ∂⎛ ⎞∇ τ + + σ − σ − τ =⎜ ⎟+ ν ∂ ∂θ ∂θ⎝ ⎠

τ∂τ∂ σ
∇ τ + + − =

+ ν ∂θ∂ ∂θ

∂τ τ∂ σ
∇ τ + − − =

+ ν ∂ ∂ ∂θ

2 r
r 2 2

2
2

z 2

2
r r r2 2

2
2 zzr

z 2 2

2
2 z zr

zr 2 2

2 4 1 1 1 0
r 1 r r rr

1 0
1 z

1 1 2 4 0
1 r r r r

1 1 2 0
1 r z r r

1 2 0
1 r z r r

                (2.5b) 

trong ñoù: 

θσ = σ + σ + σr z                     (2.6) 

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂θ ∂⎝ ⎠

2 2
2

2 2 2
1 1r
r r r r z

                          (2.7) 

Töø caùc phöông trình caân baèng (2.1), ñònh luaät Hooke (1.112) vaø caùc heä thöùc 
Cauchy (2.2) ta seõ thu ñöôïc ba phöông trình caân baèng theo caùc thaønh phaàn 
chuyeån vò trong heä toïa ñoä truï: 

( ) ( )

( )

θ
∂ω∂Θ ∂⎛ ⎞λ + μ − μ − ω =⎜ ⎟∂ ∂θ ∂⎝ ⎠
∂ω ∂ω∂Θ ⎛ ⎞λ + μ − μ − =⎜ ⎟∂θ ∂ ∂⎝ ⎠

z

r z

2 r 2 r 0
r z

12 2 0
r z r

                                 (2.8) 

( ) ( )θ
∂ω∂Θ ∂⎛ ⎞λ + μ − μ ω − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠

r2 r 2 r 0
z r

  

trong ñoù caùc kyù hieäu: 

( )

θ

ν
λ = μ = =

+ ν − ν + ν

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω = − ω = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞ω = −⎜ ⎟∂ ∂θ⎝ ⎠

r

z

E E  ;   G ;
(1 )(1 2 ) 2(1 )

1 w v 1 u wr ; ;
2r z 2 z r
1 urv r
2r r

                   (2.9) 

Trong baøi toaùn ñoái xöùng truïc, caùc phöông trình treân seõ ñôn giaûn hôn raát nhieàu 
laø do: 
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( ) ( )= = =u u r,z ; v 0; w w r,z    

Luùc naøy caùc coâng thöùc Cauchy (2.2) veà bieán daïng trong heä toïa ñoä truï seõ coù 
daïng: 

∂ε =
∂r
u
r

;  
θε =

u
r

;  ∂ε =
∂r
w
z

; 

∂ ∂
γ = +

∂ ∂rz
u w
z r

; θ θγ = γ =r z 0                        (2.10a) 

Theo ñònh luaät Hooke, ta suy ñöôïc: 

( )
( ) ( ) ( )

θ θ

θ θ

τ = τ = τ = τ

σ = σ σ = σ σ = σ
r z rz rz

r r z z

0; r, z ;

r, z ; r, z ; r, z
                               (2.10b) 

Heä phöông trình caân baèng (2.1) baây giôø chæ coøn: 

σ σσ

σ

θ−∂ ∂τ
+ + =

∂ ∂
∂τ ∂ τ

+ + =
∂ ∂

rr z r

rz z rz

0
r z r

0
r z r

                                 (2.11) 

Heä phöông trình töông thích (2.5b) coù daïng: 

( )

( )

θ

θ θ

∂ σ
∇ σ + − σ − σ =

+ ν ∂
∂σ

∇ σ + + σ − σ =
+ ν ∂

∂ σ
∇ σ + =

+ ν ∂
τ∂ σ

∇ τ + − =
+ ν ∂ ∂

2
2

r r2 2

2
r2

2
2

z 2

2
2 zr

zr 2

1 2 0
1 r r

1 1 2 0
1 r r r

1 0
1 z

1 0
1 r z r

                         (2.12) 

vôùi toaùn töû: ∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂∂ ∂

2 2
2

2 2
1
r rr z

 

Heä phöông trình caân baèng (2.8) trong baøi toaùn ñoái xöùng truïc: 
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( )

( ) ( )

θ

θ

∂ω∂Θ μ
+ =

∂ λ + μ ∂

∂Θ μ ∂
− ω =

∂ λ + μ ∂

2 0
r 2 z

2 1 r 0
z 2 r r

                         (2.13) 

trong ñoù: ( )∂ ∂
Θ = ε = +

∂ ∂ii
1 wru
r r z

                                (2.14) 

Keát hôïp hai phöông trình (2.13) ta ñöôïc: 

( ) θ
θ

∂ ω∂ ∂⎛ ⎞ω + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

2
1 r 0

r r r z
                  (2.15) 

Giaûi phöông trình vi phaân (2.15) ta tìm ñöôïc nghieäm θω , thay θω  vaøo moät 

trong hai phöông trình (2.13) ta xaùc ñònh ñöôïc Θ . Hai thaønh phaàn chuyeån vò 
u, w ñöôïc xaùc ñònh töø heä hai phöông trình: 

( )

θ
∂ ∂⎛ ⎞− = ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂

+ = Θ
∂ ∂

u w 2
z r

1 wru
r r z

                           (2.16) 

Töø (2.16), ta thu ñöôïc phöông trình vi phaân xaùc ñònh thaønh phaàn chuyeån vò u: 

( ) θ∂ω∂ ∂ ∂ ∂Θ⎛ ⎞ + = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠

2

2
1 uru 2

r r r z rz
                               (2.17) 

Khi ñaõ xaùc ñònh ñöôïc u töø (2.17), ta seõ döïa vaøo moät trong hai phöông trình 
(2.16) ñeå tìm thaønh phaàn chuyeån vò w. 

2.2. Haøm öùng suaát A. E. H. Love. 

Ñoái vôùi baøi toaùn ñoái xöùng truïc, ngöôøi ta ñöa vaøo haøm hai bieán Φ(r,z) sao cho 
caùc thaønh phaàn öùng suaát seõ ñöôïc xaùc ñònh theo haøm Φ nhö sau: 

( ) ( )

θ
⎛ ⎞∂ ∂ Φ ∂ ∂Φ⎛ ⎞σ = ν∇ Φ − σ = ν∇ Φ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ

σ = − ν ∇ Φ − τ = − ν ∇ Φ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2 2

r 2

2 2
2 2

z rz2 2

1; ;
z z r rr

2 ; 1
z rz z

                       (2.18) 

vôùi: ∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂∂ ∂

2 2
2

2 2
1
r rr z
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Haøm Φ(r,z) ñöôïc goïi laø haøm öùng suaát A. E. H. Love. 

Caùc thaønh phaàn öùng suaát xaùc ñònh theo (2.18) thoûa maõn phöông trình caân 
baèng (2.11), coøn phöông trình caân baèng thöù hai seõ coù daïng: 

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + ∇ Φ = ∇ Φ =⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠

2 2
2 4

2 2
1 0
r rr z

                               (2.19) 

vôùi ∇4 = ∇2∇2. 

Neáu haøm Φ(r,z) thoûa maõn phöông trình ñieàu hoøa keùp (2.19) thì caùc thaønh phaàn 
öùng suaát ñöôïc xaùc ñònh theo (2.18) cuõng thoûa maõn caùc phöông trình töông 
thích (2.12). 

Toùm laïi, vieäc giaûi baøi toaùn ñoái xöùng truïc roát cuoäc laø tìm nghieäm cuûa phöông 
trình ñieàu hoøa keùp (2.19), vaø nghieäm aáy phaûi thoûa maõn caùc ñieàu kieän bieân cuï 
theå cuûa töøng baøi toaùn. 

Töø (2.10), (2.3), (2.18) ta coù theå tìm hai thaønh phaàn chuyeån vò u, w: 

( )θ θ
+ ν ∂ Φ⎡ ⎤= ε = σ − ν σ + σ = −⎣ ⎦ ∂ ∂

2

z r
r 1u r
E E r z

 

hay: ∂ Φ
= −

∂ ∂

2
2G u

r z
                            (2.20) 

Töông töï: 

( ) ( )
⎡ ⎤∂ + ν ∂ ∂ Φ⎡ ⎤= σ − ν σ + σ = − ν ∇ Φ −⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎣ ⎦

2
2

z r z 2
w 1 1 2 1
z E E z z

 

Do ñoù: 

( ) ( )∂ Φ
= − ν ∇ Φ − +

∂

2
2

22Gw 2 1 f r
z

                     (a) 

trong ñoù f(r) laø haøm ñôn bieán tuøy yù. 

Maët khaùc, theo (2.3), (2.10), (2.18) vaø (2.20) ta coù: 

( )
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ Φ

= − ν ∇ Φ −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

2
2

2
W 1G 1
r r 2 z

 

Do ñoù: 

( ) ( )∂ Φ
= − ν ∇ Φ − +

∂

2
2

22Gw 2 1 g z
z

                     (b) 
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trong ñoù g(z) laø haøm ñôn bieán tuøy yù. 

Do hai veá phaûi cuûa (a) vaø (b) luoân truøng nhau, neân: 

( ) ( )= = =f r g z A const  

Haèng soá A ôû veá phaûi cuûa (a) vaø (b) bieåu thò chuyeån vò cuûa vaät raén tuyeät ñoái 
(chuyeån vò cöùng - chuyeån vò khoâng coù bieán daïng) theo phöông truïc toïa ñoä z. Vì 
theá, khi tính chuyeån vò w do bieán daïng ta loaïi haèng soá naøy. Nghóa laø: 

( ) ∂ Φ
= − ν ∇ Φ −

∂

2
2

22Gw 2 1
z

                         (2.21) 

Cuoái cuøng, haøm öùng suaát Φ(r,z) neân ñöôïc choïn theo caùc daïng sau ñaây: 

( )Φ = =n
nr,z C z lnr; n 0,1,2,3;                               (2.22) 

( ) ( ) ( )⎡ ⎤Φ = + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
2 2 2 2r,z Cz ln r z z ln r z z                         (2.23) 

Trong ñoù C0, C1, C2, C3, C laø caùc haèng soá ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân 
cuûa baøi toaùn ñoái xöùng truïc. 

2.3. Nghieäm daïng ña thöùc cuûa phöông trình ∇4Φ = 0. 

Ñeå tìm nghieäm phöông trình (2.19) ta bieán ñoåi heä truïc toïa ñoä vuoâng goùc (r,z) 
sang heä toïa ñoä cöïc (R,ψ) nhö hình 2.1. Töông töï phaàn 4.1 cuûa taøi lieäu Lyù 
thuyeát ñaøn hoài, ta ñöôïc: 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
r z R R R R

 

⎛ ⎞∂ ∂ ψ ∂
= ψ + =⎜ ⎟∂ ψ ∂ ∂ψ⎝ ⎠

∂ ψ ∂
= +

∂ ∂ψ2

1 1 1 cossin
r r R sin R R

1 cot g
R R R

 

thay caùc quan heä naøy vaøo (2.19) ta coù: 

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + ψ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ Φ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ
⋅ + + ψ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 1 1cot g
R R R R R

2 1 1cot g 0
R R R R R

                             (2.24) 

Ta seõ tìm caùc hoï nghieäm rieâng cuûa (2.24) döôùi daïng caùc ña thöùc. 

Nghieäm cuûa phöông trình: 
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⎛ ⎞∂ Φ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ
+ + ψ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

2 2

2 2 2 2

2 1 1cot g 0
R R R R R

                             (2.25) 

cuõng laø nghieäm phöông trình (2.24). 

 
Moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình (2.25) coù theå tìm döôùi daïng: 

( )Φ = Ψ ψn
n nR                              (2.26) 

vôùi kyù hieäu Ψn(ψ) chæ haøm ñôn bieán theo ψ vaø n laø soá nguyeân döông. Thay 
(2.26) vaøo (2.25) ta thu ñuôïc phöông trình vi phaân thöôøng ñoái vôùi haøm Ψn: 

( )⎛ Ψ ⎞
ψ + + Ψ =⎜ ⎟ψ ψ ψ⎝ ⎠

n
n

d1 d sin n 1 n 0
sin d d

                                   (a) 

Ñaët η = cosψ laø bieán ñoäc laäp môùi, phöông trình (a) seõ coù daïng phöông trình 
Legendre: 

( ) ( )Ψ Ψ
− η − η + + Ψ =

η η

2
2 n n

n2

d d1 2 n 1 n 0
d d

                              (2.27) 

Nghieäm cuûa (2.27) coù daïng ña thöùc: 
− − − +Ψ = η + η + η + + η +L Ln n 2 n 4 n k 2

n 1 2 3 ka a a a                       (b) 

Thay bieåu thöùc (b) vaøo (2.27), ta seõ thu ñöôïc: 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

−

− +
−

⎡ ⎤ ⎡− + − η + + + − − + ⋅⎣ ⎦ ⎣

⎤⋅ − + + − + − + η =⎦

Ln 2
1 2

n 2k 2
k k 1

n n 1 a 2(2n 1)a n n 1 n 2k 2

n 2k 3 a n 2k 4 n 2k 3 a 0
 

Do ñoù: 

r

ψ 

z 

O 

Hình 2.1 

R

•
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( ) ( )
( ) ( ) ( )−
− + − +

= − =
− − +

Lk k 1
n 2k 4 n 2k 3

a a k 2,3,
2 k 1 2n 2k 3

                               (c) 

Thay (c) vaøo (b), nghieäm cuûa phöông trình (2.27): 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

− −⎡ ⎤− − − −
Ψ = η − η + η −⎢ ⎥− ⋅ − −⎣ ⎦

Ln n 2 n 4
n 1

n n 1 n n 1 n 2 n 3
a

2 2n 1 2 4 2n 1 2n 3
        (2.28) 

Thay nghieäm (2.28) vaøo (2.26) vaø trôû laïi caùc bieán ñoäc laäp r, z. Chuù yù raèng: 

η = cosψ = z / R; R2 = r2 + z2 

Laàn löôït gaùn cho n caùc trò soá 0, 1, 2, … ta seõ coù hoï nghieäm rieâng cuûa phöông 
trình (2.25): 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

Φ = Φ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ = − + Φ = − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤Φ = − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤Φ = − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

0 0 1 1

2 2 2 3 2 2
2 2 3 3

24 2 2 2 2 2
4 4

25 3 2 2 2 2
5 5

A ; A z;
1 3zA z r z ; A z r z ;
3 5
6 3A z z r z r z ;
7 35
10 5A z z r z z r z ;
9 21

                    (2.29) 

vôùi A0, A1, A2, … laø caùc heä soá haèng chöa xaùc ñònh. Caùc nghieäm rieâng cuûa (2.29) 
taát nhieân cuõng laø caùc nghieäm rieâng cuûa (2.24). 

Ta coù theå thaáy raèng neáu ( )Ψ ψn
nR  laø nghieäm cuûa (2.25) thì ( )+ Ψ ψn 2

nR  laø 

nghieäm cuûa (2.24). 

Thaät vaäy: 

( )

( ) ( )

+⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + ψ + Ψ ψ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

= + Ψ ψ

2 2
n 2

n2 2 2 2

n
n

2 1 1cot g R
R R R R R

2 2n 3 R

 

Vì ( )Ψ ψn
nR  laø nghieäm cuûa (2.25) neân ta coù: 
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( )

+

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + ψ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
⋅ + + ψ + Ψ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ψ + Ψ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎝ ⎠

2 2

2 2 2 2

2 2
n 2

n2 2 2 2

2 2
n

n2 2 2 2

2 1 1cot g
R R R R R

2 1 1cot g R
R R R R R

2 1 12 2n 3 cot g R 0
R R R R R

 

Do ñoù, nhaân caùc nghieäm cuûa (2.29) vôùi R2 = r2 + z2 ta seõ ñöôïc caùc nghieäm môùi 
cuûa (2.24): 

( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

∗

∗

∗

∗

Φ = +

Φ = +

Φ = − +

Φ = − +

LLLLLLLLLLLLL

2 2
0 0

2 2
1 1

2 2 2 2
2 2

3 2 2 2
3 3

B r z ;

B z r z ;

B 2z r r z ;

B 2z 3r z r z ;

                  (2.30) 

Ta seõ chöùng toû moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình (2.25) cuõng coù theå tìm ñöôïc 
döôùi daïng: 

( )− −
− − − −Φ = Ψ ψn 1
n 1 n 1R  

Töông töï nhö vôùi nghieäm rieâng daïng (2.26) ta seõ ñöôïc phöông trình Legendre 
ñoái vôùi haøm ñôn bieán ( )Ψ ψn , vôùi chæ soá m = - n - 1: 

( ) ( ) ( )Ψ Ψ
− η − η + − − − Ψ =

η η

2
2 m m

m2

d d1 2 n n 1 0
d d

 

Phöông trình treân truøng vôùi phöông trình (2.27), nghóa laø cuõng coù nghieäm laø 
ña thöùc (2.28). Laàn löôït gaùn n = 0, 1, 2, … ta seõ ñöôïc hoï nghieäm môùi cuûa caùc 
phöông trình (2.25) nhö sau: 

( )
( )

( ) ( )

−∗∗

−∗∗

− −∗∗

Φ = +

Φ = +

⎡ ⎤Φ = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
LLLLLLLLLLLLL

1
2

3
2

5 3
2 2

2 2
0 0

2 2
1 1

2 2 2 2 2
2 2

C r z ;

C z r z ;

1C z r z r z ;
3

                               (2.31) 

Roõ raøng caùc nghieäm (2.31) cuõng laø caùc nghieäm rieâng cuûa phöông trình (2.24). 
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Nhaân caùc nghieäm (2.31) vôùi R2 = r2 + z2 ta seõ ñöôïc moät hoï nghieäm khaùc cuûa 
(2.24): 

( )
( )

( ) ( )

∗∗∗

−∗∗∗

− −∗∗∗

Φ = +

Φ = +

⎡ ⎤Φ = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
LLLLLLLLLLLLL

1
2

1
2

3 1
2 2

2 2
0 0

2 2
1 1

2 2 2 2 2
2 2

D r z ;

D z r z ;

1D z r z r z ;
3

                               (2.32) 

Moãi nghieäm rieâng trong töøng hoï nghieäm töø (2.29) ñeán (2.32), cuõng nhö moät toå 
hôïp tuyeán tính baát kyø cuûa chuùng ñeàu coù theå choïn laøm haøm öùng suaát Φ. Baèng 
caùch choïn thích hôïp caùc heä soá haèng, ta seõ tìm ñöôïc lôøi giaûi cuûa nhieàu baøi toaùn 
khaùc nhau. 

2.4. Taám troøn chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc ñoái xöùng truïc. 

2.4.1. Baøi toaùn 1. 

Cho taám troøn chieàu daøy ñeàu 2h, baùn kính a, chòu aùp löïc ñeàu treân hai maët taám 
vaø treân maët xung quanh cuûa taám. Haõy xaùc ñònh tröôøng öùng suaát vaø tröôøng 
chuyeån vò trong taám. 

Ñeå giaûi baøi toaùn naøy ta choïn haøm öùng suaát laø toå hôïp tuyeán tính hai nghieäm 
rieâng Φ3 vaø ∗Φ1. Töø (2.29) vaø (2.30) ta ñöôïc haøm öùng suaát daïng ña thöùc baäc 

ba: 

( ) ( )Φ = − + +3 2 3 2
3 3a 2z 3r z b z r z                      (a) 

vôùi a3 vaø b3 laø hai haèng soá seõ ñöôïc xac ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân cuûa taám. 

Thay (a) vaøo caùc heä thöùc (2.18) ta thu ñöôïc: 

( ) ( )
( )

θσ = + ν − σ = + ν −

σ = − + − ν τ =
r 3 3 3 3

z 3 3 rz

6a 10 2 b ; 6a 10 2 b ;

12a 14 10 b ; 0
                    (b) 

Caùc bieåu thöùc (b) chöùng toû tröôøng öùng suaát trong taám laø tröôøng öùng suaát ñoàng 
nhaát. 

Thay (a) vaøo (2.20) vaø (2.21) ta seõ coù caùc coâng thöùc tính caùc thaønh phaàn 
chuyeån vò: 

( ) ( )

( ) ( )

= = −

⎡ ⎤= = − ν −⎣ ⎦

3 3

3 3

ru u r 3a b ;
G

zw w z 7 10 b 6a
G

                                   (c) 
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Giaû söû taám ñöôïc ñaët vöøa khít trong ñaùy loã hình truï raén tuyeät ñoái, khoâng ma 
saùt vaø chòu neùn bôûi aùp löïc ñeàu treân maët töï do vôùi aùp suaát p. 

Choïn goác toïa ñoä O ôû taâm maët phaúng cuûa taám tieáp xuùc vôùi ñaùy loã, truïc z vuoâng 
goùc vôùi maët phaúng taám vaø cuøng chieàu vôùi aùp suaát 

r
p . 

Treân maët phaúng töï do cuûa taám ta coù ñieàu kieän bieân tónh hoïc: σz = − p, hay 
theo (b) ta coù: 

( )− − ν =3 312a 14 10 b p                       (d) 

Treân beà maët xung quanh cuûa taám ta coù ñieàu kieän bieân ñoäng hoïc: u(a) = 0, hay 
theo (c) ta coù: 

( )− =3 33a b 0                         (e) 

Giaûi heä hai phöông trình (d), (e) ta tìm ñöôïc: 

( ) ( )
= − = −

− ν − ν3 3
p pa ; b

30 1 10 1
                            (f) 

Neáu taám tieáp xuùc khoâng ma saùt vôùi thaønh loã hình truï thì tröôøng öùng suaát 
trong taám seõ laø: 

θ
ν

σ = σ = − σ = − τ =
− νr z rzp; p; 0

1
                        (2.33) 

vaø tröôøng chuyeån vò: 

( ) ( )
− ν

= = = −
− ν

1 2 pu 0; w w z z
2 1 G

                         (2.34) 

2.4.2. Baøi toaùn 2. 

Cho taám troøn chieàu daøy ñeàu 2h, baùn kính a, chòu uoán thuaàn tuùy bôûi caùc ngaãu 
löïc phaân boá ñeàu doïc theo maët xung quanh cuûa taám. 

Ta choïn haøm öùng suaát laø toå hôïp tuyeán tính cuûa hai nghieäm rieâng Φ4 vaø ∗Φ2 

thuoäc hai hoï nghieäm rieâng (2.29) vaø (2.30). Ta ñöôïc haøm öùng suaát coù daïng ña 
thöùc baäc boán: 

( ) ( ) ( )Φ = − + + + −4 2 2 4 4 2 2 4
4 4r,z a 8z 24r z 3r b 2z r z r                       (g) 

vôùi a4 vaø b4 laø hai haèng soá seõ ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân. 

Thay (g) vaøo (2.18) ta coù: 
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( )
( )

( )

θσ = σ = + ν −

σ = − + − ν

τ = − − ν

r 4 4

z 4 4

rz 4 4

96a z 4b 14 1 z;

192a z 8b 8 7 z;

96a r 4b 8 7 r

                             (h) 

Choïn goác toïa ñoä O taïi taâm cuûa maët phaúng trung hoøa cuûa taám vaø truïc ñoái xöùng 
cuûa taám laøm truïc toïa ñoä z. Ñieàu kieän bieân treân hai maët phaúng töï do cuûa taám: 

qr = ± τrz = 0; qz = ± σz 

Thay ñieàu kieän bieân vaøo (h) ta coù: 

( )− − ν =4 496a 4b 8 7 0                        (i) 

Goïi Mr laø giaù trò khoâng ñoåi cuûa moment treân moät ñôn vò chieàu daøi ñöôøng troøn 
xung quanh taám ôû maët phaúng trung hoøa (z = 0). Theo nguyeân lyù Saint-Venant, 
ta coù ñieàu kieän bieân treân beà maët xung quanh: 

σ =∫
h

r r
0

2 zdz M                          (k) 

Thay σr töø (h) vaøo (k) vaø keát hôïp vôùi ñieàu kieän bieân (i), ta tìm ñöôïc: 

( )
( ) ( )
− ν

= =
+ ν + ν

r r
4 43 3

8 7 M 3Ma ; b
448 1 h 56 1 h

 

Tröôøng öùng suaát trong taám troøn chòu uoán thuaàn tuùy bôûi moment phaân boá ñeàu 
Mr treân beà maët xung quanh taám: 

θσ = σ =

σ = τ =

r
r 3

z rz

3M z;
2h
0

             (2.35) 

2.5. ÖÙng suaát trong vaät theå kích thöôùc lôùn voâ haïn. 

Xeùt vaät theå kích thöôùc lôùn voâ haïn chòu taùc duïng cuûa löïc taäp trung 
r
P ñaët taïi 1 

ñieåm trong vaät theå. 

Choïn ñieåm ñaët cuûa löïc taäp trung laøm goác toïa ñoä vaø choïn nghieäm rieâng ∗∗∗Φ0  

laøm haøm öùng suaát: 

( ) ( )Φ = +
1

2 2 2
0r,z D r z                         (a) 

vôùi D0 laø haèng soá caàn xaùc ñònh. 

Töø caùc heä thöùc (2.18) ta coù: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− −

−

θ

− −

− −

⎡ ⎤
σ = − ν + − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

σ = − ν +

⎡ ⎤
σ = − − ν + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

τ = − − ν + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3 5
2 2 2 2 22 2

r 0

3
2 2 2

0

3 5
2 2 3 2 22 2

z 0

3 5
2 2 2 2 22 2

rz 0

D 1 2 z r z 3r z r z ;

D 1 2 z r z ;

D 1 2 z r z 3z r z ;

D 1 2 r r z 3rz r z
                              (2.36) 

Taát caû caùc thaønh phaàn öùng suaát ñoù ñeàu coù giaù trò khoâng xaùc ñònh taïi ñieåm ñaët 
löïc taäp trung, töùc goác toïa ñoä O. 

 
Laáy goác toïa ñoä O laøm taâm cuûa moät hình caàu roãng, baùn kính nhoû (hình 2.2). 
Maët caàu chòu taùc duïng cuûa hai thaønh phaàn löïc phaân boá taïi ñieåm baát kyø: qz vaø 
qr sao cho caùc thaønh phaàn löïc phaân boá ñoù cuõng gaây ra tröôøng öùng suaát (2.36). 

Xeùt söï caân baèng cuûa phaân toá daïng vaønh tieáp xuùc vôùi maët caàu. Ñieàu kieän caân 
baèng: 

( )= − τ ψ + σ ψz rz zq sin cos                       (b) 

Ta coù: 

( ) ( )− −
ψ = + ψ = +

1 1
2 2 2 22 2sin r r z ; cos z r z                                    (c) 

coøn τrz vaø σz ñuôïc thay baèng caùc coâng thöùc (2.36). 

Do ñoù ta coù: 

O r

z

τrz
σr

σz

qr

qz
ψ

Hình 2.2
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( ) ( ) ( )− −⎡ ⎤= − ν + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

1 22 2 2 2 2
z 0q D 1 2 r z 3z r z                           (d) 

Hôïp löïc cuûa thaønh phaàn löïc phaân boá qz: 

( )
π

+ ψ π = π − ν∫
2

2 2
z 0

0

2 q r z d 2 r 8 1 D                                     (e) 

Hôïp löïc cuûa thaønh phaàn löïc phaân boá qr baèng khoâng vì lyù do ñoái xöùng. Vaäy hôïp 
löïc cuûa hai thaønh phaàn löïc phaân boá qz vaø qr treân maët caàu laø moät löïc ñaët taïi 
goác toïa ñoä theo phöông truïc z. 

Kyù hieäu löïc taäp trung taïi goác toïa ñoä laø P. Ta coù: 

 P = 8π(1 − ν)D0                                 (f) 

hay 
( )

=
π − ν0

PD
8 1

                     (2.37) 

Caùc heä thöùc (2.36) keát hôïp vôùi (2.37) cho ta tröôøng öùng suaát trong vaät theå lôùn 

voâ haïn gaây ra bôûi löïc taäp trung 
r
P ñaët taïi goác toïa ñoä theo phöông truïc toïa ñoä 

z. 

2.6. Nöûa khoâng gian ñaøn hoài chòu löïc taäp trung treân maët phaúng bieân 
(Baøi toaùn Boussinesq). 

Xeùt vaät theå nöûa voâ haïn, nöûa khoâng gian ñaøn hoài, chòu taùc ñoäng cuûa löïc taäp 
trung vuoâng goùc vôùi maët phaúng bieân (hình 2.3). 

Choïn ñieåm ñaët cuûa löïc taäp trung 
r
P laøm goác toïa ñoä vaø ñöôøng taùc duïng cuûa 

r
P 

laøm truïc toïa ñoä z. 

 

r
P

R

Hình 2.3

z

r

θ

σr
τrz

σz

σR

r

z

O
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θ = θ = = +2 2 2z rcos ; s in ; R r z
R R

 

Choïn haøm öùng suaát Φ laø toå hôïp tuyeán tính caùc nghieäm rieâng cuûa phöông trình 
(2.19) theo daïng: 

( ) ( ) + −
Φ = + + +

+ +

1 2 2
2 2 2

1 2 3 2 2

r z zr,z C zlnr C r z C zln
r z z

                          (a) 

Thay (a) vaøo (2.18) ta coù: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− −

− −

− −

⎡ ⎤
σ = + − ν + − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡

+ + + + ν + −⎢
⎣

⎤
− + − + ⎥

⎦

3 5
2 2 2 2 21 2 2

r 22

1 3
2 2 2 22 2

3 2

3 53
2 2 3 2 22 2

2

C C 1 2 z r z 3r z r z
r

4zC r z 4 1 z r z
r

z2 r z 6z r z
r

                        (b) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− −

− −

⎡ ⎤
σ = − − ν + − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ − ν + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 5
2 2 3 2 22 2

z 2

3 5
2 2 3 2 22 2

3

C 1 2 z r z 3z r z

C 4 z r z 6z r z

                     (c) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− −

− −

⎡ ⎤
τ = − − ν + − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ − ν + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 5
2 2 2 2 22 2

rz 2

3 5
2 2 2 2 22 2

3

C 1 2 r r z 3rz r z

C 4 r r z 6rz r z

                      (d) 

Treân maët phaúng bieân, töùc z = 0, σz = 0 vaø τrz = 0. Theo (c), ñieàu kieän (σz)z=0 = 0 
ñöôïc thoûa maõn. Töø (d) vaø τrz = 0 ta suy ra: 

− ν
= −

ν3 2
1 2C C

4
                         (e) 

Ñeå xaùc ñònh C2 ta thieát laäp phöông trình caân baèng theo phöông ñöùng z ñoái vôùi 
moät lôùp nöûa khoâng gian ñaøn hoài giôùi haïn bôûi maët caét z = a vaø maët phaúng bieân 
(hình 2.4). Ta coù: 
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z
0

2 rdr P 0
∞

σ π + =∫                           

(f) 

Töø (c) vaø (e) ta coù: 

( )−σ = − +
ν

5
3 2 2 2

z 2
3 C z r z
2

                              (g) 

 
Thay (g) vaøo (f) roài tích phaân ta coù: 

ν
=
π2C P                   (h) 

Töø (b) vaø ñieàu kieän σr = 0 taïi z = ∞, ta suy ra: 

C1 = −2 C3                          (i) 

Töø (i), (e) vaø (h) ta tìm ñöôïc: 

− ν − ν
= =

π π1 3
1 2 1 2C P; C P

2 4
                      (j) 

Thay caùc haèng soá tìm ñöôïc vaøo (b), (c), (d) ta coù: 

( )

( ) ( )

σ σ

σθ

⎡ ⎤− ν
= − − = −⎢ ⎥π + π⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − ν − τ = −⎢ ⎥π + π⎣ ⎦

2 3

r z5 5

2

rz3 5

P 1 2 3zr 3P z; ;
2 R R z 2R R

P z 1 3P rz1 2 ;
2 R R z 2R R

                          (2.38) 

Döïa vaøo (2.3), (2.10a) vaø (2.38) ta thu ñöôïc: 

r
P

Hình 2.4
z

r

y 
r

dr

σz(r,z)

a
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( ) ( )
( )

⎡ ⎤
= − − ν⎢ ⎥π +⎣ ⎦

⎡ ⎤− ν
= +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

3

2

3

P rz ru 1 2 ;
4 G R R zR

2 1P zw
4 G R R

                        (2.39) 

Treân maët bieân z = 0, caùc thaønh phaàn chuyeån vò: 

( )

( ) ( )
=

=

− ν
= −

π

− ν− ν
= =

π π

z 0

2

z 0

P 1 2
u ;

4 Gr
1P 1 Pw

2 Gr E r

                          (2.40) 

 

 
Trong caùc coâng thöùc treân, öùng suaát vaø chuyeån vò coù giaù trò voâ cuøng lôùn taïi 
ñieåm ñaët löïc taäp trung P (z = 0 vaø r = 0). Thöïc teá, ta khoâng theå coù löïc taäp 
trung maø löïc ñöôïc phaân boá qua moät dieän tích höõu haïn (thí duï moùng coâng 
trình, moät vuøng deûo laân caän ñieåm ñaët löïc). Do ñoù caùc giaù trò öùng suaát vaø 
chuyeån vò ôû vuøng ñaët löïc laø höõu haïn. Neáu goïi öùng suaát toaøn phaàn taùc ñoäng 
treân maët phaúng naèm ngang laø 

r
p , thì hoï caùc maët ñaúng öùng suaát p laø hoï caùc 

maët caàu tieáp xuùc vôùi maët phaúng bieân taïi ñieåm ñaët löïc (hình 4.5). 

2.7. Baøi toaùn H. Hertz veà aùp löïc giöõa hai vaät theå tieáp xuùc vôùi nhau. 

Xeùt hai vaät theå ban ñaàu tieáp xuùc vôùi nhau taïi ñieåm O nhö hình 2.6. 

 

 

 

r
P

Hình 2.5
z

r 

p
τzr

 
σz
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Laáy O laøm goác heä truïc toïa ñoä vuoâng goùc Oxyz. Hai truïc Ox, Oy naèm trong maët 
phaúng tieáp xuùc vôùi hai vaät taïi O. Coøn hai truïc Oz1, Oz2 truøng vôùi phaùp trong 
töông öùng cuûa hai beà maët vaät. 

Phöông trình beà maët cuûa hai vaät theå tieáp xuùc tröôùc khi bieán daïng: 

 z1 = f1(x,y);  z2 = f2(x,y)                              (a) 

Neáu O khoâng laø ñieåm kyø dò, caùc phöông trình (a) ôû laân caän ñieåm tieáp xuùc O coù 
theå bieåu dieãn nhö: 

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂

2 2 2
2 21 1 1

1 2 2
0,0 0,0 0,0

z z z1 1z x y xy
2 2 x yx y

                                        (b) 

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂

2 2 2
2 22 2 2

2 2 2
0,0 0,0 0,0

z z z1 1z x y xy
2 2 x yx y

                                       (c) 

Kyù hieäu M1 vaø M2 laø hai ñieåm cuûa hai beà maët tieáp xuùc cuøng thuoäc phaùp tuyeán 
cuûa maët phaúng tieáp xuùc Oxy. Theo (b) vaø (c), khoaûng caùch hai ñieåm M1 vaø M2: 

 z1 + z2 = (A1 + A2)x2 + (B1 + B2)y2 + (H1 + H2)xy (d) 

vôùi: 

  ( )∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂∂ ∂

2 2 2
i i i

i i i2 2
0,0 0,0 0,0

z z z1 1A ;B ;H i 1,2
2 2 x yx y

                        (e) 

Daïng toaøn phöông (d) luoân döông vôùi hai truïc Ox vaø Oy ñöôïc choïn tuøy yù trong 
maët phaúng tieáp xuùc, vaø ta coù theå choïn caùc truïc ñoù sao cho H1 + H2 = 0. Luùc 
naøy, ta coù: 

 z1 + z2 = Ax2 + By2                         (f) 

vôùi kyù hieäu: A = A1 + A2; B = B1 + B2                                            (g) 

Hình 2.6

2

yM1

z

z

1

x

O

M2 

°

°
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Do ñoù caùc heä soá A vaø B laø nhöõng heä soá döông. 

Ta kyù hieäu R11 vaø R21 laø caùc baùn kính cong chính taïi ñieåm tieáp xuùc O ñoái vôùi 
vaät theå 1, R12 vaø R22 laø caùc baùn kính cong chính taïi ñieåm tieáp xuùc O ñoái vôùi 
vaät theå 2. Neáu caùc baùn kính cong chính ñeàu döông, thì: 

= + = +
11 21 12 22

1 1 1 12A ; 2B
R R R R

                                    (h) 

Töø (f) ta thaáy caùc ñöôøng cong bieåu dieãn caùc khoaûng caùch ñaúng trò giöõa hai 
ñieåm M1 vaø M2 laø caùc ñöôøng ellipse ñoàng taâm. 

Giaû söû hai vaät raén bò eùp vaøo nhau bôûi löïc 
r
P höôùng theo phaùp tuyeán vôùi maët 

phaúng tieáp xuùc Oxy taïi O. Luùc naøy hai vaät seõ tieáp xuùc vôùi nhau theo moät dieän 
tích beù laân caän ñieåm O. Dieän tích ñoù ñöôïc goïi laø dieän tích aùp löïc vaø chu tuyeán 
cuûa noù goïi laø chu tuyeán aùp löïc. Hình chieáu vuoâng goùc cuûa dieän tích aùp löïc leân 
maët phaúng tieáp xuùc Oxy ñöôïc goïi laø mieàn tieáp xuùc. 

Vôùi ñoä chính xaùc vöøa ñuû, ta thöøa nhaän raèng khi hai vaät bò eùp vaøo nhau chuùng 
seõ tieáp xuùc vôùi nhau taïi nhöõng ñieåm maø tröôùc khi bieán daïng cuøng naèm treân 
moät phaùp tuyeán vôùi maët phaúng Oxy. Theo (f), ta thaáy dieän tích aùp löïc coù daïng 
elliptic. 

Vì hai vaät theå bò eùp vaøo nhau neân baát kyø hai ñieåm naøo naèm treân caùc truïc toïa 
ñoä Oz1 vaø Oz2 vôùi khoaûng caùch töø chuùng ñeán ñieåm O khaù lôùn (ñeå coù theå boû qua 
bieán daïng taïi ñoù) cuõng dòch chuyeån laïi gaàn nhau moät ñoä daøi δ baèng toång caùc 
chuyeån vò w1(O) vaø w2(O) cuûa ñieåm O. 

Goïi w1 vaø w2 laø chuyeån vò cuûa hai ñieåm M1 vaø M2 theo höôùng caùc truïc Oz1 vaø 
Oz2. khoaûng caùch giöõa hai ñieåm seõ giaûm ñi moät löôïng δ − (w1 + w2). 

Do ñoù, ñoái vôùi taát caû caùc ñieåm cuûa dieän tích aùp löïc ñeàu coù heä thöùc: 

 z1 + w1 + z2 + w2 = δ                                (i) 

coøn ñoái vôùi caùc ñieåm ngoaøi dieän tích aùp löïc: 

 z1 + w1 + z2 + w2 > δ 

Töø (f) vaø (i) ta thu ñöôïc: 

 w1 + w2 = δ − Ax2 − By2                               (j) 

Ñeå xaùc ñònh caùc chuyeån vò vaø öùng suaát ñaøn hoài trong mieàn tieáp xuùc cuûa caû hai 
vaät theå 1 vaø 2 ta seõ cho raèng dieän tích aùp löïc laø raát beù vaø caû hai vaät ñeàu coù 
theå thay bôûi nöûa khoâng gian töông öùng. Trong mieàn tieáp xuùc F cuûa hai nöûa 
khoâng gian ñoù coù aùp löïc thaúng goùc q(ξ,η) taùc duïng, coøn ma saùt treân dieän tích 
aùp löïc ñöôïc boû qua, nghóa laø trong mieàn tieáp xuùc khoâng coù öùng suaát tieáp. 
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Theo (2.40), ta coù: 

⎛ ⎞− ν − ν
+ = +⎜ ⎟⎜ ⎟π π⎝ ⎠

∫
2 2
1 2

1 2
1 2 F

1 1 qw w dF
E E r

                                   (k) 

trong ñoù ν1, E1 vaø ν2, E2 laø caùc haèng soá ñaøn hoài cuûa vaät theå 1 vaø 2. Theo (k), 
heä thöùc (j) seõ coù daïng: 

( )+ = δ − −∫ 2 2
1 2

F

qk k dF Ax By
r

                              (l) 

trong ñoù: 

− ν − ν
= =

π π

2 2
1 2

1 2
1 2

1 1k ; k
E E

                                   (m) 

Ta nhaän thaáy raèng vieäc giaûi baøi toaùn hai vaät theå tieáp xuùc nhö treân seõ daãn ñeán 
vieäc xaùc ñònh aùp löïc q(ξ,η), ñoä dòch chuyeån gaàn δ cuûa hai vaät theå tieáp xuùc vaø 
caùc kích thöôùc cuõng nhö hình daùng cuûa mieàn tieáp xuùc F. 

Theo H. Hertz, cöôøng ñoä aùp löïc q(ξ,η) ñöôïc giaû thieát bieåu dieãn bôûi tung ñoä cuûa 
nöûa ellipsoid ñöôïc döïng treân mieàn tieáp xuùc; taát nhieân, taïi taâm mieàn tieáp xuùc 
aùp löïc coù trò soá cöïc ñaïi q0. Goïi a, b laø hai nöûa truïc cuûa mieàn tieáp xuùc, ta coù: 

= = π∫ 0
F

2P qdF abq
3

 

töø ñoù: 

=
π0

3 Pq
2 ab

                     (2.41) 

Giaû thieát treân ñaây veà cöôøng ñoä aùp löïc cho pheùp ta bieåu dieãn ñöôïc veá traùi cuûa 
heä thöùc (l) döôùi daïng töông töï veá phaûi cuûa noù. Thöïc hieän moät soá bieán ñoåi toaùn 
hoïc ta ñöôïc: 

( )⎡ ⎤δ − − = − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
2 2 2 20q b aAx By k abK Dx K D y

a a b
                                (n) 

trong ñoù: 

− ν − ν
= +

π π

2 2
1 2

1 2

1 1k
E E

                    (2.42) 

Ñoàng nhaát hai veá cuûa (n) ta ñöôïc: 

δ = kq0bK                          (o) 
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( )= = −0 02
b 1A kq D; B kq K D

ba
                             (p) 

vôùi K bieåu dieãn tích phaân elliptic loaïi moät: 

( )
π

ϕ
=

− ϕ
∫
2

2 2
0

dK e
1 e sin

                                 (q) 

coøn D bieåu dieãn söï keát hôïp tích phaân elliptic loaïi moät K vôùi tích phaân elliptic 
loaïi hai L: 

( ) ( ) ( )⎡ ⎤= −⎣ ⎦2
1D e K e L e
e

                        (r) 

trong ñoù: 

( )
π

= − ϕ ϕ∫
2

2 2

0

K e 1 e sin d                        (s) 

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2be 1
a

                         (t) 

e laø taâm sai cuûa ellipse. 

Töø (2.41), (o) vaø (p) ta tìm ñöôïc hai baùn truïc ellipse a vaø b: 

π
=

+

π
=

+

3

3

3 k Pa m ;
4 A B

3 k Pb n
4 A B

                   (2.43) 

vôùi A, B döôïc xaùc ñònh theo (h) vaø caùc heä soá m vaø n phuï thuoäc vaøo: 

+
θ =

−
A Bcos
A B

                         (u) 

caùc heä soá m vaø n thay ñoåi theo giaù trò θ vaø ñöôïc cho trong baûng 2.1. 

θ 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 

m 

n 

2,731 

0,493 

2,397 

0,530 

2,136 

0,567 

1,926 

0,604 

1,754

0,641

1,611

0,678

1,486

0,717

1,378

0,757

1,284

0,802

1,202 

0,846 

1,128

0,893

1,061

0,944

1,000

1,000

Tröôøng hôïp ñaëc bieät mieàn tieáp xuùc laø hình troøn, ta coù: 

a = b; e = 0; K(0) = L(0) = π/2; D(0) = π/4 
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do ñoù: A = B; θ = 900; m = n = 1. 

vaø caùc bieåu thöùc tính a, b, δ, q0 coù daïng: 

π
= =

+
3

3 kPa b
4 A B

, (chieàu daøi)                         (2.44) 

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟π π⎝ ⎠

2

3
0

1 A Bq 6 P
k

, (Löïc / chieàu daøi2)                               (2.45) 

( )δ = +
π

2 23
1 9 k P A B
2 2

, (chieàu daøi)                        (2.46) 

Khaûo saùt caùc ñieåm treân beà maët tieáp xuùc ellipse vaø choïn  caùc truïc x vaø truïc y 
truøng vôùi caùc baùn truïc a vaø b, caùc öùng suaát chính ôû taâm beà maët tieáp xuùc: 

( )

( )

σ = − ν − − ν
+

σ = − ν − − ν
+

σ = −

x 0 0

y 0 0

z 0

b2 q 1 2 q ;
a b

a2 q 1 2 q ;
a b

q

                          (2.47) 

ÔÛ caùc ñieåm cuoái cuûa caùc baùn truïc ellipse ta coù: 

 σx = − σy vaø τxy = 0 

Nghóa laø, öùng suaát keùo tho höôùng kính thì baèng vôùi öùng suaát neùn theo phöông 
tieáp tuyeán. Do ñoù ôû caùc ñieåm naøy toàn taïi traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuùy. 
Ñoä lôùn cuûa öùng suaát tieáp naøy ôû caùc ñieåm cuoái cuûa baùn truïc lôùn (x = ± a, y = 0): 

( ) β ⎛ ⎞τ = − ν −⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 2
11 2 q arctanhe 1
ee

                         (2.48) 

( ) ⎛ ⎞β β
τ = − ν −⎜ ⎟β⎝ ⎠

0 2
e1 2 q 1 arctan

ee
                         (2.49) 

vôùi:  β = b/a 

Khi b xaáp xæ a vaø bieân cuûa beà maët tieáp xuùc xaáp xæ hình troøn, caùc thaønh phaàn 
öùng suaát ñöôïc cho bôûi (2.47), (2.48) vaø (2.49) bieåu thò caùc thaønh phaàn öùng suaát 
cho tröôøng hôïp neùn hai hình caàu. 

 

 

 


