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1.1. Ky hiéu chi sé.

Pé rat gon ta st dung cich dién dat theo chi s8: X1, X2, X3, .., Xn hodc x', X%, X5,
.,X". Chi s6 c6 thé dat & dué6i hoic trén.

Biéu dién mot téng c6 dang:

aiX; + a9Xg + asxXs + ..+ anxn=i§] ax. (1.1)
i=1

U , 4 U , o U , g U, o, D ou

—dX +—dx +—dx® +...+ dx" =) —dx

8X1 aXZ aXS aXn ; aXI (12)

Téng theo hai chi s6 khac nhau:

i=3 =2 =3 . .
; > a;b’ = ig:(anb” + aizb'z) (1.3)
=3 j=2

ij
a'Jb = a11b11+ 312b12+ 321b21+ 822b22+ a31b31+ a32b32

Biéu dién mot tich dudi dang:

(al - b!) = (al - b})(ab - b} ) (a} - b) (1.4)

i=1

Quy u6c Einstein: Néu trong mot don thic mot chi s6 duge nhic lai mot lan
trén va dudi ho#c ngugce lai thi cé nghia 1a ta phai 1ay tong déi vé6i chi sé dé.

=N
i 1 2
Vi du: Yay =ay' +ay’+..+ay"
i=1

Biéu thiic trén dugc viét lai nhu sau:

=N
ZaiyI = aiyI (i = 1,2,...,!’])
i1
Biéu thic a1kb§ v6i (k = 1,2,.n) c6 nghia la:
11k 1.1 212 110
ab; =ab; +ajb; +...+a,b;

Chi s6 lap lai dung dé chi phép cong hay “chi s6 cAm” ma y nghia ctia biéu
thic khong thay dé6i. Vi du:

a'b; = a’b, = a“by,
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Chi s6 gap mot 1an 1a chi s6 tu do va c6 thé nhan mot trong cédc gia tri 1, 2, ..,
N.

Qui udc phép 18y tong:

Vi du:
ab; = a;b; + axb, + azbs (i=1..3)
akmbm = akiby + akebs + axsbz (M = 1..3) (1.5)
dss = dyq + dop + da3 (s =1..3)

Thanh phan tensor hang bat ky c6 thé biéu dién rd va gon nhd ky hiéu chi s6.
Vi du: a;, bl, Ty, g%, R™,

Mot sé ky hiéu dic biét:

Ky hiéu Kronecker delta 6k, hay ky hiéu duong chéo chinh, dugc dinh nghia
nhu sau:

S5, =8, = 1 khii=Kk (1.6)
k= ki 0 khiizk

Véi dinh nghia dé ta cé:

01y 04 Oy 100
821 622 823 =10 10 (1.7)
031 Ogp Og3 0 0 1

Vi du véi biéu thie: dS° = (dX1 )2 + (dX2)2 toet (dxn )2

Hay:

i=n

ds® =" (dx )2 (1.8)
i=1
Ta c6 thé viét theo ki hiéu Kronecker:
ds? =§,dx'dx (i=1,2,.nvaj=1,2,.,n) (L9
Ta c6 thé viét nhitng chi s6 trong ky hiéu Kronecker ca trén va duéi tuy theo

diéu kién st dung: Sij ,8” ,6‘1

Ky hiéu hodn vi gy, duge dinh nghia nhu sau:
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1 néuijk ldp thanh hodn vichdn tu 1, 2, 3.
0 néu haichisd bdt ky bdng nhau.
-1 néu ldp thanh hodn vilé tu 1,2, 3

Tir (1.10) ta c6 cac gia tri sau cia hodn vi Uing v6i cdc gid tri clia cdc chi so:

112 222 233
= =& = O

e S

123 231 312
e =" =g" =1

8132 — 8321 — 8213 = -1

Mot dinh thic hang ba c6 thé bi€u dién theo qui uéc hoan vi nhu sau:
a, af a°
a, a; aj =c¢"aja’a; (1.11)

a3 a; aj

1.2. Ly thuyét bién dang.

Xét vat ran hinh khéi V dugc giéi han béi bé mét S. Gia thiét vat ran c6 dof
= 0, dan hdi tuyét doi, dong nhat va didng huéng, chiu tdc dong cia hé ngoai
luc 1am cho vat bi bién dang thanh hinh khéi V; va duge giéi han béi bé mat
Si.

Trong moén Pan hoi tng dung ta chi xét truong hop vat bién dang dan hoi bé
thuong géap trong ky thuat.

1.2.1. Chuyén vi. Pinh luong bién dang.

Goi P, Q 1a mot ciap diém bat ky rat gdn nhau trong V, can dinh lugng bién
dang trong mién 1an can quanh P. Chon hé truc vuéng géc ba chiéu bat ky
Oxyz, ba toa d6 cia P(x,y,z) va Qx+dx,y+dy,z+dz).

Khi vat ran bién dang, P sé doi dén Pi(xy,y1,z1) va Q sé doi dén
Qi(x+dx+uy,y+dy+vy,z+dz+wy). Goi PP1=(uv,w); QQ1 = (u,,v;,w,), ta cé:
Xy=X+UYi=y+V;Z1=Z+W (1.12)

Céc thanh phan chuyén vi u, v, w 1a cac dai lugng rat bé va 1a cdc ham ba
bién lién tuc trong mién V:

u=ux,y,z); v=v(xy,z); w=wXx,y,z) (1.13)

Goi PQ = ds (hinh 1.1) va cdc cosin chi phuong ctia doan thing PQ la ¢, m, n.
Ta c6:

dx = /ds; dy =mds; dz = nds (1.14)
va  ds? = dx® + dy? + dz? (1.15)
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Q;

dSQ P ds;

O \X
X u Ldx+Uu4-U

X+dx U1

Hinh 1.1
Céc thanh phan chuyén vi cta diém Q :

u, :u+@dx+@dy+@dz
OX oy 0z
ov ov ov

V,=V+—dx+—dy+—dz

1 ox oy s (1.16)
ow ow

W, = w+a—wdx+—dy+—dz
OX oy 0z

Do dai PQ sau bién dang (tic la P1Qy) :
ds?; =(dx+up-u)’+(dy+v1-v)*+(dz+wi-w)> (1.17)
Theo (1.16), ta c6 :

dx+u,—u= dx+@dx+@dy+@dz
OX oy 0z
dy +v, —v:dy+@dx+@dy+@dz
OX oy 0z (1.18)
dz+w,-w= dz+@dx+@dy+@dz
OX oy 0z

Bién dang dai (phap) cua diém P theo phuong PQ:
. ds,—ds
= lim —/————
ds—0 ds
Tu (1.17), (1.18), (1.19) ta duoc :

(1.19)
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ou ou ou ?
(ds+ sds) (dx +a—dx + Edy +8_de +
X z

2
+ dy+ﬂdx+ﬂdy+6—vdz +
OX oy 0z
2
(dx+6—dx +@dy+6—wdzj

OX oy 0z

Két hop véi (1.14), ta sé duoc:

(1+s)2 £+£@+m@+n@ +
OX oy 0z
ov v ) (,ow . ow ow) (1.20)
+|l—+m+m—+nN—| +|/(—+M—+N+N—
oX oy 0z oX oy 0z

Vi ¢, cac dao ham cta cdc thanh phan chuyén vi theo cic toa do la cac dai
lugng vo cung bé. B qua cac vd cung bé bac cao, biéu thic (1.20) c6 dang:

e=r M 2N W UV
OX oy 0z oy oX
ou  ow v ow (1.21)
+/N| —+—|+mn| —+—
0z OX 0z oy
Ky hiéu:
u_ v
aX X’ 8}/ y? aZ z (1.228.)
8u ov u
ay a YXy ny’ P 8X =Yxz = Vax
8v ow (1.22b)
82 5y sz Yzy

Biéu thiic (1.21) ¢6 dang rat gon nhu sau:

e=g /% +em? +e,n° +y, IM+7y,(N+y,mn (1.23)
Khi vat rdn bi bién dang phan t6 thing khong nhiing bi gidn ra ma con bi
xoay tuong do6i véi cdc truc toa do da chon.

Goi P1Q; = ds; (hinh 1.1) va céc cosin chi phuong cia doan thing P;Q; 1a /4,
m1, n1. Tuong tu (1.14) ta cé:
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dx+u;-u = /1dsy; dy+vi-v = midsy; dz+wi-w = nids;

Két hop (1.18), (1.19), (1.14) ta c6 cac hé thic:

(1+¢)¢, :£(1+@j+m@+n@

OX oy 0z
(1+¢)m, Y m[ 1+ 2 Y
ox oy ) oz (1.24)
(1+¢)n, M MW a1
OX oy 0z
Nhan hai vé& cia (1.24) vé6i (1-¢), ta sé& duoc:
(1(1-€%) ~ 14
€(1+@J(1—8)z€(1—8+@j
OX OX
va cdc hé thic (1.24) c¢6 dang x4p xi nhu sau:
l, =1 1—8+@ +m@+n@
oX oy 0z
m —£@+m 1—s+@ +n@
T ox oy 0z (1.25)
ow oW ( awj
n=/(—+m—+n|1-e+—
oX oy 0z

Trong mién 1an can diém P ta xét thém mot phan to thing nita 1a PR, véi céc
cosin chi phuong 1a 2, m’, n’. Sau bién dang, doan thing P;R; c6 cdc cosin chi
phuong 1a 7y, m’y, n’; dugc xéc dinh bdi cac biéu thic tuong tu nhu (1.25) v6i
bién dang dai cia diém P theo phuong PR 1a ¢’. Ta cé:

COS(PlQl,PlRl) = glf’l + mlm’l + nln’l (126)

Dua vao (1.25) va cac hé thiac tuong tu, sau khi bé di cac vo cung bé bac cao,
ta thu dugc:

040 = M'(1 —e—g'+ 2@j (e s em) Xy (o4 o)
OX oy 0z
mm; = (m¢' + m’é)@ + mm’(1 —e—¢'+ 2@] +(mn’ + m'n)@
OX oz

nn; =(n¢' + n’f)%+ (nm'’ + n’m)%+ nn’(1— e—¢ + Zgﬂj
z
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Thay ba hé thic nay vao (1.26) va dung cac ky hiéu (1.22) ta sé cé:

coS(m’ﬁ) = (20 +mm'+nn')(1-g-¢')+ Z(SXM +e,mm’+

1.27
+e,nN')+7,, (M +0'm)+y,, (M0 +m'n)+ +y,, (N0 +n'?) (1.27)
Néu PQ L PR thi /7 + mm’ + nn’ = 0, va trong trudong hop nay:
cos(m,ﬁ) = sin[g— (mﬁ)j = 2(&, 00 + e mm’ +
+e,nN")+ 7, (/M +0'm)+y,, (MmN +m'n)++y,, (¢ +n'?)
vi bién dang dan hoi bé nén:
sin| 5 - (RQLPR,) | ~ 5 - (PO AR) - (1.28)
Cubi cung ta thu dugc:
Y =2(e, L0 +gmm’+enn) +y,, (fm'+'m)+
(1.29)

+Yyz (mn’ + m’n) +Yyy (nZ’ + n’é)

V& phai cia (1.29) xac dinh lugng gidm géc vudong ban dau tao béi 2 phan to
thang PQ va PR va y 1a dai lugng bé. y dugc goi la do truot (géc) tuong doi cha
diém P trong mit phang (PQR).

g va v 1a 2 khai niém dinh lugng bién dang trong mién lan can cta diém P.
1.2.2. Cac phuong trinh dong hoc. Cac hé thuc Cauchy.

Y nghia co hoc cta cdc ky hiéu (1.22) ¢6 thé duge thdy dua vao cdc phan tich
sau day.

Néu phan t6 PQ // Ox thi / =1 va m = n = 0. Trong trudong hop nay tur (1.23)
ta dugc € = & , nghia la ¢, biéu thi do gidn dai tuong do6i (ty d6i) cha phan to
théng tai P va song song véi truc Ox. Tuong tu, &, ho#c ¢, biéu thi do gian dai
ty doi ctia phan t6 thing tai P va song song véi truc Oy hoac Oz.

Néu phan t6 PQ/ Oxva PR/ Oythi/=1, m=n=0va " =n"=0,m = 1.
Trong trudng hgp nay tir (1.29) ta duge v = vy , nghia 1a y,, bi€u thi do trugt
tuong ddi tai P trong mit phiing song song v6i mit phéng (Oxy). Tuong tu, vy,
hoic vy, biéu thi do trugt tuong doi tai P trong mit phing song song véi mét
phéng (Oyz) hoéc mat phing (Oxz).

Nhu vay cdc ky hiéu (1.22) biéu thi sdu dai lugng bién dang gén lién v6i hé
truc c6 goc tai P va song song vdi céac truc toa dd x, y, z da chon trudc. Sau
thanh phan bién dang e, &, €, Yxys Yxz» Vyz Qugc dinh nghia 1a cdc thanh phan
bién dang ctia diém P tuong tng véi hé truc Oxyz da chon truéc. Theo (1.22),

8
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c4dc thanh phan bién dang tai P dugc hoan toan xdc dinh béi ba thanh phan
chuyén vi u, v, w cia diém P trong cung hé truc toa do. Cac hé thic (1.22)
dugc goi 1a cdc hé thiic Cauchy. Chiung mang tinh chat dong hoc va dugce goi la
cac phuong trinh dong hoc vat ran bién dang.

1.2.3. Tensor bién dang.

Sdu thanh phan bién dang s, &y, €, Yxy» Yxz» Yyz NOP thanh nhom dit liéu can va
du dé xdc dinh dugc hét moi do gidn dai tuong d6i € va do truot tuong doi
trong toan mién lan cian quanh diém P. Nhém di liéu nay dugc sédp xép duéi
dang tensor bién dang nhu sau:

1 1

Ex ) yxy ) ¥xz
1 € 1

€ D) ny y > yyz

1 1
2Tz 3 yZy €,

(1.30)

Tensor bién dang (1.30) phu thudc hé truc toa do Oxyz chon truge. Vi hai hé
truc chon truéc Oxyz va Ox’y’z’ c¢6 chung goc toa do ta sé ching minh hai
tensor bién dang tuong Ung phu thudc nhau theo qui luat tuyén tinh. Bang
cosin chi phuong gitta hai hé truc nhu sau:

Bang 1.1

X y z

X /1 mi ni

y f9 me ng

z’ /3 ms ns

Dua vao cac hé thdac (1.23) va (1.29) ta cé:

eo =g 0%+ sym12 +g,N° + VayL4My +¥y,MNy + 7,040, (1.31a)
Yy = 2(8)(6162 +&,mm, + szn1n2) + Y,y (LM, + Myl )+ 139,

Yy, (m1n2 + n1m2) 7 o (n1€2 + £1n2)

Lan lugt hodn vi vong quanh giita cac chit X, y, z, dong thoi hoan vi vong
quanh giita cac chit s6 1, 2, 3 trong hai hé thic (1.31a) va (1.32) ta sé duogc cac
hé thic xdc dinh &y, &, Va Yy, Y2 qQua &, &y, €, Yxy» Yyz VA Y. Céc hé thic méi
thu dugce c6 dang tuong tu nhu (1.31a) va (1.32).

Thi du:
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g2 2 2
&y = el + g,Mm; +¢,n; + nyfzmz +v,,MN, + Y5 Nol o (1.31b)

£, = 605 &, MG 8,15 7, L3M; +7,,MgN; +7,,Nal (1.31¢)
Cong ba hé thdc (1.31a), (1.31b), (1.31c¢) ta dugc:
&g + 8, +Ey :sx(éf + 45 +€§)+8y(m12 +m5 +m§)+
+g, (n12 +n5 + ng) + Yy (£4My + £,my + £ 5my ) +

+ 7y, (Mg + MmN, +mgng )+ v, (Nl +Ny0 5 +ngly)

Do dé: &€ T &y + &, =&, +&, TE, (1.33)
Nhu vay tong ba bién dang dai theo ba phuong vudng géc v6i nhau la mot
hing s6 va tong nay dugc goi 1a bat bién thi nhat cia tensor bién dang.

1.2.4. Cac truc chinh bién dang.

Ta sé ching minh rang tai diém P bat ky c6 thé xdc dinh mot hé truc vudng
géc c6 dic diém 1a bién dang trugt y trong ba mat phang tao bdi ting cip truc
vudng goc do bi triét tiéu.

Cho phan t6 thing PQ xoay quanh diém P, bién dang dai cia phan t6 PQ theo
phuong bat ky 1a . Theo mdi huéng clia PQ ta dit mot vector PM c6 do dai:

— k
‘PM‘ =r=—= (1.34)
¢

trong d6 k 1a hé s6 khong doi.
Néu chon géc toa do O = P thi diém ngon cta vector PM c6 céc toa do la:

X = /Ir; y = mr; Z = nr (1.35)
Theo (1.34) ta c6: & = +k™/r” (1.36)
Thay (1.36) vao (1.23) va 14y /, m, n tir (1.35) ta co:

Phuong trinh (1.37) biéu didn moét mit bac hai. Diém ngon ctia moi vector PM
déu nam trén mat bac hai nay.

D61 v6i mét bac hai duge biéu dién bdi phuong trinh (1.37) bao giv cling c6 thé
chon tai P mot hé truc vudng géc c¢6 hudng sao cho cdc s6 hang chia tich cac
toa do bi triét tiéu, tuc 1a vy = vy, = v.x = 0.

10
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Hé truc vuéng géc c6 dic diém nhu thé& dugc goi 1a ba truc chinh bién dang tai
P. Bién dang dai cia diém P theo truc chinh bién dang dugc goi 1a bién dang
chinh.

Néu chon ba phuong chinh bién dang lam céc truc toa do x, y, z va goi ¢y, &, €3
l1a c4c bién dang chinh tuong tng. Phuong trinh (1.37) sé& c6 dang:

+k? = 81X2 + 82y2 + 8322 (1.38)
Néu ca ba bién dang chinh cung ddu thi phuong trinh (1.38) biéu dién mit
ellipsoid.
Tém lai, tai mdi diém P trong vat rdn bién dang ludén ton tai ba phuong chinh
bién dang vudng géc 1an nhau, trong mdi mit phing hop thanh béi hai truc
chinh bién dang trugt sé bi triét tiéu.
1.2.5. Cac hé thudc rut gon.
Ta sé& st dung hé thong ky hiéu chi s6 dé thay thé hé thong ky hiéu thuong
trong nhiing truong hop can thiét.
Trong hé thong ky hiéu méi c6 loai ky hiéu mot chi s6, c6 loai ky hiéu hai chi
s6. Nhém ky hiéu mot chi s6 bao gom:

Bang 1.2
Ky hiéu ca X y zZ u \% w l m n
Ky hiéu méi X1 Xo X3 u; Uy us ni oy ns

Nhém ky hiéu hai chi s6 dé biéu dién céc thanh phan bién dang va céc cosin
chi phuong gitra hai hé truc toa d9. Thay cho bang 1.1 ta ¢6 bang 1.3:

Bang 1.3
X3 X9 X3
M J J J
X ni nig nis
b > b b
X9 na n a9 n a3
b b b b
X3 n s n 32 n s
Vé cac thanh phan bién dang ta cé: Béang 1.4
Ky hiéu ca Ex gy €, Yxy Yyz Yax
Ky hléu mébi €11 €992 €33 2812 2823 2831

11
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St dung cdc ky hiéu mdi, sdu hé thic Cauchy (1.22) duge thay thé bdi mot hé
thic c6 dang:
2¢c. = %_{_% P
i ox, " ox ; 1,j=1,2,3 (1.39)

Ba hé thic dang (1.31) va ba hé thic dang (1.32) duge thay thé béi mot hé
thic ¢6 dang chi s6 nhu sau (chd y & = g; v6i i #j):

3 3
€ = j;;gijn;in{(j =gNg: k=123 (1.40)
Tensor bién dang (1.30) c6 thé viét dudi dang:

&1 &2 &3

T, =18 €2 &3 = & (1.41)

€31 €32 &gz
1.3. Ly thuyét @ng suat.
1.3.1. Luc khéi, Iuc miit.

Mot trong nhitng vdn dé chinh ctia co hoc méi trudng lién tuc la nghién ciu
van dé truyén luc trong méi truong. Cac luc trong moi trudng lién tuc dugc
phan lam hai loai: luc khéi va luc mat.

Ching ta ky hiéu b; 1a luc tdc dong 1én trén mot don vi khoi luong va p; 1a luc
tac dong 1én mot don vi thé tich, gitta ching c6 méi quan hé sau:

pbi = pi (1.42)
v6i p 1a khoi luong riéng cia vat thé:
o= lim AM _ dM
MNS0AV dV (1.43)

Céc luc tac dong lén phan ti mét dugc goi 1a luc mat, c6 thi nguyén 1a luc
trén mot don vi dién tich. Vi du: Luc tuong tdc do tiép xic giita cdc vat thé
thuoc vé dang luc mat.

1.3.2. Nguyén 1y @ng suit Cauchy. Vector ing suat.
Vector tng suidt dugc xdc dinh nhu sau:

i = AS»OE - E (1.44)

12
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Hinh 1.2 biéu dién vat thé c6 thé tich V, dugc bao boc béi bé mit S. Vat thé
chiu luc mat f; va luc khai b;.

A
X3

Y

X2
Hinh 1.2
X4

Ky hiéu t{™ dung dé nhan manh vector tng sudt tai diém P cho trudc cia méi
truong lién tuc hién nhién phai phu thudc vao huéng ctia phan ti mit AS da
chon va cho bang vector phap tuyén don vi n;. Néu 14y bat ky phan ti méit c6
dinh huéng nao khéc v6i phdp tuyén don vi khéc thi vector Gng suit tai diém
P trén phan té cing khac di.

1.3.3. Trang thai Wng suat tai mot diém - Tensor Wng suit.

Ky hiéu cdc vector phdp tuyén ngoai &, &, &3 va cdc vector Ung sudt
ti(e1), ti(eZ), ti(eS) nhu trén hinh 1.3.

Biéu dién mdi mot trong ba vector ing sudt trén céc tiét dién song song vdi

cac mit phang toa do qua cac thanh phan Descartes ctia ching:

t) = e, +the, + e, =t®e.

(&4

|

t(e) = te2)g 1 te2)a 4 {{ 2>e — t(e2)g
i 1 2 3 (1‘45)
t%) = tlalg y1Pala +1)a =t

v6i &; 1a cac vector don vi theo ba phuong Xi, Xz, Xs; tl(él), tZ(éJ), t3(éi) la ba
@)

toa do cua vector Ung sudt t;
Tir (1.45) ta ¢6 chin thanh phan cia t,”, t,%, t.*'c6 thé biéu dién dang:
= |j (1.46)
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XsT €3 tgég’)

X1
Hinh 1.3 Hinh 1.4
Hay dugc biéu dién duéi dang tensor:
01 1 01 2 01 3 GX TXy TXZ
T, = Gjj =1021 O22 Oo237=1Tyx Oy Ty, (1.47)
G31 Ogzz2 Ogss T,x Tz Oy

Ung suét duge xdc dinh bing cdc thanh phan Descartes va cdc mit phing toa
do dugc biéu dién trén hinh 1.4.

Qui u6c dau cta cac thanh phan tensor tng sudt: thanh phan Ung suat la
duong, néu trén ti€t dién ma phdp tuyén ngoai ctia né trung véi chiéu duong
cia mot trong céc truc toa do, luc tdc dong doc theo chiéu duong cliia truc nay.
Thanh phén o; cho lyc tdc dung theo huéng cla truc toa do thd j 1én tiét dién
c6 phdp tuyén ngoai song song truc toa do thd i. Moi thanh phan Gng suit
biéu dién trén hinh 1.4 déu duong.

1.3.4. Lién hé gitta fensor Wng suit va vector Wng suit trén mait

nghiéng.

Xét phan t6 ti dién PABC, gi6i han béi cdc mat phang cia hé truc toa do va
ABC, goi:

n;: phap tuyén ngoai cia ABC
dS: dién tich cia ABC

dS;: dién tich cta cac méat bén
dS;= dS cos(n;, &) = dSn;

14



Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Hinh 1.5

Dé ti dién can bing luc thi phuong trinh hinh chiéu sau phai théa:
t™dS =t*)dS, +1°dS, +1{*dS, + pbdV (1.48)

Trong d6 b; 1a luc tdc dung 1én mot don vi khoi lugng (luc khoi), ma pbdV tién
vé 0 nhanh hon vi bac cao hon. Nén tir (1.48) ta c6 :

t"dS = t°/ndS = o;n,dS (1.49)
Tu (1.46) va (1.49) ta c6 hé thic Cauchy nhu sau:

ti(ni) =0;h; (1.50a)

Dang chi tiét cia (1.50a) biéu dién ba thanh phan hinh chiéu lén ba truc toa
do cta vector tng suat " trén mat nghiéng ABC:

(n) _
ti" = 044Ny + 0yN, + 034N
(n) _
) = 5., +6,,N, +,,N
t5" = 04Ny + 0Ny + Gy (1.50b)
(n) _
t3" = 043N + 03N, + 033N3

1.3.5. Can bang moment va tinh d6i Wng cia @ng suit tiép.
D€ can bang thé tich V bat ky, ta can c6:
- Vector chinh cta hé luc tac dong lén V bang 0.

- Vector moment chinh tac dong lén V bang 0.

15



Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

a) Xét can biang luc.

[t™MdS + [pb,dV = [o;ndS+ [ pbydV =0 (1.51)
S Vv S \

Theo dinh 1y Gauss vé quan hé tich phan méit va tich phan khéi, ta cé:

I{zcji N pbi]dV o (1.52)
\

j
Do V 1a thé tich bat ky nén tir (1.52) ta cé:

oG-
Ci 4 oby =0 (1.53a)
OX;

]

Dang khai trién céc phuong trinh can bang (1.53a):

0044 + 0654 n 06 31
OX 4 00X, 0X 4

0645 N 0655 N 0635 +pb, =0 (1.53b)
OX4 0X 5 0X 4
0643 N 0654 N 0634 4+ pby = 0

OX4 00X, 0X4
b) Xét can bing moment.
Khi khong c6 cac moment phan bd, dé can bing moment v6i gbc toa do can
phai co:

Igijkxjt&ni)ds + .[Sijkxjpbkdv =0 (1.54)
S v

G day x; 1a ban kinh vector ctia phan tit mat hay thé tich, &y 1a hoan vi.
Ap dung dinh 1y Gauss, ta c6:

o(X;oy)
v X
Do V b4t ky, khai trién ham duéi dau tich phan (1.55), khai trién dao ham
riéng ta co:
[5(Xj0|k)
Sik| 7 QAo

00,
+ pijk) = Ejjk £—8xlk X; + 80y + ijka =0 (1.56)
|

0c
Eiji [[ 8)(I:( = pbijj = ij] =0 (1.57)
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat
Tu (153) va (157) ta co: gijijk =0 (158)
Hay G = Oj (1.59)
1.3.6. Phuong chinh, miit chinh va @ng suit chinh.

Ta s& ching minh réing khi xoay hé truc cii x; sang hé truc méi x’y thi tensor
ing sudt trong hé truc méi ¢’y sé dugc xdc dinh tuyén tinh theo tensor tng
suat trong hé truc cii o.

Goi cosin chi phuong ciia moi truc toa do mdi xét trong hé truc ci la n’y; (k, j =
1, 2, 3). Tai P ta hinh dung phan t& thé tich bon mit nhu hinh 1.6, phap
tuyén ngoai ciia mat nghiéng ABC l1a mot truc toa d0 mdéi x’, (/ = 1 hoic 2, 3),
vector Gng sudt trén mit dé la pj?(i, cdc hinh chiéu cda né trong hé truc ci x; 1a

p; G =1, 2, 3) con trong hé truc mdi x’, 1a cdc thanh phan dng sudt o’y (k = 1,
2, 3). Ky hiéu éj Gg=1,2,3)va é[( (k =1, 2, 3) theo thi tu la cac vector don vi

trén cac truc toa do cti va mdi, ta co:

X3
b
N O11 X!
| / P)
o
623 i612 51//
, i e )
Opo  [i7} =14 _ P>
] ¥
o Y O Ty
21 /// (____F_A{___ B X9
G32
A [+ O34
P1
O33
X1
Hinh 1.6
pjéj = o€

Nhan vo huéng hai vé& véi éi( ta dugc:
oy = ol (k=1.2.3)
Mt khac, theo (1.50), pJ’. — Gi’jn’éi; nhu vay d6i v6i ba thanh phan Gng suit ¢’

(k =1, 2, 3) ta suy ra hé thdc:
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

!

Oy = Oy (1.60)

Cong thuc (1.60) bi€u dién mot bién ddi tuyén tinh tif tensor Ung suit o;; trong
hé truc c x; sang tensor Ung sudt o’y khi xoay hé truc x; sang hé truc toa do
méi x’x quanh diém P.

Néu c6 hé truc toa do mdi X, ma tensor Gng suat c6 dang:

s, 0 0
T,=0, =90 oy (3 (1.61)
0 0 oy

thi cac truc xi (k =1, 2, 3) duge goi 1a ba truc chinh ting sudt, ba mat nghiéng

vudng goéc vdi ba truc chinh duoc goi 1a ba mdt chinh va ba Ung sudt phap (cac
ing sudt tiép trén cdc mit chinh biang khong) trén ba mét chinh dugc goi la
ba ung sudt chinh tai P.

Gia st tai P ton tai mot ing suat chinh G, ta goi N, 1a vector don vi trén truc

chinh nay. Ba hinh chi€u cia &, trong hé truc tuy y chon trudc x;j:

p=cn, (=123 (1.62)

Mat khac, theo (1.50) ta cé:
p; = oyn,; G=1,2,3) (1.63)

Dong nhat (1.62) va (1.63) ta c6 hé phuong trinh tuyén tinh doéi v6i cdc cosin
chi phuong cta truc chinh N,;:

(Gij — G*Sij)n*i =0 G=1,2,3) (1.64)

H¢ phuong trinh (1.64) luén ton tai bg nghiém tam thuong n,; = 0. Vi cd ba
cosin chi phuong khong thé déng thoi bang khong, tic 1a (1.64) budc phai ton
tai bo nghiém khéac khong. Hay dinh thic cha (1.64) phai bing khong, nghia
la:

62 —lo? -5, —1l3 =0 (1.65)
trong doé:

l{y =041 +09 +033
L s o o (1.66)
2 = —0140pp — 09033 — 033011 + G1p + O3 + O3y

B 2 2 2
l3 = 611009033 + 2615053031 — G11023 — G203 — 033072
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

14 ba bat bién clia tensor tng sut.

Phuong trinh (1.65) ludon c6 ba nghiém thuc va dugc ky hiéu qui uéc la o, > o9
> 63. Ba ting suat chinh nay khong phu thudc vao hé truc toa do.
Tir hé ba phuong trinh (1.64), thay chi s8 * bdi chif s6 1, nghia la G, béi o, ta
duogc:
(011 —01)Ny1 +0pNyp +OgNy3 =0 (1.67)
G12Ny1+ (00 —O1)Nyp + OgoMyg =0 .
Gy3Ny1 + OpgNyp + (033 —01)Ny3 =0
Nhéan phuong trinh thd nhat véi n,,, phuong trinh thd hai v6i n,, va phuong
trinh thi ba véi n,, roi cong lai ta dugc:

[(011 —Gy)Nyq+GoqNyp +531”13]n21 +
+[012n11 + (090 —0y) Ny +c732”13]”22 +
+[G13N11 + GagNy2 + (033 — 1)z Jnpg =0

Tuong tu, tir hé ba phuong trinh (1.64), thay chi s6 * béi chit s6 2, nghia la o,

(1.68)

bdi o, ta dugc:
(041 —02)Npq + OpNpy + 034Nz =0
G12Naq + (0 —Gz)nzz +030Np3 =0
Gy1gNa1 + gy +(C33 =G )Npg =0

Nhan phuong trinh thi nhat véi n ,; Phuong trinh thi hai v6i n,, va phuong

(1.69)

trinh thi ba véi n,, roi cong lai ta dugc:

[(011=02)Nay +OaiNpp +OaqNpg |Nyq +

(1.70)
+[012n21 +(0p2 =G )Ny + 032n23]n12 +
+[O43N21 + OpgNop + (033 =) N3 |Ny5 =0
Lay (1.68) tri (1.70) ta co:
(02 = 01)(MN14Na1 +NyaNgp +NygNyg) = 0 (1.71)
No6i chung, o, # 1, nén:
Ny o1 +NyoNpp +NygNag = 0 hay nyny =0 (1.72)
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat
Diéu nay cho thay hai truc chinh tuong Ging vuéng géc véi nhau, 641 &, Lap
luan tuong tu ta sé c6 két qua 1a ba phuong chinh vudng goéc 1an nhau.

Né&u hé truc toa d9 x; trén hinh 1.6 chon trung véi ba phuong chinh ung suét,
ta c6 cac hinh chiéu cta vector Gng sudt p trén mat nghiéng ABC:

P1= 04Ny, P2 = GoNy; P3 = O3Ng (1.73)

Dung vector PM = p tai P, céc toa d6 cia di€ém ngon M:

Do d6, ta suy ra:
2 2 2
Xy [ Xo X3 _ (1.75)
St 5+—5=1

oy O, O3

Phuong trinh (1.75) biéu dién mat ellipsoid. Tu phuong trinh nay rat ra két
luan rang: trong ba vector Gng suit chinh c6 mot vector tng suat chinh 16n
nhat, mot vector tng suat chinh bé nhat va vector ting suat chinh 16n nhat la
vector Gng sudt cucdai trong toan mién lan can quanh diém P.

1.4. Ly thuyét dan héi tuyén tinh.

Duogc xay dung theo cach tiép can ning lugng, dua trén cdc gia thiét:

- Bién dang bé.

- Qua trinh bién dang la doan nhiét, tic 1a vat thé khong c6 thu nhiét hay hao
tan vé nhiét.

1.4.1. Ham ning luong bién dang.

Xét phan t6 vo cung bé cia vat thé tai diém P, c6 thé tich dV chiu luc khéi f;
va luc bé mit t tdc dung 1én bé mait rat nhé dS. Vat thé chiu bién dang sao
cho diém P dich chuyén mot doan rdt nhé 1a du;.

Cong sinh ra do luc thé tich f; la:

dWy = fidudV (1.76)
Cong sinh ra do luc bé mit t; 1a:

dWpnm = tdu,dS
Tu (1.50a) ta c6: dWpm = o;ndSdu; (1.77)
Theo dinh 1y Gauss:
dWpm = (ojdu)) idV = (ojdu; + oydu;;)dV (1.78)
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Néu nhu trong qué trinh bién dang, vat thé khong tié€p thu hay hao tdn nhiét,
toan b cong sinh ra sé& chuyén thanh ning lugng bién dang hay thé ning
bién dang tich liiy bén trong vat thé (ndi nang). Noi nang cta hé:

dudV = dWy + dWy, (1.79)
Tu (1.76) va (1.78), ta co:
dUAV = [(f + o3 )du; + oydu;1dV (1.80)
Theo (1.53a): dU = ojduj; (1.81)
Quan hé (1.81) duogc viét lai dudi dang nhu sau:
dU = (oyduj; + cjdu;j)/2 = ojdg;; (1.82)

Néu thanh phan tGng suat 1a ham thuan nhat ctia bién dang thi s& ton tai ham
ning lugng bién dang U chi phu thudc vao bién dang:

U = U(g;) (1.83)
Do d6 c6 thé coi U nhu mot ham cta cac bién dang va c6é thé viét vi phan toan
phan cia ham nay:

du =@dai‘ (1.84)
oe.

i
Tu (1.82) va (1.84), ta c6:
U

o = (1.85)
! g

Day la cong thiic Green duge phat biéu nhu sau: ing suat biang dao ham riéng

bac nhat ciia ham ning lugng U theo cac bién dang tuong ting cung chi s6.

1.4.2. Vat thé dan héi.

Vat thé dan hoi c6 bién dang do tai tdc dong chi phu thudc vao trang thai ting

sudt 6 thoi diém hién tai ma khong phu thudc vao bién dang ciing nhu qué

trinh dit tdi trong qua khi. Qud trinh bién dang 14 mot qud trinh thuan

nghich, nghia 1a khi bd tdi, bién dang va tng suat sé theo qua trinh cii tré vé

trang thai ban dau.

Su ton tai ham ning lugng bién dang sao cho thanh phan Gng sudt 1a ham

thudn nhat don tri ctia thanh phin bién dang la tinh ch4t co ban cta vat thé

dan hoi.

1.4.3. Vat thé dan héi tuyén tinh.

Gia thiét tai diém P, bién dang va tng suat dugc xac dinh trong cung hé truc

toa do. Doi v6i vat ran bién dang dan hoi quan hé gitta Gtng suit va bién dang
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat
tuan theo dinh luat Hooke: d6i véi vat thé dan hoi, ing sudt 1a ham tuyén
tinh va thuan nh4t cta bién dang.

ojj = Cijugi (1.86)
Céc hé s6 Cjq lap thanh tensor hang s6 dan hoi bac bén gom 81 thanh phan.

Nhung do tinh d6i xiing cla tensor ing suat va bién dang nén chi c6 21 thanh
phan 1a doc 1ap tuyén tinh. Ta co:

Cij = Cuij = Cjii = Cijic (1.87)
Thay (1.86) vao (1.82), ta c6:
dU = Cijk|8k|d8ij

L 1
dU = E(Cijklgkldgij + Cijk|8k|d8ij) = E(Cijk|8k|d8ij + Ck”jgijdgkl)

Nho (1.87), ta co:
1 1
du = E(Cijklgkldgij + Cijklsijdskl) = ECijkId(gijskl)

Tich phan phuong trinh trén ti trang thai ban diu (Gng suit va bién dang
bang khong), ta co:

1 1

Vat thé dan hoi tuyén tinh mang nhitng tinh chat sau:

- Nang lugng U tich liiy bén trong mot don vi thé tich hay noi nang riéng ludon
duong, 14 ham thuan nhat cia g va c6 thé xdp xi bang dang toan phuong
(1.88).

- Théa man dinh luat bdo toan ning lugng (khong tinh dén su hao tdn nhiét).
Do tensor ting sudt va bién dang d6i xiing nén cac hing s6 dan héi khong 16n
hon 21. Khi viét dinh luat Hooke qua 21 hé s6 nay, cdc chi s6 kép ¢ mdi thanh
phan cla tensor Gng sudt va bién dang dugc thay bing chi s6 don tir 1 dén 6
nhu sau:

©11 €11
O22 €22
{Gi} = Z?z , {gi} = jlfz (1.89)
O23 Y23
G31 Y31
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Nhu vay, dinh luat Hooke mé rong cho vat thé dan hoi tuyén tinh bat ky &
dang chi s6:

ci = Cjg v6i (i, j = 1..6) (1.90)
hay ¢ dang ma tran:
o] [Ci G Cis Cu Cis Ciglfan
O2o Cn Gy Gy Cx Cxllex
O3 | _ Cx Ca G Cos [)eas
Opp| Cas Cus Cug ||112 (1.91)
O23 Css Gss ||V
oz | Sym Cos | 731

Vé6i C;; 1a tensor do cing bac hai ¢6 21 thanh phéan lién hé véi 21 thanh phan
cua tensor bac bon Cjg nhu phuong trinh (1.92).

_CI111 CI122 CI133 CI112 CI1Z3 CI131_
Goe Gz Goo o Gom
G- Cows Cove Gz Gior
] CI212 CIZS C1231 (1.92)
Cazs G

S)’m C3131_

) 1
Theo (1.88), ham ning lugng bién dang: U= Ecisi (1.93)

luon duong v6i moi bién dang khac khong cho nén ma tran [C;] 1a x4c dinh
duong.

1.4.4. M6i truong truc huéng va ding huéng.

Vat liéu ddng huéng c6 tinh chdt ctia hé dan héi khong phu thudc vao huéng.
Vat liéu truc huéng 14 vat liéu c6 ba mét phang doi xing dan hodi vuong géc
véi nhau.

Khdi niém mat phang doi xing dan hdi: néu ciac hé s6 dan hdi tai mot diém
c6 gia tri khong doi do6i véi mot cip hé toa do bat ky ma hé no nhan duoc tu
hé kia bang phép chidu guong d6i véi mat phang da cho thi mit phing nay
goi 1a mdt phang doi xitng dan héi. Cac truc cia hé toa do nhu thé goi la
“huéng clia cic tinh chat dan héi tuong duong”.

a) Vat liéu dan héi truc huéng.
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Vat thé truc huéng thuong gip trong ky thuat nhu: gd, tAm bé tong cot thép
c6 dit cot thép khong dong déu theo hai phuong, tAm san c6 hé dam truc giao,
tAm vat liéu lugn séng, ...

Xét vat thé c6 mat phang doi xing dan hoéi, gid st 1a x; - X, nghia 14 khi thay
d6i chiéu truc x3 dé thanh hé truc toa do mdéi X’} v6i X'y = Xy, X2 = Xp, X'z = -Xa,
thi gid tri cdc hang s6 dan hdi khong thay ddi. Phép bién ddi nay viét theo
ma tran la:

1 0 O
[a;]=[0 1 0 (1.94)
0O 0 1
Trong d6 [a;] 14 ma tran bién d6i toa do tir x; sang X';.
Tensor Uing suat bién d6i theo phép bién déi tensor:
G'yy =04y, O'pp =0Opp, O'gg =033, O'1p =0y (1.95)
013 = 7013, O 23 =023
Tuong tu, doi vdi tensor bién dang ta co:
€91 =811, €00 =80 E33 =33 V12 = V12 (1.96)
Y13 =113 Y23 =123
Pinh luat Hooke trong hé toa do mdi:
1| [Cy Cp Cs Gy Cs ~Cigl°"
Oz Cr Cp Gy Cx Ly €2
Oz _ Cx Gy G Cxllen
G ) Cus Cus —Cas ||y
C'os G Cxo V23
O g1 LSym Cos | ¥'s1 (1.97)

Vi quan hé dng sudt va bién dang trong hai hé truc phdi déng nh4t nén ma
tran cing [C;] phdi bang ma tran cing trong (1.91), ¢c6 nghia la nhiing thanh
phan mang ddu a4m trong (1.97) phai bing 0, suy ra ma tran cing [C;] phai c6
dang:
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

' Ciy Cypp Ciz Ciy O 0 ]
C22 C23 CZ4 O O
Cas Cgy O 0
[Cii] - 1.98
CSS CS6
| Sym Ces

Nhu vay, trong trudng hop c6 mot mat phang dan hoi, s6 hé s6 dan héi 1a 13.
Gid st c6 thém mit phidng d6i xing dan héi, chdng han Xp-X3, ma tran [Cy]
trén rit gon con chin hiing s6 dan hoéi nhu sau:

I Ciy Cip Gz O 0 0 |
C 0 0 0
c.l= 33
[ 'J} C44 0 0 (1.99)
| Sym Ces_

Khi c6 hai méit phang toa do vuong géc 1a d6i xting dan hoi thi mat phing con
lai ciing sé la d6i xing dan hoéi. Nhu vay, trong trudng hop dan héi truc
huéng, s6 hing s6 dan hoi 1a chin va khong thé rat gon thém.

Diac diém cta phuong trinh xac dinh d6i véi vat liéu nay 1a dng sudt phap chi
liéen quan dén bién dang dai, ing suit ti€p chi lién quan dén bién dang géc.
No6i cach khéc, trong truong hop nay, truc chinh tng sudt va truc chinh bién
dang trung nhau.
D& thdy dugc tinh chdt nay, ta chon hé truc toa do x; ban dau trung véi cdc
phuong chinh bié€n dang. Do d6, ta cé:

€11 =&, Epp =8, £33 =E3, E1p =3 = €3 =0 (1.100)
Tu (1.91) ta duogc :

Bay gio ta xoay hé truc toa do x; sang x’, sao cho trong hé truc mdi truc x’s
trung véi truc xs cii, con hai truc x’; va x’s tuong ng ngugc chiéu véi hai truc
cl x; va Xo. Ta sé co:
n! — n! — _1. n! — 1.
11 22
' ' ,’ 3? , ' , (1.102)
Nip =Nz =Npy =Np3 =N3y=Ng, =0
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Céc truc toa do mdi cling trung v6i céc truc chinh bién dang. C4c hiang s6 dan
hoi C;; khong phu thudc vao viéc chon hé truc toa d§. Vi thé trong hé truc méi
X’k ta cling ¢6 hé thc:

Ap dung cong thic bién d6i (1.40) va (1.60) va cha y dén (1.102), ta dugc:

Go3 = OjiNoN3; = —GCpg (1.105)
Thay (1.104), (1.105) vao (1.103):

—G53 = Cge1 +Cpoey + Croeg (1.106)
So sanh (1.101) v6i (1.106) ta thay:

o3 =0 (1.107)

Tuong tu ta cling cé:

Nhu vay, trong trudng hop dan hdi truc huéng, truc chinh tng sudt va truc
chinh bién dang trung nhau.

Vat thé truc huéng duge goi la d6i xing lap phuong, néu tinh chat dan hoi
khong ddi theo cd ba huéng. Lic d6, chi con ba hang sé dan hai:

C11=Cx =Cg3va Cys=Cs3 =Cgy va Cus = Cs5 = Ces (1.109)
b) Vat liéu ding huéng.

Do tinh chat ctia vat liéu theo moi phuong 1a nhu nhau, ta c6 thé xoay truc
theo mot phuong bat ky, cdc hiing s6 dan hdi vAn khong thay déi. Chang han
quay hé quanh truc x; mot géc 45° nhu hinh 1.6.

Ma tran bién d6i toa d6 c6 dang:

1
1 (1.110)

2
[aid: ﬁ 0
0

-l 54

1

S6 hing s6 doc lap con lai hai va dugce ky hiéu 1a: Cio = A va Cuy = 1, goi 12 hai
hing s6 Lamé. Ma tran cing cho vat thé dan hdi dang huéng:
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

A

X2
X
¥ X 2 '
.................... 45°
............... / \ 45°
........ - x,
X3, X'3
Hinh 1.6
A+20 A A 0 0 O]
A+ 20 A 0 0O
[c,]- A+2p 0 0 0 (1.111)
! u 0 0
u O
| Sym M
Nhu vay dinh luat Hooke dugc viét du6i dang chi s6 nhu sau:
Gjj = }ngk8ij + 2“8” = X@Sij + 2}18”‘ (1112)
v6i O = g la bién dang thé tich.
hay bi€u dién bién dang theo Ung suit:
1
21 2u+ 3h
bat:
vE E
A= ; w=G=_——— (1.114)
(1+v)(1-2v) 2(1+v)
Ta thu duogc:
€ —1+VG V5o (1.115)
ij E ij E ij - Kk .

Nghién ctu trang thdi kéo don gidn chi theo truc x; c6 thé dua ra ciac modulus
dan hoi ky thuat E (Young’s modulus) va v (hé s6 Poisson):

27



Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Oy = E811
(1.116)

€E,, =¢€

20 = —VE

33 11

Tir quan sat thuc nghiém, ta thiy o4 va g1 cung d4u, nhung khac dau véi &,
gsz. SuyraE>0va v>0.

Xét trang thdi Gng suat dac biét 1a 4p suat thay tinh, x4dc dinh bing:
Cjj = 'p8ij.

Ta c6 p = - Kew, v6i K = E/[3(1 - 2v)]. Vi 4p sudt thuy tinh p > 0 va Gng suit

phéap gay nén nén K > 0, suy ra :
O0<v<he

khi v = %2 thi vat liéu khong nén dugc.

(1.117)

Trong trang thai trugt thuan tdy, quan hé gitta modulus trugt G va céc
modulus khac duge thiét 1ap dé dang nhu sau:

w=G = E/2(1+v)] (1.118)
Quan hé giita cac modulus dan hoéi duge cho trong bang 1.5:
Bang 1.5
A E, v u, K 1Y
N vE 3K-2u 2uv
(1+v)(1-2v) 3 1-2v
_E
" 2(1+v) " "
2 E 2u(1+v)
K A+ s M 3(1-2v) K 3(1-2v)
w3\ +2u) OKu
E E — 2u(1+v
A+ 3K+ 2 )
A 3K-2u
Y 2(L + 1) v 2(3K + ) v

1.5. Giai bai toan vat rin dan héi theo chuyén vi hoic theo Wng suit.

Nhu vay ta da dinh nghia dugc 15 dai lugng can va da dé dac trung cho bién
dang va ndi luc tai diém (dng suat): 3 thanh phan chuyén vi, 6 thanh phan
bién dang va 6 thanh phan tng suat. Chiung 1a cdc ham lién tuc cia cdc toa do
diém bat ky trong vat va viéc xdc dinh cdc ham nay 14 nhiém vu cl@a bai toan
vat rdn bién dang dan hoi.
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Muon xdc dinh 15 dai lugng nay ta phai gidi hé 15 phuong trinh vi phan da
thiét 1ap dugc, bao gom 3 phuong trinh can bing (1.53), 6 phuong trinh quan
hé dng suat - bién dang (1.112) hay (1.113) va 6 phuong trinh biéu dién quan
hé bién dang - chuyén vi (1.39). Ngoai ra, cic dai lugng trén con phai théa céc
diéu kién bién dong hoc va diéu kién bién tinh hoc. Vi du cac diéu kién bién
tinh hoc vé luc bé mit c6 dang (1.50) hay:

qj :Gijni; j=1,2,3

Thong thudng nguoi ta tdch 15 4n ra lam hai nhém: nhém an co ban (so cdp)
va nhém 4n con lai (thd cdp). Nhém 4n co badn sé dugc xdac dinh truéc mot
cach doc lap v6i cac 4n con lai dé 1am co sé xdc dinh cdc 4n con lai.

Néu chon 3 thanh phdn chuyén vi lam nhém 4n co ban, thi bai toan vat rén
dan hoi dugc goi 1a gidi theo chuyén vi; con néu chon 6 thanh phdn ung sudt
lam nhém 4&n co bdn, thi bai toan vat rédn dan hoi dugc goi 1a gidi theo ung
sudt.

Truong hop gidi theo chuyén vi, ta sé nhan dugc hé 3 phuong trinh vi phan
v6i 3 4n 1a ba thanh phan chuyén vi ti hé 15 phuong trinh trén bing cach
khii di cac thanh phan cia tensor Ging sudt va cta tensor bién dang. Dién tién
clia cong viéc nay c6 thé chi tiét theo cdc buée nhu sau.

Thay (1.39) vao (1.112), ta dugc:

5, =106, + | 2 M (1.119)
! i oX;  0OX '
Pao ham riéng (1.119) theo x; rdi 1ap tong theo chi so i, ta thu dugc:
0G;; Blo)
—L=(A+p)—+pviy, (1.120)
OX; OX;
v6i:
ou,
Q=g =— (1.121)
OX;
» 0% 0% &°
\% la toan tu Laplace (1.122)

= + +
2 2 2
OX] OX5 OX3

Thay (1.120) vao phuong trinh can bing (1.53) ta s& dugc hé phuong trinh vi
phan Lamé d6i v6i cac thanh phan chuyén vi duéi dang:
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

pvzuj+(x-+u)fiz+-xj::o (1.123)

axj

v6i: X; = pb; 1a luc thé tich.

Néu trén bé méit vat rin da biét chuyén vi, thi cac diéu kién bién doi véi hé
phuong trinh (1.123):

ou.

ou.
=20n +ul — +—L |n (1.124)
% : Ll(axj axiJ !

Nghiém ctia hé phuong trinh (1.123), da théa cac diéu kién bién (1.124), xéc
dinh truong chuyén vi trong vat rdn. Truong bién dang sé dugc xdc dinh tiép
dua vao cac hé thic Cauchy (1.39), va cudi cung trudng tng suat sé dugc xdc
dinh ti hé thic (1.112).

Truong hop trén bé mat vat ran da biét luc tdc dong thi gidi theo ung sudt sé
thuan loi hon.

Ba phuong trinh vi phan can bing (1.53) chua dt dé xac dinh nhém 4n co ban
gom 6 thanh phan Ung suit, ma can phai dua vao cac hé thic Cauchy (1.39)
va dinh luat Hooke (1.112) ho#c (1.113) dé c6 di s6 phuong trinh bd sung chi
chita céc 4n co ban.

Céc thanh phin bién dang sé 1a cdc ham ba bién va dugc tinh theo cidc hé
thic Cauchy (1.39) nhu sau:

_ou, _ oV, _ow
Tt YTay T (1.125)
~o0u ov,  0Ou ow, __8v4_6w

= —+—; =4+ — = 4+
Ty oy 0Ox he =5z Vo T oz oy

Tu (1.125) ta co:
0%, _ 0% . 0%, o°v . 0, _ &%  o%
oy?  oxoy®’ ox®  OxP0y’ oxoy Oxoy®  ox*oy
Do dé:

0%, 0%, _ 0%, (1.125a)
oy®  ox®  oxoy

Tuong tu cho hai méi quan hé con lai:

2 2
0", n 0%, _ 0¥y, (1.125b)
0z®> 0y® oyoz
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat
o, 0%, 0%,

n _ (1.125¢)
0z® ox® oxoz
Mait khéc, ta cling c6:
%, ou . oy, o . R
oyoz oxoyoz OX  Ox0z  OXoy
O _ O, W Oy u v
oy oOyoz oxdy 0z Oyoz oxoz
Ta rat ra dugc:
2828X _o( oy, +6yzx +3ny (1.126a)
oyoz ox\ ox oy o0z
Tuong tu cho hai méi quan hé con lai:
508 _ 0% oy, Ony (1.126b)
0zox oy\ ox oy oz
5 0%, _ 001, Or, Oy (1.126¢)
oxoy o0z\ ox oy o0z

S4u moi quan hé vi phan giita cdc thanh phin bién dang dugc goi la cac diéu
kién tuong thich Saint-Venant.

Dit bién dang thé tich 1a ® va téng cac Gng sudt phap 1a 0, ching duge xac
dinh nhu sau:
O=¢ +¢ +¢
X y z (1.127)
0=0,+0,+0,

Dung dinh luat Hooke, cac diéu kién tuong thich (1.125) va (1.126) sé chuyén
thanh moi quan hé giita cac thanh phan Gng sudt. Thi du, mdt méi quan hé
nhu thé sé thu dugc bang cach thay ba biéu thic ctia dinh luat Hooke:

g, = ;[(1+V)Gy —ve}

g, = ;[(1+V)GZ ~v0 |
2(1+v)1,,
E
vao diéu kién tuong thich (1.125b), ta thu dugc:

sz =
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

52 2 2 2 52
(1+v)( 8:; +8 G;]—v(gzg+a(2}—2(1+v)ryz

oy oy 0yoz
Mit khéc, tir ba phuong trinh can bing ta cé dugc:

ot,, _ 0o, _ 0t,, 7
oy 0z O0X
0T, _ do, Ot v
0z oy oX
0o, _ 0T,y 01y, X
OX oy 0z
o1, d%c, o1, oZ
oyoz 0z® oxo0z oz
hay: o*t, 0O%, 01, oY
oyoz  oy> oxéy oy
o°c, Ot o', X
ox® 8x8y o0X0zZ OX

(1.128)

Cong hai phuong trinh dau véi nhau va két hgp véi phuong trinh thid ba:

0*t,, 0°c, 0%,
oyoz ox®  oy?

o%c 8X oY oZ

4 -

822 ax

Thay két qua nay vao (1.128) va dung todn tu:

+ +
ox® oy® 0z°

ta tim duogc:
2 2
(1+v) Vze—Vzcx—a? V@—a—?
OX OX

(1.129)

Hai phuong trinh tuong tu (1.129) c6 thé thu dugc tir hai phuong trinh tuong

thich thi nhat va tha ba.

Cong ba phuong trinh loai (1.129) (trong dé hai phuong trinh tuong
dugc tir phuong trinh tuong thich thi nhat va tha ba), ta co:

(1-v)v20 = _(1+v)(ax+aY az}
oXx oy oz
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Thay thé biéu thic nay déi véi V20 vao (1.129):

2 1 0%0 v (oX oY oL oX (1.130)
Vi, + > =~ =+ 4 —2==
1+ v Ox 1-v{ ox oy oz OX

Ta c6 thé thu dugc ba phuong trinh loai nay tuong tng vé6i ba phuong trinh
tuong thich dau tién. Tuong tu ba phuong trinh tuong thich con lai c6 thé dugc
chuyén thanh cic phuong trinh c6 dang nhu sau:

Vit 4 1 0°0 GZ oY (1.131)
" 1+voyoz 6y oz
Trudng hgp luc thé tich 1a hang, (1.130) va (1.131) s& c¢6 dang:

(1+v) Vo, +@—O
Ox?

(1+v)V? o, +@ 0

oy*
0°0
(1 + V)V c,+— =0
0z°
0°0
(1 + V)V Tyt =0
oxoy
0°0
(1 + V)V t,+t-———=0
0yoz
2
(14v)ver, + 29 —0
oX0z
Ta thay rang thém vao ba phuong trinh can bang (1.53) va ba diéu kién bién
(1.50), cic thanh phan Gng sudt phai théa sau diéu kién tuong thich (1.129) va
(1.130) ho#c (1.132). Hé thong cac phuong trinh nay, néi chung, du dé xac
dinh cac thanh phan ng suit.

(1.132)

Céc diéu kién tuong thich chi chita nhilng dao ham bac hai cia cdc thanh
phan Gng sudt. Do d6, néu ngoai luc tdc dong sao cho cac phuong trinh can
bang (1.53) cung véi cdc diéu kién bién (1.50) c6 thé dugc théa khi 14y céc
thanh phan Gng sudt nhu la hing s6 hay 1a cdc ham tuyén tinh theo toa d9,
cac phuong trinh tuong thich duge théa mot cach tuong tu va hé thoéng tng
suat nay la 191 gidi chinh x4c cta bai toan.

1.6. Vi du giai bai toan vat rin dan héi.

1.6.1. Vi du 1.
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Tim truong chuyén vi va truong ung sudt trong thanh hinh tru tron chiu xodn
thudn tuy.

Giai:

Chon truc thanh lam truc toa d6 z, hai truc x va y ndm trong méit cit ngang &
gitta thanh. Khdo sat mot diém trong thanh. Cac thanh phan chuyén vi 1a u,

v, w; cac thanh phan tUng sudt 1a oy, Gy, G4 Txy, Tyss T C4C thanh phan bién
dang la &, €y, €, &y, &y Eux-

Ta sé gidi bai toan theo chuyén vi, va thi chon cac thanh phan chuyén vi 1a
cac ham cé dang:

u=-1zy; V = 1ZX; w=0 (a)
trong d6 t = const sé dugc xac dinh sau.

Theo (a) ta co:

Viu=0; V?=0; V®w=0 (b)
®:8U+5V+8W (c)
ox o0y 0z

Thay (b), (¢c) vao hé phuong trinh vi phan (1.123) ta thay céc phuong trinh dé
s& dugc théa man chi khi cdc thanh phan luc khéi:

X=Y=%7=0 (d)

Tai diém bat ky trén méit tru ngoai cia thanh, do ns = 0 nén cdc diéu kién
bién (1. 124) con lai:

dy =(k®+2p2;]n1+u(g\;+g;‘ n,
dy =M(Z\;+2;jn1+(k®+2p2§ N, (e)
dz :M(@+a_wjn1+u(8_v+8_w o
0z OX 0z oy
Tu d6, theo (a) va (c) ta suy ra:
Qx =0y =0 ()
d, = pt(-yn +xn2):—§;(ydy+xdx):0 (2)

trong d6 ds la do dai vo cung bé trén duong tron chu vi méit cit ngang cua
thanh, x va y 1a toa do diém bat ky trén duong tron dé.
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Tai diém b4t ky trén hai mat cdt 6 hai ddu thanh: n; = ny, = 0, ng = + 1. Trén
mat cit dau thanh c6 toa do z = ¢/2, cac diéu kién bién (1. 124) con lai:

RERY
x~Hox "oz
I L (h)
Y “(afazj

ow
=| A0 +2u—
@ - (10+2: 27 |

Két hop (h) véi (a) va (c) ta dugc:
Qx = -pTy; gy = ptx; g, =0 (i)

Goi M, 12 moment d6i v6i truc toa do z (moment xoén) cia cac thanh phan luc
bé mit trén dién tich F cla mit cat dau thanh, ta cé:

M, = [(-a,dFy +q,dFx) X
F
Thay (i) vao (k) ta nhan duogc:
M, = urj.(xz + yz)dF = ptly ()
F

trong d6 l, = J‘ (x2 + yz)dF la moment quan tinh (moment dién tich bac hai) do6i

v6i tdm O caa dién tich F.
Vector chinh cia cac thanh phan luc bé mit trén dién tich F ctia mat cat dau
thanh:

J(qx +qy)dF = j(—yT+X])urdF =
F F (m)

= —MTTJ ydF + m]j xdF=0
F F

Céc tich phan & vé phai biéu dién moment tinh (moment dién tich bac nhat)
cua F d6i v6i céc truc trung tdm x va y di qua trong tdm O, do vay céc tich
phan nay bing khéong! Piéu nay lam cho vector chinh cliia cdc thanh phan luc
bé mit trén dién tich F clia mit cdt ddu thanh bang khong.

Tuong tu cho mit cit dau thanh c6 toa do z = -¢/2.

Nhu vay, cdc ham chuyén vi da chon c6 dang (a) biéu dién truong chuyén vi
trong thanh chi chiu tdc dong cia cac luc bé mat trén mat cit hai dau thanh.
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Céc luc bé mit nay tuong duong v6i hai moment tap trung M, dit & hai dau
thanh va nguge chiéu nhau. Vay cdc ham chuyén vi da chon c6 dang (a) dung
14 nghiém cta bai todn xoan thuin tdy thanh hinh tru tron.

Tir (/) ta xdc dinh dugc hang sé T

MZ
"Gl ()

trong d6 u= G = E/2(1+v) 12 modulus dan hoi trugt.

T

Ta dung 6 phuong trinh quan hé bién dang - chuyén vi (1. 39) va 6 phuong
trinh quan hé Gng suit - bién dang (1.122) dé xac dinh truong tng suat trong
thanh:

&x=0,6=0,8,=0, &y =0, &, = 1%, gx = -1y (0)

ox=0,0y,=0,0,=0, 7, =0, 17y, = G1X, 1,5 = -Gty (p)
hay, thay t bdi (n) :

M M
=2y, 1, =--Z2y (q)

IO o

sz

Trén mét cidt ngang bat ky cia thanh, Ging suit tié€p toan phan tai diém tuy y
P(x,y) ky hiéu T, va c6 do 16n xdc dinh béi cong thc:

M M

T, =4/r§X+r§y =|—Z\/X2+y2 zl—zp (t)
(0] (0]

Vector tng suat fz c6 phuong vudng géc véi ban kinh p cia diém P.

1.6.2. Vi du 2.

Cho tensor sau day:

—Cx; O 0
T=4 0 -Cx; O
0 0 -D

trong dé C va D la cdc hdng sé duong. Tensor nay cé thé dung biéu dién
truong ung sudt trong khoi tru bi bién dang duoc khong? Néu duoc, hay xdc
dinh truong luc khéi va truong luc bé mdt tuong ung tdc déng vao khoi tru do,
biét rang phuong trinh cia mdt tru cé dang:

F(Xq,Xp,X5) = X5 +x5-a° =0
Giai:
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Gia su thira nhén:

—-Cx, O 0
T,=c;,=1 0 -Cx; 0 @
0 o -D

Ta suy ra cic phuong trinh vi phan can bang (1.53) s& dugc théa man néu céc
thanh phan luc khoi bing khong: X; = 0 (j = 1, 2, 3). Vé6i (a) va X; = 0 thi 6
phuong trinh tuong thich (1.130) va (1.131) déu dugc théa.

Nhu vay c6 thé nhan tensor (a) biéu dién trudong tng suat v6i diéu kién luc
khéi bing khong.
Viéc x4c dinh céc luc bé mit tién hanh nhu sau.
Trén mat tru da cho F(X1,X2,X3) = X12 + Xg —a® =0 vector don vi trén phap
tuyén ngoai doc theo mot duong sinh c¢6 dang:

- Xy Xs < e

n="=1i+>2i,+0i, (b)

a a

do d6, cac luc bé mit doc theo mot duong sinh, dua theo diéu kién bién (1.50)
duoc xac dinh nhu sau:

rﬁ r_CX1X3\
q1 _CX3 O O a a
2 C 23
ds 0 0 -D|lo 0
hay:
—_ C g C re e
N e 2 X Xaly — —XoXais + O d
q g X1Xah = XeXsl2 3 (d)
do d6:
- C [
‘qn = ;‘X;g‘ X12 + XS =C ‘XS‘ (e)
Theo (¢) ta co:
X
QG _ % (f)
dz  Xp
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

A , N , o N . ANy ~ . ~ <~
Heé thic (f) va (e) ching té vector luc bé mat 0 nam trén phap tuyén va sé
cung chiéu véi phap vector don vi N néu x3 < 0 hoac nguogc lai.

Nhu vay, tai mat cit c6 toa do x3 > 0 trén dudng tron chu vi cia mit cat
X12 + Xg —a% =0 céc luc bé mat §"déu husng tam va c6 do 16n bing hing.
Trén hai mit cit ddu mut ciia khéi try, vi fi = +i;, nén:

q'| =D = const (h)

1.7. Thié€t lap bai toan vat ran dan héi va cac phuong phap giai gan
dung.

Cac bai todn vat rdn dan hoéi néu mudn thiét l1ap mot cdch chit ché thi phai
biét day da : hinh dang cia vat thé, cdc hing s6 dan hoi cia vat liéu, cac luc
khéi, ba diéu kién bién trén khap vat thé.

Vi viéc gidi bai todn loai nay can xdc dinh trudng chuyén vi, truong bién dang
va truong Ung suit, do d6 gip nhiéu khé khan vé toan hoc. Loi gidi gidi tich
chinh xac chi c6 duge trong mot s6 it trudng hop don gidn nén khong d4p dng
hé&t nhu ciu tng dung trong ky thuat.

Nhim lam cho bai todn don gidn hon nguvi ta thudng dung nguyén ly Saint-
Venant sau day: néu mot hé luc tic dong lén moét phdn nhé cia bé mdt hodc
cia thé tich vat rdn dan hoi duoc thay thé béi mot hé luc khdc cing tdc dung
trén phdn nhé ciia bé mdt hodc cia thé tich vdt rdn va hai hé luc cé chung
vector chinh va moment chinh, thi trang thdi ung sudt tai cdc diém cua vdt
rdn khéng qud gdn mién ddt luc hau nhu khong doi.

V6i viéc tng dung nguyén 1y nay ta c6 thé mé rong dang ké 16p céc bai toan
trong d6 c6 thé tich phan dugc cac phuong trinh liét ké trong muc 1.5. Tuy
nhién, van con mot lugng rat 16n cac bai toan khong thé tim dugc nghiém gidi
tich chinh xac. Trong nhiing truong hgp nay nguoi ta Gng dung rong rai cac
phuong phép gidi gan dung khac nhau va ching dugc chia ra lam hai nhém.

Nhém thd nhat bao gom cac phuong phdp gan ding c6 chung dic diém la cac
phuong trinh vi phan chinh xdc cda bai toan dugc thay thé bdi cdc phuong
trinh gan ding. Quan trong nhat trong sé cdc phuong phap nay la ngudi ta
thudng cin cd vao cdc nguyén nhan vat ly hoidc dua vao cdc 1oi giai da biét
cho nhiing truong hgp tuong tu ma cé thé phan chia céc tng suat trong bai
todn thanh cdc Ung suidt co ban va céc tng suat thi yéu.
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Chuong 1. Hé phuong trinh tong quat

Céc ting suat thd yéu 1a cdc tng sudt cé tri s6 bé so vdi cac ing sudt co ban va
s& khong dugc ké dén khi tinh céc bién dang.

Trong nhém thi nhat con ké dén viéc thita nhan céc gid thiét vé sy phan bo
cac Ung suat hodc vé dic diém cta trang thdi bién dang.

Khi gidi c4dc phuong trinh vi phan cta bai todn vat rdn dan hoéi (chinh x4c hay
gin ding), trudc tién nguoi ta tim cdch gidm s6 ham 4n phai xdc dinh. Doi
khi c6 thé biéu dién tdt cd cdc 4n phdi tim theo cdc dao ham cia mot dai
lugng nao d6 c6 y nghia vat ly tu nhién (vi du, trong ly thuyét tdm moéng dai
lugng d6 la do vong). Trong nhiing bai toan khac ngusi ta dua vao nhitng ham
4n méi cha cac toa do, thuong cé tén goi 14 cac ham ung sudt, thong qua céc
dao ham riéng ctia ching theo céc toa do ta sé biéu dién tat ca cdc tng suit
phai tim.

Trong nhiéu 16p bai toan ta c6 thé biéu dién tat ca cdc 4n theo cic dao ham
riéng clia cung ham ng suit, va viéc gidi bai todn qui vé tim ham dé.

Trong nhém thi hai, viéc gidi gdn ddng céc bai toan vat ridn dan hoi chung
qui lai 1a cac phuong trinh vi phan x4ac dinh ham 4n sé dugc gidi mot cach xap
xi. Trong céc phuong phap phé bién nhat thudoc nhém nay, biéu thic gan ding
cia ham an ® dugc da thic héa dudi dang :

D =Cyoy +Ci01 +Co0, +...+C 0, (1.133)
trong do:
¢®o, P1, P2, -, Pn la cdc ham nao dé cua cac toa do
Co, C1, Cs, .., C, 1a cdc hé so hing.

Cac ham oo, 91, ¢, .., ¢n s& dudc chon sao cho cac diéu kién bién ctia bai todn
dugc théa man; viéc chon cidc ham ¢ nhu thé van con rat tuy y nhung dé
thuan lgi trong qua trinh gidai nguoi ta thuong chon ching c6 dang da thdc.
Sau d6 sé& tim cédc tri s6 cta cac hé s Cy, Ci, Cy, .., C, sao cho nghiém gan
ding (1.133) gan vé6i nghiém chinh x4c nhAat.
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