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1.1. Kyù hieäu chæ soá. 

Ñeå ruùt goïn ta söû duïng caùch dieãn ñaït theo chæ soá: x1, x2, x3, …, xn hoaëc x1, x2, x3, 
…,xn. Chæ soá coù theå ñaët ôû döôùi hoaëc treân. 

Bieåu dieãn moät toång coù daïng: 
       a1x1 + a2x2 + a3x3 + …+ anxn =

i n
i i

i 1
a x

=

=
∑                                                                   (1.1) 

      
i n

1 2 3 n i
1 2 3 n i

i 1

u u u u udx dx dx ... dx dx
x x x x x

=

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑                   (1.2) 

 
Toång theo hai chæ soá khaùc nhau: 

   ( )
== =

= = =

= +∑∑ ∑
j 2i 3 i 3

ij i1 i2
ij i1 i2

i 1 i 1 i 1
a b a b a b                                            (1.3) 

   

j 2i 3
ij

ij
i 1 i 1

a b
==

= =
∑∑ = a11b11+ a12b12+ a21b21+ a22b22+ a31b31+ a32b32 

Bieåu dieãn moät tích döôùi daïng: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
=

=

− = − − −∏
i 3

1 1 1 1 1 1 1 1
i i 1 1 2 2 3 3

i 1

a b a b a b a b                                       (1.4) 

Quy öôùc Einstein: Neáu trong moät ñôn thöùc moät chæ soá ñöôïc nhaéc laïi moät laàn 
treân vaø döôùi hoaëc ngöôïc laïi thì coù nghóa laø ta phaûi laáy toång ñoái vôùi chæ soá ñoù. 

Ví duï:          
i n

i 1 2 n
i 1 2 n

i 1
a y a y a y ... a y

=

=

= + + +∑  

Bieåu thöùc treân ñöôïc vieát laïi nhö sau: 

      

i n
i i

i i
i 1

a y a y
=

=

=∑       ( )n,...,2,1i =  

Bieåu thöùc 1 k
k 3a b   vôùi (k = 1,2,…n) coù nghóa laø: 

     
1 k 1 1 2 2 1 n
k 3 1 3 1 3 n 3a b a b a b ... a b= + + +  

Chæ soá laëp laïi duøng ñeå chæ pheùp coäng hay “chæ soá caâm” maø yù nghóa cuûa bieåu 
thöùc khoâng thay ñoåi. Ví duï: 

aibi = aαbα = awbw 
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Chæ soá gaëp moät laàn laø chæ soá töï do vaø coù theå nhaän moät trong caùc giaù trò 1, 2, …, 
N. 

Qui öôùc pheùp laáy toång:  
Ví duï: 
  aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3       (i= 1..3) 

 akmbm = ak1b1 + ak2b2 + ak3b3    (m = 1..3)        (1.5) 
  dss = d11 + d22 + d33                 (s = 1..3) 

Thaønh phaàn tensor haïng baát kyø coù theå bieåu dieãn roõ vaø goïn nhôø kyù hieäu chæ soá. 

Ví duï: ai, bj, Tij, εijk, Rpq
. 

Moät soá kyù hieäu ñaëc bieät: 

Kyù hieäu Kronecker delta δik, hay kyù hieäu ñöôøng cheùo chính, ñöôïc ñònh nghóa 
nhö sau: 
 

   (1.6) 
 
 
Vôùi ñònh nghóa ñoù ta coù: 

    

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 0
0 1 0
0 0 1

δ δ δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ δ δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ δ δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                                 (1.7) 

Ví duï vôùi bieåu thöùc: ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 nds dx dx ... dx= + + +  

Hay: 

 ( )
i n 22 i

i 1
ds dx

=

=

= ∑            (1.8) 

Ta coù theå vieát theo kí hieäu Kronecker: 
2 i j

ijds dx dx= δ  (i =1, 2,…,n vaø j = 1, 2,…,n )   (1.9) 

Ta coù theå vieát nhöõng chæ soá trong kyù hieäu Kronecker caû treân vaø döôùi tuøy theo 

ñieàu kieän söû duïng: ijδ , ijδ , i
jδ . 

Kyù hieäu hoaùn vò εijk, ñöôïc ñònh nghóa nhö sau: 

ik ki
 1   khi i = k
 0  khi i k

⎧
δ = δ = ⎨ ≠⎩
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     εijk =
 1 neáu i,j,k la äp thaønh hoaùn vò chaün tö ø 1, 2, 3.
 0 neáu hai chæ soá baát kyø baèng nhau. 
-1 neáu la äp thaønh hoaùn vò le û tö ø 1, 2, 3

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

                     (1.10) 

Töø (1.10) ta coù caùc giaù trò sau cuûa hoaùn vò öùng vôùi caùc giaù trò cuûa caùc chæ soá: 
 ε112 = ε222 = ε233 = 0 
 ε123 = ε231 = ε312 = 1 

   ε132 = ε321 = ε213 = -1 

Moät ñònh thöùc haïng ba coù theå bieåu dieãn theo qui öôùc hoaùn vò nhö sau: 

      

1 2 3
1 1 1
1 2 3 ijk 1 2 3
2 2 2 i j k
1 2 3
3 3 3

a a a

a a a a a a

a a a

= ε                                            (1.11) 

1.2. Lyù thuyeát bieán daïng.  

Xeùt vaät raén hình khoái V ñöôïc giôùi haïn bôûi beà maët S. Giaû thieát vaät raén coù dof 
= 0, ñaøn hoài tuyeät ñoái, ñoàng nhaát vaø ñaúng höôùng, chòu taùc ñoäng cuûa heä ngoaïi 
löïc laøm cho vaät bò bieán daïng thaønh hình khoái V1 vaø ñöôïc giôùi haïn bôûi beà maët 
S1. 

Trong moân Ñaøn hoài öùng duïng ta chæ xeùt tröôøng hôïp vaät bieán daïng ñaøn hoài beù 
thöôøng gaëp trong kyõ thuaät. 

1.2.1. Chuyeån vò. Ñònh löôïng bieán daïng. 

Goïi P, Q laø moät caëp ñieåm baát kyø raát gaàn nhau trong V, caàn ñònh löôïng bieán 
daïng trong mieàn laân caän quanh P. Choïn heä truïc vuoâng goùc ba chieàu baát kyø 
Oxyz, ba toïa ñoä cuûa P(x,y,z) vaø Q(x+dx,y+dy,z+dz).  

Khi vaät raén bieán daïng, P seõ dôøi ñeán P1(x1,y1,z1) vaø Q seõ dôøi ñeán 
Q1(x+dx+u1,y+dy+v1,z+dz+w1). Goïi ( ) ( )= =

uuur uuuur
1 1 1 1 1PP u,v,w ; QQ u ,v ,w , ta coù: 

x1 = x + u; y1 = y + v; z1 = z + w            (1.12) 

Caùc thaønh phaàn chuyeån vò u, v, w laø caùc ñaïi löôïng raát beù vaø laø caùc haøm ba 
bieán lieân tuïc trong mieàn V: 

 u = u(x,y,z);  v = v(x,y,z);  w = w(x,y,z)              (1.13) 

Goïi PQ = ds (hình 1.1) vaø caùc cosin chæ phöông cuûa ñoaïn thaúng PQ laø l, m, n. 
Ta coù: 

dx = lds; dy = mds; dz = nds                                       (1.14) 

vaø ds2 = dx2 + dy2 + dz2                (1.15) 
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Caùc thaønh phaàn chuyeån vò cuûa ñieåm Q : 

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂

1

1

1

u u uu u dx dy dz
x y z
v v vv v dx dy dz
x y z
w w ww w dx dy dz
x y z

                                      (1.16) 

Ñoä daøi PQ sau bieán daïng (töùc laø P1Q1) : 

ds2
1 =(dx+u1-u)2+(dy+v1-v)2+(dz+w1-w)2                                            (1.17) 

Theo (1.16), ta coù : 

 

∂ ∂ ∂
+ − = + + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ − = + + +
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ − = + + +
∂ ∂ ∂

1

1

1

u u udx u u dx dx dy dz
x y z
v v vdy v v dy dx dy dz
x y z
w w wdz w w dz dx dy dz
x y z

                                    (1.18) 

Bieán daïng daøi (phaùp) cuûa ñieåm P theo phöông PQ: 

 
→

−
ε = 1

ds 0

ds dslim
ds                        (1.19) 

Töø (1.17), (1.18), (1.19) ta ñöôïc : 

x 

P1ds
Q

O 
P 

ds1

x 

z 

y 

Hình 1.1

Q1

x+dx

u

u1

dx+u1-u 
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( ) ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ε = + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
2

2

2

u u uds ds dx dx dy dz
x y z

v v vdy dx dy dz
x y z

w w wdx dx dy dz
x y z

 

Keát hôïp vôùi (1.14), ta seõ ñöôïc: 

( ) ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ε = + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

l l

l l

2
2

2 2

u u u1 m n
x y z

v v v w w wm m n m n n
x y z x y z

                         (1.20) 

Vì ε, caùc ñaïo haøm cuûa caùc thaønh phaàn chuyeån vò theo caùc toïa ñoä laø caùc ñaïi 
löôïng voâ cuøng beù. Boû qua caùc voâ cuøng beù baäc cao, bieåu thöùc (1.20) coù daïng: 

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ε = + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

l l

l

2 2 2u v w u vm n m
x y z y x

u w v wn mn
z x z y

                           (1.21) 

Kyù hieäu: 

 
∂ ∂ ∂

= ε = ε = ε
∂ ∂ ∂x y z
u v w; ;
x y z               (1.22a) 

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = γ = γ + = γ = γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

+ = γ = γ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

xy yx xz zx

yz zy

u v u w; ;
y x z x

v w
z y

              (1.22b) 

Bieåu thöùc (1.21) coù daïng ruùt goïn nhö sau: 

 ε = ε + ε + ε + γ + γ + γl l l2 2 2
x y z xy xz yzm n m n mn               (1.23) 

Khi vaät raén bò bieán daïng phaân toá thaúng khoâng nhöõng bò giaõn ra maø coøn bò 
xoay töông ñoái vôùi caùc truïc toïa ñoä ñaõ choïn. 

Goïi P1Q1 = ds1 (hình 1.1) vaø caùc cosin chæ phöông cuûa ñoaïn thaúng P1Q1 laø l1, 
m1, n1. Töông töï (1.14) ta coù: 
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 dx+u1-u = l1ds1;  dy+v1-v = m1ds1;  dz+w1-w = n1ds1 

Keát hôïp (1.18), (1.19), (1.14) ta coù caùc heä thöùc: 

 

( )

( )

( )

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ε = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

+ ε = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ε = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

l l

l

l

1

1

1

u u u1 1 m n
x y z

v v v1 m m 1 n
x y z

w w w1 n m n 1
x y z

                (1.24) 

Nhaân hai veá cuûa (1.24) vôùi (1−ε), ta seõ ñöôïc: 

 l1(1−ε2) ≈ l1 

 
( )∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − ε ≈ − ε +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

l l

KKKKKKKKKKKK

u u1 1 1
x x  

vaø caùc heä thöùc (1.24) coù daïng xaáp xæ nhö sau: 

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − ε + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + − ε + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + − ε +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

l l

l

l

1

1

1

u u u1 m n
x y z

v v vm m 1 n
x y z

w w wn m n 1
x y z

                                  (1.25) 

Trong mieàn laân caän ñieåm P ta xeùt theâm moät phaân toá thaúng nöõa laø PR, vôùi caùc 
cosin chæ phöông laø l’, m’, n’. Sau bieán daïng, ñoaïn thaúng P1R1 coù caùc cosin chæ 
phöông laø l’1, m’1, n’1 ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc bieåu thöùc töông töï nhö (1.25) vôùi 
bieán daïng daøi cuûa ñieåm P theo phöông PR laø ε’. Ta coù: 

 cos(P1Q1,P1R1) = l1l’1 + m1m’1 + n1n’1                                    (1.26) 

Döïa vaøo (1.25) vaø caùc heä thöùc töông töï, sau khi boû ñi caùc voâ cuøng beù baäc cao, 
ta thu ñöôïc: 

( ) ( )

( ) ( )

∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ε − ε + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − ε − ε + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

l l ll l l l l

l l

1 1

1 1

u u u1 2 m m n n
x y z

v v vm m m m mm 1 2 mn m n
x y z

 

( ) ( )∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + − ε − ε +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
l l1 1

w w wn n n n nm n m nn 1 2
x y z  
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Thay ba heä thöùc naøy vaøo (1.26) vaø duøng caùc kyù hieäu (1.22) ta seõ coù:   

( ) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) ( )

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − ε − ε + ε + ε +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ε + γ + + γ + + +γ +

uuuur uuuur
ll ll

l l l l

1 1 1 1 x y

z xy yz xz

cos PQ ,PR mm nn 1 2 mm

nn m m mn m n n n
       (1.27) 

Neáu PQ ⊥ PR thì ll’ + mm’ + nn’ = 0, vaø trong tröôøng hôïp naøy: 

( ) ( ) (
) ( ) ( ) ( )

π⎛ ⎞ ′ ′= − = ε + ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ε + γ + + γ + + +γ +

uuuur uuuur uuuur uuuur
ll

l l l l

1 1 1 1 1 1 1 1 x y

z xy yz xz

cos PQ ,PR sin PQ ,PR 2 mm
2

nn m m mn m n n n
 

vì bieán daïng ñaøn hoài beù neân: 

       ( ) ( )π π⎛ ⎞− ≈ − = γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

uuuur uuuur uuuur uuuur
1 1 1 1 1 1 1 1sin PQ ,PR PQ ,PR

2 2                                       (1.28) 

Cuoái cuøng ta thu ñöôïc: 

( ) ( )
( ) ( )
′ ′ ′ ′ ′γ = ε + ε + ε + γ + +

′ ′ ′ ′+ γ + + γ +

ll l l

l l

x y z xy

yz xz

2 mm nn m m

mn m n n n
                               (1.29) 

Veá phaûi cuûa (1.29) xaùc ñònh löôïng giaûm goùc vuoâng ban ñaàu taïo bôûi 2 phaân toá 
thaúng PQ vaø PR vaø γ laø ñaïi löôïng beù. γ ñöôïc goïi laø ñoä tröôït (goùc) töông ñoái cuûa 
ñieåm P trong maët phaúng (PQR). 

ε vaø γ laø 2 khaùi nieäm ñònh luôïng bieán daïng trong mieàn laân caän cuûa ñieåm P. 

1.2.2. Caùc phöông trình ñoäng hoïc. Caùc heä thöùc Cauchy. 

YÙ nghóa cô hoïc cuûa caùc kyù hieäu (1.22) coù theå ñöôïc thaáy döïa vaøo caùc phaân tích 
sau ñaây. 

Neáu phaân toá PQ // Ox thì l = 1 vaø m = n = 0. Trong tröôøng hôïp naøy töø (1.23) 
ta ñöôïc ε = εx , nghóa laø εx bieåu thò ñoä giaõn daøi töông ñoái (tyû ñoái) cuûa phaân toá 
thaúng taïi P vaø song song vôùi truïc Ox. Töông töï, εy hoaëc εz bieåu thò ñoä giaõn daøi 
tyû ñoái cuûa phaân toá thaúng taïi P vaø song song vôùi truïc Oy hoaëc Oz. 

Neáu phaân toá PQ // Ox vaø PR // Oy thì l = 1, m = n = 0 vaø l’ = n’ = 0, m’ = 1. 
Trong tröôøng hôïp naøy töø (1.29) ta ñöôïc γ = γxy , nghóa laø γxy bieåu thò ñoä tröôït 
töông ñoái taïi P trong maët phaúng song song vôùi maët phaúng (Oxy). Töông töï, γyz 
hoaëc γxz bieåu thò ñoä tröôït töông ñoái taïi P trong maët phaúng song song vôùi maët 
phaúng (Oyz) hoaëc maët phaúng (Oxz). 

Nhö vaäy caùc kyù hieäu (1.22) bieåu thò saùu ñaïi löôïng bieán daïng gaén lieàn vôùi heä 
truïc coù goác taïi P vaø song song vôùi caùc truïc toïa ñoä x, y, z ñaõ choïn tröôùc. Saùu 
thaønh phaàn bieán daïng εx, εy, εz, γxy, γxz, γyz ñöôïc ñònh nghóa laø caùc thaønh phaàn 
bieán daïng cuûa ñieåm P töông öùng vôùi heä truïc Oxyz ñaõ choïn tröôùc. Theo (1.22), 
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caùc thaønh phaàn bieán daïng taïi P ñöôïc hoaøn toaøn xaùc ñònh bôûi ba thaønh phaàn 
chuyeån vò u, v, w cuûa ñieåm P trong cuøng heä truïc toïa ñoä. Caùc heä thöùc (1.22) 
ñöôïc goïi laø caùc heä thöùc Cauchy. Chuùng mang tính chaát ñoäng hoïc vaø ñöôïc goïi laø 
caùc phöông trình ñoäng hoïc vaät raén bieán daïng. 

1.2.3. Tensor bieán daïng. 

Saùu thaønh phaàn bieán daïng εx, εy, εz, γxy, γxz, γyz hôïp thaønh nhoùm döõ lieäu caàn vaø 
ñuû ñeå xaùc ñònh ñöôïc heát moïi ñoä giaõn daøi töông ñoái ε vaø ñoä tröôït töông ñoái 
trong toaøn mieàn laân caän quanh ñieåm P. Nhoùm döõ lieäu naøy ñöôïc saép xeáp döôùi 
daïng tensor bieán daïng nhö sau: 

ε

⎧ ⎫ε γ γ
⎪ ⎪⎪ ⎪= γ ε γ⎨ ⎬
⎪ ⎪γ γ ε⎪ ⎪⎩ ⎭

1 1
x xy xz2 2

1 1
yx y yz2 2

1 1
zx zy z2 2

T
                       (1.30) 

Tensor bieán daïng (1.30) phuï thuoäc heä truïc toïa ñoä 0xyz choïn tröôùc. Vôùi hai heä 
truïc choïn tröôùc Oxyz vaø Ox’y’z’ coù chung goác toïa ñoä ta seõ chöùng minh hai 
tensor bieán daïng töông öùng phuï thuoäc nhau theo qui luaät tuyeán tính. Baûng 
cosin chæ phöông giöõa hai heä truïc nhö sau: 

Baûng 1.1 

 x y z 

x’ 

y’ 

z’ 

l1 

l2 

l3 

m1 

m2 

m3 

n1 

n2 

n3 

Döïa vaøo caùc heä thöùc (1.23) vaø (1.29) ta coù: 

′ε = ε + ε + ε + γ + γ + γl l l2 2 2
x x 1 y 1 z 1 xy 1 1 yz 1 1 zx 1 1m n m m n n                        (1.31a) 

( ) ( )
( ) ( )

′ ′γ = ε + ε + ε + γ + +

+ γ + + γ +

l l l l

l l

x y x 1 2 y 1 2 z 1 2 xy 1 2 1 2

yz 1 2 1 2 zx 1 2 1 2

2 m m n n m m

m n n m n n                        (1.32) 

Laàn löôït hoaùn vò voøng quanh giöõa caùc chöõ x’, y’, z’, ñoàng thôøi hoaùn vò voøng 
quanh giöõa caùc chöõ soá 1, 2, 3 trong hai heä thöùc (1.31a) vaø (1.32) ta seõ ñöôïc caùc 
heä thöùc xaùc ñònh εy’, εz’ vaø γy’z’, γz’x’ qua εx, εy, εz, γxy, γyz vaø γzx. Caùc heä thöùc môùi 
thu ñöôïc coù daïng töông töï nhö (1.31a) vaø (1.32). 

Thí duï: 
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′ε = ε + ε + ε + γ + γ + γl l l2 2 2
y x 2 y 2 z 2 xy 2 2 yz 2 2 zx 2 2m n m m n n                   (1.31b) 

′ε = ε + ε + ε + γ + γ + γl l l2 2 2
z x 3 y 3 z 3 xy 3 3 yz 3 3 zx 3 3m n m m n n                   (1.31c) 

Coäng ba heä thöùc (1.31a), (1.31b), (1.31c) ta ñöôïc: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

′ ′ ′ε + ε + ε = ε + + + ε + + +

+ ε + + + γ + + +

+ γ + + + γ + +

l l l

l l l

l l l

2 2 2 2 2 2
x y z x 1 2 3 y 1 2 3

2 2 2
z 1 2 3 xy 1 1 2 2 3 3

yz 1 1 2 2 3 3 zx 1 1 2 2 3 3

m m m

n n n m m m

m n m n m n n n n
 

Do ñoù: ′ ′ ′ε + ε + ε = ε + ε + εx y z x y z                   (1.33) 

Nhö vaäy toång ba bieán daïng daøi theo ba phöông vuoâng goùc vôùi nhau laø moät 
haèng soá vaø toång naøy ñöôïc goïi laø baát bieán thöù nhaát cuûa tensor bieán daïng. 

1.2.4. Caùc truïc chính bieán daïng. 

Ta seõ chöùng minh raèng taïi ñieåm P baát kyø coù theå xaùc ñònh moät heä truïc vuoâng 
goùc coù ñaëc ñieåm laø bieán daïng tröôït γ trong ba maët phaúng taïo bôûi töøng caëp truïc 
vuoâng goùc ñoù bò trieät tieâu. 

Cho phaân toá thaúng PQ xoay quanh ñieåm P, bieán daïng daøi cuûa phaân toá PQ theo 
phöông baát kyø laø ε. Theo moãi höôùng cuûa PQ ta ñaët moät vector 

uuur
PM  coù ñoä daøi: 

 = =
ε

uuur kPM r                      (1.34) 

trong ñoù k laø heä soá khoâng ñoåi. 

Neáu choïn goác toïa ñoä O ≡ P thì ñieåm ngoïn cuûa vector 
uuur
PM  coù caùc toïa ñoä laø: 

 x = lr;  y = mr;  z = nr        (1.35) 

Theo (1.34) ta coù: ε = ±k2/r2                                  (1.36) 

Thay (1.36) vaøo (1.23) vaø laáy l, m, n töø (1.35) ta coù: 

± = ε + ε + ε + γ + γ + γ2 2 2 2
x y z xy xz yzk x y z xy xz yz                       (1.37) 

Phöông trình (1.37) bieåu dieãn moät maët baäc hai. Ñieåm ngoïn cuûa moïi vector 
uuur
PM 

ñeàu naèm treân maët baäc hai naøy. 

Ñoái vôùi maët baäc hai ñöôïc bieåu dieãn bôûi phöông trình (1.37) bao giôø cuõng coù theå 
choïn taïi P moät heä truïc vuoâng goùc coù höôùng sao cho caùc soá haïng chöùa tích caùc 
toïa ñoä bò trieät tieâu, töùc laø γxy = γyz = γzx = 0. 
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Heä truïc vuoâng goùc coù ñaëc ñieåm nhö theá ñöôïc goïi laø ba truïc chính bieán daïng taïi 
P. Bieán daïng daøi cuûa ñieåm P theo truïc chính bieán daïng ñöôïc goïi laø bieán daïng 
chính. 

Neáu choïn ba phöông chính bieán daïng laøm caùc truïc toïa ñoä x, y, z vaø goïi ε1, ε2, ε3 
laø caùc bieán daïng chính töông öùng. Phöông trình (1.37) seõ coù daïng: 

 ± = ε + ε + ε2 2 2 2
1 2 3k x y z                    (1.38) 

Neáu caû ba bieán daïng chính cuøng daáu thì phöông trình (1.38) bieåu dieãn maët 
ellipsoid. 

Toùm laïi, taïi moãi ñieåm P trong vaät raén bieán daïng luoân toàn taïi ba phöông chính 
bieán daïng vuoâng goùc laãn nhau, trong moãi maët phaúng hôïp thaønh bôûi hai truïc 
chính bieán daïng tröôït seõ bò trieät tieâu. 

1.2.5. Caùc heä thöùc ruùt goïn. 

Ta seõ söû duïng heä thoáng kyù hieäu chæ soá ñeå thay theá heä thoáng kyù hieäu thöôøng 
trong nhöõng tröôøng hôïp caàn thieát. 

Trong heä thoáng kyù hieäu môùi coù loaïi kyù hieäu moät chæ soá, coù loaïi kyù hieäu hai chæ 
soá. Nhoùm kyù hieäu moät chæ soá bao goàm: 

Baûng 1.2 

Kyù hieäu cuõ x y z u v w l m n 

Kyù hieäu môùi x1 x2 x3 u1 u2 u3 n1 n2 n3 

Nhoùm kyù hieäu hai chæ soá ñeå bieåu dieãn caùc thaønh phaàn bieán daïng vaø caùc cosin 
chæ phöông giöõa hai heä truïc toïa ñoä. Thay cho baûng 1.1 ta coù baûng 1.3: 

Baûng 1.3 

 x1 x2 x3 

x’1 

x’2 

x’3 

n’11 

n’21 

n’31 

n’12 

n’22 

n’32 

n’13 

n’23 

n’33 

Veà caùc thaønh phaàn bieán daïng ta coù:      Baûng 1.4 

Kyù hieäu cuõ εx εy εz γxy γyz γzx 

Kyù hieäu môùi ε11 ε22 ε33 2ε12 2ε23 2ε31 
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Söû duïng caùc kyù hieäu môùi, saùu heä thöùc Cauchy (1.22) ñöôïc thay theá bôûi moät heä 
thöùc coù daïng: 

∂∂
ε = +

∂ ∂
ji

ij
j i

uu2
x x ; i, j = 1, 2, 3                                 (1.39) 

Ba heä thöùc daïng (1.31) vaø ba heä thöùc daïng (1.32) ñöôïc thay theá bôûi moät heä 
thöùc coù daïng chæ soá nhö sau (chuù yù εij = εji vôùi i ≠ j): 

= =
′ ′ ′ ′ ′ε = ∑ ∑ε = εl l l

3 3

k ij i kj ij i kj
j 1i 1

n n n n ; l, k = 1, 2, 3                       (1.40) 

Tensor bieán daïng (1.30) coù theå vieát döôùi daïng: 

 ε

ε ε ε⎧ ⎫
⎪ ⎪= ε ε ε = ε⎨ ⎬
⎪ ⎪ε ε ε⎩ ⎭

11 12 13

21 22 23 ij

31 32 33

T
                    (1.41) 

1.3. Lyù thuyeát öùng suaát. 

1.3.1. Löïc khoái, löïc maët. 

Moät trong nhöõng vaán ñeà chính cuûa cô hoïc moâi tröôøng lieân tuïc laø nghieân cöùu 
vaán ñeà truyeàn löïc trong moâi tröôøng. Caùc löïc trong moâi tröôøng lieân tuïc ñöôïc 
phaân laøm hai loaïi: löïc khoái vaø löïc maët. 

Chuùng ta kyù hieäu bi laø löïc taùc ñoäng leân treân moät ñôn vò khoái löôïng vaø pi laø löïc 
taùc ñoäng leân moät ñôn vò theå tích, giöõa chuùng coù moái quan heä sau: 

 ρbi = pi               (1.42) 

vôùi ρ laø khoái löôïng rieâng cuûa vaät theå: 

V 0

M dMlim
V dVΔ →

Δρ = =
Δ                (1.43) 

Caùc löïc taùc ñoäng leân phaàn töû maët ñöôïc goïi laø löïc maët, coù thöù nguyeân laø löïc 
treân moät ñôn vò dieän tích. Ví duï: Löïc töông taùc do tieáp xuùc giöõa caùc vaät theå 
thuoäc veà daïng löïc maët. 

1.3.2. Nguyeân lyù öùng suaát Cauchy. Vector öùng suaát. 

Vector öùng suaát ñöôïc xaùc ñònh nhö sau: 

Δ

Δ
Δ

(n) i i
i S 0

f dft lim
S dS→

= =                                                    (1.44) 
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Hình 1.2 bieåu dieãn vaät theå coù theå tích V, ñöôïc bao boïc bôûi beà maët S. Vaät theå 
chòu löïc maët fi vaø löïc khoái bi. 

 
Kyù hieäu ti(n) duøng ñeå nhaán maïnh vector öùng suaát taïi ñieåm P cho tröôùc cuûa moâi 
tröôøng lieân tuïc hieån nhieân phaûi phuï thuoäc vaøo höôùng cuûa phaàn töû maët ΔS ñaõ 
choïn vaø cho baèng vector phaùp tuyeán ñôn vò ni. Neáu laáy baát kyø phaàn töû maët coù 
ñònh höôùng naøo khaùc vôùi phaùp tuyeán ñôn vò khaùc thì vector öùng suaát taïi ñieåm 
P treân phaân toá cuõng khaùc ñi. 

1.3.3. Traïng thaùi öùng suaát taïi moät ñieåm – Tensor öùng suaát. 

Kyù hieäu caùc vector phaùp tuyeán ngoaøi eâ1, eâ2, eâ3 vaø caùc vector öùng suaát 
31 2 (eâ )(eâ ) (eâ )

i i it , t , t  nhö treân hình 1.3.  

Bieåu dieãn moãi moät trong ba vector öùng suaát treân caùc tieát dieän song song vôùi 
caùc maët phaúng toïa ñoä qua caùc thaønh phaàn Descartes cuûa chuùng: 

= + + =

= + + =

= + + =

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

(eâ ) (eâ ) (eâ ) (eâ ) (eâ )
i 1 1 2 2 3 3 j j

(eâ ) (eâ ) (eâ ) (eâ ) (eâ )
i 1 1 2 2 3 3 j j

(eâ ) (eâ ) (eâ ) (eâ ) (eâ )
i 1 1 2 2 3 3 j j

t t eâ t eâ t eâ t eâ

t t eâ t eâ t eâ t eâ

t t eâ t eâ t eâ t eâ
                                            (1.45) 

vôùi eâj laø caùc vector ñôn vò theo ba phöông X1, X2, X3; j j j(eâ ) (eâ ) (eâ )
1 2 3t ,  t ,  t  laø ba 

toïa ñoä cuûa vector öùng suaát j(eâ )
it . 

Töø (1.45) ta coù chín thaønh phaàn cuûa 1 2 3(eâ ) (eâ ) (eâ )
i i it ,  t ,  t coù theå bieåu dieãn daïng:     

i(eâ )
j ijt ≡ σ                                                                (1.46) 

V

S

fi

bi

Δfi
ni

P ΔS

x1 

x2

x3 

Hình 1.2



Chöông 1. Heä phöông trình toång quaùt 

 
14 

 
Hay ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng tensor: 

σσ σ σ
σ σ σ σ σ

σ σ σ σ
σ

⎧ ⎫τ τ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = τ τ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪τ τ⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

x xy xz11 12 13

ij 21 22 23 yx y yz

31 32 33 zx zy z

T
                              (1.47) 

ÖÙng suaát ñöôïc xaùc ñònh baèng caùc thaønh phaàn Descartes vaø caùc maët phaúng toïa 
ñoä ñöôïc bieåu dieãn treân hình 1.4.  

Qui öôùc daáu cuûa caùc thaønh phaàn tensor öùng suaát: thaønh phaàn öùng suaát laø 
döông, neáu treân tieát dieän maø phaùp tuyeán ngoaøi cuûa noù truøng vôùi chieàu döông 
cuûa moät trong caùc truïc toïa ñoä, löïc taùc ñoäng doïc theo chieàu döông cuûa truïc naøy. 
Thaønh phaàn σij cho löïc taùc duïng theo höôùng cuûa truïc toïa ñoä thöù j leân tieát dieän 
coù phaùp tuyeán ngoaøi song song truïc toïa ñoä thöù i. Moïi thaønh phaàn öùng suaát 
bieåu dieãn treân hình 1.4 ñeàu döông. 

1.3.4. Lieân heä giöõa tensor öùng suaát vaø vector öùng suaát treân maët 
nghieâng. 

Xeùt phaân toá töù dieän PABC, giôùi haïn bôûi caùc maët phaúng cuûa heä truïc toïa ñoä vaø 
ABC, goïi: 

ni: phaùp tuyeán ngoaøi cuûa ABC 
dS: dieän tích cuûa ABC 
dSi: dieän tích cuûa caùc maët beân 
dSi = dS cos(ni, eâi) = dS ni 

x2

σ33

σ32 
σ31

σ2

σ23 

σ21 
σ11

σ12 

σ13

x1

x3

Hình 1.3 

eâ3 

x1 

 x3 

eâ2

eâ1 

3
(eâ )
it

2
(eâ )
it

1
(eâ )
it

Hình 1.4
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Ñeå töù dieän caân baèng löïc thì phöông trình hình chieáu sau phaûi thoûa: 

= + + +ρ3i 1 2 (eâ )(n ) (eâ ) (eâ )
i i 1 i 2 i 3 it dS t dS t dS t dS bdV                     (1.48) 

Trong ñoù bi laø löïc taùc duïng leân moät ñôn vò khoái löôïng (löïc khoái), maø ρbidV tieán 
veà 0 nhanh hôn vì baäc cao hôn. Neân töø (1.48) ta coù : 

= = σji (eâ )(n )
i i j ji jt dS t n dS n dS                         (1.49) 

Töø (1.46) vaø (1.49) ta coù heä thöùc Cauchy nhö sau: 

σ=i(n )
i ji jt n                     (1.50a) 

Daïng chi tieát cuûa (1.50a) bieåu dieãn ba thaønh phaàn hình chieáu leân ba truïc toïa 
ñoä cuûa vector öùng suaát ti(n) treân maët nghieâng ABC: 

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

= + +

= + +

= + +

i

i

i

(n )
1 11 1 21 2 31 3
(n )
2 12 1 22 2 32 3
(n )
3 13 1 23 2 33 3

t n n n

t n n n

t n n n
                                   (1.50b) 

1.3.5. Caân baèng moment vaø tính ñoái öùng cuûa öùng suaát tieáp. 

Ñeå caân baèng theå tích V baát kyø, ta caàn coù: 

- Vector chính cuûa heä löïc taùc ñoäng leân V baèng 0. 

- Vector moment chính taùc ñoäng leân V baèng 0. 

Hình 1.5

A 

B

C

P

x1

x3 

x2 

ni

bi

1
(eâ )
it

3
(eâ )
it

2
(eâ )
it

(nâ)
it
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a) Xeùt caân baèng löïc. 

+ ρ = σ + ρ =∫ ∫ ∫ ∫i(n )
i ji j ii

S V S V
t dS b dV n dS b dV 0                         (1.51) 

Theo ñònh lyù Gauss veà quan heä tích phaân maët vaø tích phaân khoái, ta coù: 

⎛ ⎞∂σ
+ ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫
ji

i
jV

b dV 0
x

             (1.52) 

Do V laø theå tích baát kyø neân töø (1.52) ta coù: 

σ
ρ

∂
+ =

∂
ji

i
j

b 0
x

                                   (1.53a) 

Daïng khai trieån caùc phöông trình caân baèng (1.53a): 
σσ σ ρ

σσ σ ρ

σ σ σ
ρ

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

311 1 21
1

1 2 3

321 2 22
2

1 2 3

1 3 23 33
3

1 2 3

b 0
x x x

b 0
x x x

b 0
x x x

                   (1.53b) 

b) Xeùt caân baèng moment. 

Khi khoâng coù caùc moment phaân boá, ñeå caân baèng moment vôùi goác toïa ñoä caàn 
phaûi coù: 

ε ε ρ+ =∫ ∫i(n )
ijk j ijk j kk

S V
x t dS x b dV 0                                (1.54) 

ÔÛ ñaây xi laø baùn kính vector cuûa phaàn töû maët hay theå tích, εijk laø hoaùn vò. 
AÙp duïng ñònh lyù Gauss, ta coù: 

σ
ε ρ

∂⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫
j lk

ijk j k
lV

(x )
x b dV 0

x
                                                (1.55) 

Do V baát kyø, khai trieån haøm döôùi daáu tích phaân (1.55), khai trieån ñaïo haøm 
rieâng ta coù: 

∂ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂σ
ε + ρ = ε + δ σ + ρ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

j lk lk
ijk j k ijk j lj lk j k

l l

(x )
x b x x b 0

x x
                          (1.56) 

⎛ ⎞⎛ ⎞∂σ
ε + ρ + σ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

lk
ijk k j jk

l
b x 0

x
                                    (1.57) 
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Töø (1.53) vaø (1.57) ta coù: ijk jk 0ε σ =                                 (1.58) 

Hay    σij = σji                                                       (1.59) 

1.3.6. Phöông chính, maët chính vaø öùng suaát chính. 

Ta seõ chöùng minh raèng khi xoay heä truïc cuõ xj sang heä truïc môùi x’k thì tensor 
öùng suaát trong heä truïc môùi σ’lk seõ ñöôïc xaùc ñònh tuyeán tính theo tensor öùng 
suaát trong heä truïc cuõ σlk. 

Goïi cosin chæ phöông cuûa moãi truïc toïa ñoä môùi xeùt trong heä truïc cuõ laø n’kj (k, j = 
1, 2, 3). Taïi P ta hình dung phaân toá theå tích boán maët nhö hình 1.6, phaùp 
tuyeán ngoaøi cuûa maët nghieâng ABC laø moät truïc toïa ñoä môùi x’l (l = 1 hoaëc 2, 3), 
vector öùng suaát treân maët ñoù laø ′

lx
jp , caùc hình chieáu cuûa noù trong heä truïc cuõ xj laø 

p’j (j = 1, 2, 3) coøn trong heä truïc môùi x’k laø caùc thaønh phaàn öùng suaát σ’lk (k = 1, 
2, 3). Kyù hieäu r je  (j = 1, 2, 3) vaø ′rke  (k = 1, 2, 3) theo thöù töï laø caùc vector ñôn vò 

treân caùc truïc toïa ñoä cuõ vaø môùi, ta coù: 

 
 ′ ′ ′= σl

r r
j j k kp e e  

Nhaân voâ höôùng hai veá vôùi ′rke  ta ñöôïc: 

 ′ ′ ′= σlj kj kpn  ,  (k = 1, 2, 3) 

Maët khaùc, theo (1.50), ′ ′ ′= σ lj ij ip n ; nhö vaäy ñoái vôùi ba thaønh phaàn öùng suaát σ’lk 

(k = 1, 2, 3) ta suy ra heä thöùc: 

Hình 1.6

A 
B

C

P

x1

x3

x2 

ni≡x’l 

p’2 

′
lx

jp

p’3

p’1

σ22

σ23

σ21

σ33

σ31
σ32

σ11

σ13σ12
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 ′ ′ ′σ = σl lk ij i kjn n                                                  (1.60) 

Coâng thöùc (1.60) bieåu dieãn moät bieán ñoåi tuyeán tính töø tensor öùng suaát σij trong 
heä truïc cuõ xj sang tensor öùng suaát σ’lk khi xoay heä truïc xj sang heä truïc toïa ñoä 
môùi x’k quanh ñieåm P. 

Neáu coù heä truïc toïa ñoä môùi ∗
kx  maø tensor öùng suaát coù daïng: 

*
11

* *
k 22

*
33

σ
σ σ

σ
σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

l

0 0
T 0 0

0 0
                               (1.61) 

thì caùc truïc ∗
kx  (k = 1, 2, 3) ñöôïc goïi laø ba truïc chính öùng suaát, ba maët nghieâng 

vuoâng goùc vôùi ba truïc chính ñöôïc goïi laø ba maët chính vaø ba öùng suaát phaùp (caùc 
öùng suaát tieáp treân caùc maët chính baèng khoâng) treân ba maët chính ñöôïc goïi laø 
ba öùng suaát chính taïi P. 

Giaû söû taïi P toàn taïi moät öùng suaát chính ∗σ
r , ta goïi ∗

rn  laø vector ñôn vò treân truïc 

chính naøy. Ba hình chieáu cuûa ∗σ
r  trong heä truïc tuøy yù choïn tröôùc xj: 

 
∗ ∗= σj jp n  (j = 1, 2, 3)                                          (1.62) 

Maët khaùc, theo (1.50) ta coù: 

 
∗= σj ij ip n  (j = 1, 2, 3)                                          (1.63) 

Ñoàng nhaát (1.62) vaø (1.63) ta coù heä phöông trình tuyeán tính ñoái vôùi caùc cosin 
chæ phöông cuûa truïc chính ∗in : 

 ( )∗ ∗σ − σ δ =ij ij in 0  (j = 1, 2, 3)                         (1.64) 

Heä phöông trình (1.64) luoân toàn taïi boä nghieäm taàm thöôøng ∗in  = 0. Vì caû ba 

cosin chæ phöông khoâng theå ñoàng thôøi baèng khoâng, töùc laø (1.64) buoäc phaûi toàn 
taïi boä nghieäm khaùc khoâng. Hay ñònh thöùc cuûa (1.64) phaûi baèng khoâng, nghóa 
laø: 

 ∗ ∗ ∗σ − σ − σ − =3 2
1 2 3I I I 0                    (1.65) 

trong ñoù:                     

= σ + σ + σ

= −σ σ − σ σ − σ σ + σ + σ + σ

= σ σ σ + σ σ σ − σ σ − σ σ − σ σ

1 11 22 33
2 2 2

2 11 22 22 33 33 11 12 23 31
2 2 2

3 11 22 33 12 23 31 11 23 22 31 33 12

I

I

I 2

                      (1.66) 
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laø ba baát bieán cuûa tensor öùng suaát. 

Phöông trình (1.65) luoân coù ba nghieäm thöïc vaø ñöôïc kyù hieäu qui öôùc laø σ1 ≥ σ2 
≥ σ3. Ba öùng suaát chính naøy khoâng phuï thuoäc vaøo heä truïc toïa ñoä. 

Töø heä ba phöông trình (1.64), thay chæ soá ∗ bôûi chöõ soá 1, nghóa laø ∗σ  bôûi σ1 ta 

ñöôïc: 

( )
( )

( )

σ − σ + σ + σ =

σ + σ − σ + σ =

σ + σ + σ − σ =

11 1 11 21 12 31 13

12 11 22 1 12 32 13

13 11 23 12 33 1 13

n n n 0
n n n 0
n n n 0

                                     (1.67) 

Nhaân phöông trình thöù nhaát vôùi 21n , phöông trình thöù hai vôùi 22n  vaø phöông 

trình thöù ba vôùi 23n  roài coäng laïi ta ñöôïc: 

( )
( )

( )

σ − σ + σ + σ +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ σ + σ − σ + σ +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ σ + σ + σ − σ =⎡ ⎤⎣ ⎦

11 1 11 21 12 31 13 21

12 11 22 1 12 32 13 22

13 11 23 12 33 1 13 23

n n n n

n n n n

n n n n 0

                       (1.68) 

Töông töï, töø heä ba phöông trình (1.64), thay chæ soá ∗ bôûi chöõ soá 2, nghóa laø ∗σ  

bôûi σ2 ta ñöôïc: 

( )
( )

( )

σ − σ + σ + σ =

σ + σ − σ + σ =

σ + σ + σ − σ =

11 2 21 21 22 31 23

12 21 22 2 22 32 23

13 21 23 22 33 2 23

n n n 0
n n n 0
n n n 0

                 (1.69) 

Nhaân phöông trình thöù nhaát vôùi 11n , phöông trình thöù hai vôùi 12n  vaø phöông 

trình thöù ba vôùi 13n  roài coäng laïi ta ñöôïc: 

 
( )

( )
( )

σ − σ + σ + σ +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ σ + σ − σ + σ +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ σ + σ + σ − σ =⎡ ⎤⎣ ⎦

11 2 21 21 22 31 23 11

12 21 22 2 22 32 23 12

13 21 23 22 33 2 23 13

n n n n

n n n n

n n n n 0

                       (1.70) 

Laáy (1.68) tröø (1.70) ta coù: 

 ( ) ( )σ − σ + + =2 1 11 21 12 22 13 23n n n n n n 0                             (1.71) 

Noùi chung, σ2 ≠ σ1, neân: 

 + + = =11 21 12 22 13 23 1i 2in n n n n n 0 hay n n 0                      (1.72) 
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Ñieàu naøy cho thaáy hai truïc chính töông öùng vuoâng goùc vôùi nhau, σr1 ⊥ σr2. Laäp 

luaän töông töï ta seõ coù keát quaû laø ba phöông chính vuoâng goùc laãn nhau. 

Neáu heä truïc toïa ñoä xj treân hình 1.6 choïn truøng vôùi ba phöông chính öùng suaát, 
ta coù caùc hình chieáu cuûa vector öùng suaát rp treân maët nghieâng ABC: 

 = σ = σ = σ1 1 1 2 2 2 3 3 3p n ; p n ; p n                        (1.73) 

Döïng vector =
uuur rPM p taïi P, caùc toïa ñoä cuûa ñieåm ngoïn M: 

 = = =1 1 2 2 3 3x p ; x p ; x p                    (1.74) 

Do ñoù, ta suy ra: 

 + + =
σ σ σ

22 2
31 2

2 2 2
1 2 3

xx x 1                     (1.75) 

Phöông trình (1.75) bieåu dieãn maët ellipsoid. Töø phöông trình naøy ruùt ra keát 
luaän raèng: trong ba vector öùng suaát chính coù moät vector öùng suaát chính lôùn 
nhaát, moät vector öùng suaát chính beù nhaát vaø vector öùng suaát chính lôùn nhaát laø 
vector öùng suaát cöïcñaïi trong toaøn mieàn laân caän quanh ñieåm P. 

1.4. Lyù thuyeát ñaøn hoài tuyeán tính. 

Ñöôïc xaây döïng theo caùch tieáp caän naêng löôïng, döïa treân caùc giaû thieát: 
- Bieán daïng beù. 
- Quaù trình bieán daïng laø ñoaïn nhieät, töùc laø vaät theå khoâng coù thu nhieät hay hao 
taùn veà nhieät. 

1.4.1. Haøm naêng löôïng bieán daïng. 

Xeùt phaân toá voâ cuøng beù cuûa vaät theå taïi ñieåm P, coù theå tích dV chòu löïc khoái fi 
vaø löïc beà maët ti taùc duïng leân beà maët raát nhoû dS. Vaät theå chòu bieán daïng sao 
cho ñieåm P dòch chuyeån moät ñoaïn raát nhoû laø dui. 

Coâng sinh ra do löïc theå tích fi laø: 

dWtt = fiduidV                                  (1.76) 

Coâng sinh ra do löïc beà maët ti laø:  

                            dWbm = tiduidS 

Töø (1.50a) ta coù:  dWbm = σijnjdSdui                                   (1.77) 

Theo ñònh lyù Gauss: 

dWbm = (σijduj),idV = (σij,iduj + σijduj,i)dV                (1.78) 
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Neáu nhö trong quaù trình bieán daïng, vaät theå khoâng tieáp thu hay hao taùn nhieät, 
toaøn boä coâng sinh ra seõ chuyeån thaønh naêng löôïng bieán daïng hay theá naêng 
bieán daïng tích luõy beân trong vaät theå (noäi naêng). Noäi naêng cuûa heä: 

 dUdV = dWtt + dWbm                           (1.79) 

Töø (1.76) vaø (1.78), ta coù: 

 dUdV = [(fj + σij,i)duj + σijduj,i]dV         (1.80) 

Theo (1.53a): dU = σijduj,i         (1.81) 

Quan heä (1.81) ñöôïc vieát laïi döôùi daïng nhö sau: 

 dU = (σijduj,i + σjidui,j)/2 = σijdεij        (1.82) 

Neáu thaønh phaàn öùng suaát laø haøm thuaàn nhaát cuûa bieán daïng thì seõ toàn taïi haøm 
naêng löôïng bieán daïng U chæ phuï thuoäc vaøo bieán daïng: 

 U = U(εij)                                         (1.83) 

Do ñoù coù theå coi U nhö moät haøm cuûa caùc bieán daïng vaø coù theå vieát vi phaân toaøn 
phaàn cuûa haøm naøy: 

ijεε ij

UdU d∂
=
∂

                              (1.84) 

Töø (1.82) vaø (1.84), ta coù: 

ij
ij

U∂
σ =

∂ε
                                                            (1.85) 

Ñaây laø coâng thöùc Green ñöôïc phaùt bieåu nhö sau: öùng suaát baèng ñaïo haøm rieâng 
baäc nhaát cuûa haøm naêng löôïng U theo caùc bieán daïng töông öùng cuøng chæ soá. 

1.4.2. Vaät theå ñaøn hoài. 

Vaät theå ñaøn hoài coù bieán daïng do taûi taùc ñoäng chæ phuï thuoäc vaøo traïng thaùi öùng 
suaát ôû thôøi ñieåm hieän taïi maø khoâng phuï thuoäc vaøo bieán daïng cuõng nhö quaù 
trình ñaët taûi trong quaù khöù. Quaù trình bieán daïng laø moät quaù trình thuaän 
nghòch, nghóa laø khi boû taûi, bieán daïng vaø öùng suaát seõ theo quaù trình cuõ trôû veà 
traïng thaùi ban ñaàu. 

Söï toàn taïi haøm naêng löôïng bieán daïng sao cho thaønh phaàn öùng suaát laø haøm 
thuaàn nhaát ñôn trò cuûa thaønh phaàn bieán daïng laø tính chaát cô baûn cuûa vaät theå 
ñaøn hoài. 

1.4.3. Vaät theå ñaøn hoài tuyeán tính. 

Giaû thieát taïi ñieåm P, bieán daïng vaø öùng suaát ñöôïc xaùc ñònh trong cuøng heä truïc 
toïa ñoä. Ñoái vôùi vaät raén bieán daïng ñaøn hoài quan heä giöõa öùng suaát vaø bieán daïng 
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tuaân theo ñònh luaät Hooke: ñoái vôùi vaät theå ñaøn hoài, öùng suaát laø haøm tuyeán 
tính vaø thuaàn nhaát cuûa bieán daïng. 

 σij = Cijklεkl                      (1.86) 

Caùc heä soá Cijkl laäp thaønh tensor haèng soá ñaøn hoài baäc boán goàm 81 thaønh phaàn. 
Nhöng do tính ñoái xöùng cuûa tensor öùng suaát vaø bieán daïng neân chæ coù 21 thaønh 
phaàn laø ñoäc laäp tuyeán tính. Ta coù: 

 Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk                                  (1.87) 

Thay (1.86) vaøo (1.82), ta coù: 

( ) ( )
= ε ε

= ε ε + ε ε = ε ε + ε ε

ijkl kl ij

ijkl kl ij ijkl kl ij ijkl kl ij klij ij kl

dU C d

1 1dU C d C d C d C d
2 2

 

Nhôø (1.87), ta coù: 

( ) ( )= ε ε + ε ε = ε εijkl kl ij ijkl ij kl ijkl ij kl
1 1dU C d C d C d
2 2

 

Tích phaân phöông trình treân töø traïng thaùi ban ñaàu (öùng suaát vaø bieán daïng 
baèng khoâng), ta coù: 

= ε ε = σ εijkl ij kl ij ij
1 1U C
2 2

                    (1.88) 

Vaät theå ñaøn hoài tuyeán tính mang nhöõng tính chaát sau: 

- Naêng löôïng U tích luõy beân trong moät ñôn vò theå tích hay noäi naêng rieâng luoân 
döông, laø haøm thuaàn nhaát cuûa εij vaø coù theå xaáp xæ baèng daïng toaøn phöông 
(1.88). 

- Thoûa maõn ñònh luaät baûo toaøn naêng löôïng (khoâng tính ñeán söï hao taùn nhieät). 

Do tensor öùng suaát vaø bieán daïng ñoái xöùng neân caùc haèng soá ñaøn hoài khoâng lôùn 
hôn 21. Khi vieát ñònh luaät Hooke qua 21 heä soá naøy, caùc chæ soá keùp ôû moãi thaønh 
phaàn cuûa tensor öùng suaát vaø bieán daïng ñöôïc thay baèng chæ soá ñôn töø 1 ñeán 6 
nhö sau: 

 { } { }

σ ε⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ = ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬σ γ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ γ
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
σ γ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

11 11

22 22

33 33
i i

12 12

23 23

31 31

,                                     (1.89) 
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Nhö vaäy, ñònh luaät Hooke môû roäng cho vaät theå ñaøn hoài tuyeán tính baát kyø ôû 
daïng chæ soá: 

 σi = Cijεj vôùi (i, j = 1..6)                           (1.90) 

hay ôû daïng ma traän: 

 

σ ε⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪σ ε⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪σ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬σ γ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ γ
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪

σ γ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎩ ⎭

11 11 12 13 14 15 16 11

22 22 23 24 25 26 22

33 33 34 35 36 33

12 44 45 46 12

23 55 56 23

31 66 31

C C C C C C
C C C C C

C C C C
C C C

C C
Sym C

                       (1.91) 

Vôùi Cij laø tensor ñoä cöùng baäc hai coù 21 thaønh phaàn lieân heä vôùi 21 thaønh phaàn 
cuûa tensor baäc boán Cijkl nhö phöông trình (1.92). 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1111 1122 1133 1112 1123 1131

2222 2233 2212 2223 2231

3333 3312 3323 3331
ij

1212 1223 1231

2323 2331

3131

C C C C C C
C C C C C

C C C C
C

C C C
C C

Sym C

                         (1.92) 

Theo (1.88), haøm naêng löôïng bieán daïng: = σ εi i
1U
2

                (1.93) 

luoân döông vôùi moïi bieán daïng khaùc khoâng cho neân ma traän [Cij] laø xaùc ñònh 
döông. 

1.4.4. Moâi tröôøng tröïc höôùng vaø ñaúng höôùng. 

Vaät lieäu ñaúng höôùng coù tính chaát cuûa heä ñaøn hoài khoâng phuï thuoäc vaøo höôùng. 
Vaät lieäu tröïc höôùng laø vaät lieäu coù ba maët phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài vuoâng goùc 
vôùi nhau. 

Khaùi nieäm maët phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài: neáu caùc heä soá ñaøn hoài taïi moät ñieåm 
coù giaù trò khoâng ñoåi ñoái vôùi moät caëp heä toïa ñoä baát kyø maø heä noï nhaän ñöôïc töø 
heä kia baèng pheùp chieáu göông ñoái vôùi maët phaúng ñaõ cho thì maët phaúng naøy 
goïi laø maët phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài. Caùc truïc cuûa heä toïa ñoä nhö theá goïi laø 
“höôùng cuûa caùc tính chaát ñaøn hoài töông ñöông”. 

a) Vaät lieäu ñaøn hoài tröïc höôùng. 
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Vaät theå tröïc höôùng thöôøng gaëp trong kyõ thuaät nhö: goã, taám beâ toâng coát theùp 
coù ñaët coát theùp khoâng ñoàng ñeàu theo hai phöông, taám saøn coù heä daàm tröïc giao, 
taám vaät lieäu löôïn soùng, …  

Xeùt vaät theå coù maët phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài, giaû söû laø x1 - x2, nghóa laø khi thay 
ñoåi chieàu truïc x3 ñeå thaønh heä truïc toïa ñoä môùi x’i vôùi x’1 = x1,  x’2 = x2,  x’3 = -x3, 
thì giaù trò caùc haèng soá ñaøn hoài khoâng thay ñoåi. Pheùp bieán ñoåi naøy vieát theo 
ma traän laø: 

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

ij

1 0 0
a 0 1 0

0 0 1
                     (1.94) 

Trong ñoù [aij] laø ma traän bieán ñoåi toïa ñoä töø xi sang x’i. 

Tensor öùng suaát bieán ñoåi theo pheùp bieán ñoåi tensor: 

 
σ = σ σ = σ σ = σ σ = σ

σ = −σ σ = −σ
11 11 22 22 33 33 12 12

13 13 23 23

' ,  ' ,  ' ,   '

' ,   '
        (1.95) 

Töông töï, ñoái vôùi tensor bieán daïng ta coù: 

 
ε = ε ε = ε ε = ε γ = γ

γ = −γ γ = −γ
11 11 22 22 33 33 12 12

13 13 23 23

' ,  ' ,  ' ,  '

' ,  '
          (1.96) 

Ñònh luaät Hooke trong heä toïa ñoä môùi: 

 

11 1111 12 13 14 15 16

22 2222 23 24 25 26

33 33 34 35 36 33

44 45 4612 12

55 5623 23
66

31 31

' 'C C C C C C
' 'C C C C C
' C C C C '

C C C' '
C C' '

Sym C' '

⎧ ⎫ ⎧ ⎫σ ε− −⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥σ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪− −⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥σ − − ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬− −σ γ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪σ γ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦σ γ⎩ ⎭ ⎩ ⎭        (1.97) 

Vì quan heä öùng suaát vaø bieán daïng trong hai heä truïc phaûi ñoàng nhaát neân ma 
traän cöùng [Cij] phaûi baèng ma traän cöùng trong (1.91), coù nghóa laø nhöõng thaønh 
phaàn mang daáu aâm trong (1.97) phaûi baèng 0, suy ra ma traän cöùng [Cij] phaûi coù 
daïng: 
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

11 12 13 14

22 23 24

33 34
ij

44

55 56

66

C C C C 0 0
C C C 0 0

C C 0 0
C

C 0 0
C C

Sym C

           (1.98) 

Nhö vaäy, trong tröôøng hôïp coù moät maët phaúng ñaøn hoài, soá heä soá ñaøn hoài laø 13. 
Giaû söû coù theâm maët phaúng ñoái xöùng ñaøn hoài, chaúng haïn x2-x3, ma traän [Cij] 
treân ruùt goïn coøn chín haèng soá ñaøn hoài nhö sau: 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

11 12 13

22 23

33
ij

44

55

66

C C C 0 0 0
C C 0 0 0

C 0 0 0
C

C 0 0
C 0

Sym C

         (1.99) 

Khi coù hai maët phaúng toïa ñoä vuoâng goùc laø ñoái xöùng ñaøn hoài thì maët phaúng coøn 
laïi cuõng seõ laø ñoái xöùng ñaøn hoài. Nhö vaäy, trong tröôøng hôïp ñaøn hoài tröïc 
höôùng, soá haèng soá ñaøn hoài laø chín vaø khoâng theå ruùt goïn theâm. 

Ñaëc ñieåm cuûa phöông trình xaùc ñònh ñoái vôùi vaät lieäu naøy laø öùng suaát phaùp chæ 
lieân quan ñeán bieán daïng daøi, öùng suaát tieáp chæ lieân quan ñeán bieán daïng goùc. 
Noùi caùch khaùc, trong tröôøng hôïp naøy, truïc chính öùng suaát vaø truïc chính bieán 
daïng truøng nhau. 

Ñeå thaáy ñöôïc tính chaát naøy, ta choïn heä truïc toïa ñoä xj ban ñaàu truøng vôùi caùc 
phöông chính bieán daïng. Do ñoù, ta coù: 

ε = ε ε = ε ε = ε ε = ε = ε =11 1 22 2 33 3 12 23 31,  ,  ,  0                            (1.100) 

Töø (1.91) ta ñöôïc : 

 σ = ε + ε + ε23 51 1 52 2 52 3C C C                             (1.101) 

Baây giôø ta xoay heä truïc toïa ñoä xj sang x’k, sao cho trong heä truïc môùi truïc x’3 
truøng vôùi truïc x3 cuõ, coøn hai truïc x’1 vaø x’2 töông öùng ngöôïc chieàu vôùi hai truïc 
cuõ x1 vaø x2. Ta seõ coù: 

′ ′ ′= = − =
′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = =
11 22 33

12 13 21 23 31 32

n n 1;  n 1;
n n n n n n 0

                                  (1.102) 
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Caùc truïc toïa ñoä môùi cuõng truøng vôùi caùc truïc chính bieán daïng. Caùc haèng soá ñaøn 
hoài Cij khoâng phuï thuoäc vaøo vieäc choïn heä truïc toïa ñoä. Vì theá trong heä truïc môùi 
x’k ta cuõng coù heä thöùc: 

 ′ ′ ′ ′σ = ε + ε + ε23 51 1 52 2 52 3C C C                             (1.103) 

AÙp duïng coâng thöùc bieán ñoåi (1.40) vaø (1.60) vaø chuù yù ñeán (1.102), ta ñöôïc: 

 ′ ′ ′ε = ε = ε =k j kj kj kn n ; k 1, 2, 3                                   (1.104) 

 ′ ′ ′σ = σ = −σ23 ij 2i 3 j 23n n                             (1.105) 

Thay (1.104), (1.105) vaøo (1.103): 

 −σ = ε + ε + ε23 51 1 52 2 52 3C C C                            (1.106) 

So saùnh (1.101) vôùi (1.106) ta thaáy: 

 σ =23 0                        (1.107) 

Töông töï ta cuõng coù: 

 σ =σ =12 31 0                           (1.108) 

Nhö vaäy, trong tröôøng hôïp ñaøn hoài tröïc höôùng, truïc chính öùng suaát vaø truïc 
chính bieán daïng truøng nhau. 

Vaät theå tröïc höôùng ñöôïc goïi laø ñoái xöùng laäp phöông, neáu tính chaát ñaøn hoài 
khoâng ñoåi theo caû ba höôùng. Luùc ñoù, chæ coøn ba haèng soá ñaøn hoài: 

C11 = C22 = C33 vaø C12 = C23 = C31 vaø C44 = C55 = C66       (1.109) 

b) Vaät lieäu ñaúng höôùng. 

Do tính chaát cuûa vaät lieäu theo moïi phöông laø nhö nhau, ta coù theå xoay truïc 
theo moät phöông baát kyø, caùc haèng soá ñaøn hoài vaãn khoâng thay ñoåi. Chaúng haïn 
quay heä quanh truïc x3 moät goùc 450 nhö hình 1.6. 

Ma traän bieán ñoåi toïa ñoä coù daïng: 

i j

1 1 0
2 2

1 1a 0
2 2

0 0 1

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                (1.110) 

Soá haèng soá ñoäc laäp coøn laïi hai vaø ñöôïc kyù hieäu laø: C12 = λ vaø C44 = μ, goïi laø hai 
haèng soá Lameù. Ma traän cöùng cho vaät theå ñaøn hoài ñaúng höôùng: 
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λ μ λ λ

λ μ λ
λ μ

μ
μ

μ

ij

2 0 0 0
2 0 0 0

2 0 0 0
C

0 0
0

Sym

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥+

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                               (1.111) 

Nhö vaäy ñònh luaät Hooke ñöôïc vieát döôùi daïng chæ soá nhö sau: 

σij = λεkkδij + 2μεij = λΘδij + 2μεij                                             (1.112) 

vôùi Θ = εkk laø bieán daïng theå tích. 

hay bieåu dieãn bieán daïng theo öùng suaát: 

λ⎛ ⎞
ε = σ − δ σ⎜ ⎟μ μ + λ⎝ ⎠

ij ij ij kk
1

2 2 3
                                    (1.113) 

Ñaët: 

 
ν

λ = μ = =
+ ν − ν + ν

E E  ;   G
(1 )(1 2 ) 2(1 )                  (1.114) 

Ta thu ñöôïc: 

 
+ ν ν

ε = σ − δ σij ij ij kk
1

E E
                                (1.115) 

Nghieân cöùu traïng thaùi keùo ñôn giaûn chæ theo truïc x1 coù theå ñöa ra caùc modulus 
ñaøn hoài kyõ thuaät E (Young’s modulus) vaø ν (heä soá Poisson): 

Hình 1.6

x3, x’3

x1 

x2

x’1
x’2 

450

450
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σ = ε

ε = ε = −νε
11 11

22 33 11

E
                          (1.116) 

Töø quan saùt thöïc nghieäm, ta thaáy σ11 vaø ε11 cuøng daáu, nhöng khaùc daáu vôùi ε22, 
ε33. Suy ra E > 0 vaø   ν > 0. 

Xeùt traïng thaùi öùng suaát ñaëc bieät laø aùp suaát thuûy tónh, xaùc ñònh baèng:  

σij = -pδij. 

Ta coù p = - Kεkk, vôùi K = E/[3(1 - 2ν)]. Vì aùp suaát thuûy tónh p > 0 vaø öùng suaát 
phaùp gaây neùn neân K > 0, suy ra : 
 0 ≤ ν ≤ ½                                (1.117) 
khi ν = ½ thì vaät lieäu khoâng neùn ñöôïc. 

Trong traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy, quan heä giöõa modulus tröôït G vaø caùc 
modulus khaùc ñöôïc thieát laäp deã daøng nhö sau: 

μ = G = E/[2(1+ν)]                          (1.118) 

Quan heä giöõa caùc modulus ñaøn hoài ñöôïc cho trong baûng 1.5: 
Baûng 1.5 

 λ, μ E, ν μ, K μ, ν 

λ λ 
E

(1 )(1 2 )
ν

+ ν − ν
 3K 2

3
− μ

 
2

1 2
μν
− ν

 

μ μ 
E

2(1 )+ ν
 μ μ 

K 2
3λ + μ  

E
3(1-2 )ν

 K 
2 (1 )
3(1 2 )
μ + ν
− ν

 

E 
(3 2 )μ λ + μ
λ + μ

 E 
9K

3K
μ
+ μ

 2 (1 )μ + ν  

ν 
2( )

λ
λ + μ

 ν 
3K 2

2(3K )
− μ
+ μ

 ν 

1.5. Giaûi baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài theo chuyeån vò hoaëc theo öùng suaát. 

Nhö vaäy ta ñaõ ñònh nghóa ñöôïc 15 ñaïi löôïng caàn vaø ñuû ñeå ñaëc tröng cho bieán 
daïng vaø noäi löïc taïi ñieåm (öùng suaát): 3 thaønh phaàn chuyeån vò, 6 thaønh phaàn 
bieán daïng vaø 6 thaønh phaàn öùng suaát. Chuùng laø caùc haøm lieân tuïc cuûa caùc toïa ñoä 
ñieåm baát kyø trong vaät vaø vieäc xaùc ñònh caùc haøm naøy laø nhieäm vuï cuûa baøi toaùn 
vaät raén bieán daïng ñaøn hoài. 
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Muoán xaùc ñònh 15 ñaïi löôïng naøy ta phaûi giaûi heä 15 phöông trình vi phaân ñaõ 
thieát laäp ñöôïc, bao goàm 3 phöông trình caân baèng (1.53), 6 phöông trình quan 
heä öùng suaát - bieán daïng (1.112) hay (1.113) vaø 6 phöông trình bieåu dieãn quan 
heä bieán daïng - chuyeån vò (1.39). Ngoaøi ra, caùc ñaïi löôïng treân coøn phaûi thoûa caùc 
ñieàu kieän bieân ñoäng hoïc vaø ñieàu kieän bieân tónh hoïc. Ví duï caùc ñieàu kieän bieân 
tónh hoïc veà löïc beà maët coù daïng (1.50) hay: 

 σ=j ij iq n ; j = 1, 2, 3 

Thoâng thöôøng ngöôøi ta taùch 15 aån ra laøm hai nhoùm: nhoùm aån cô baûn (sô caáp) 
vaø nhoùm aån coøn laïi (thöù caáp). Nhoùm aån cô baûn seõ ñöôïc xaùc ñònh tröôùc moät 
caùch ñoäc laäp vôùi caùc aån coøn laïi ñeå laøm cô sôû xaùc ñònh caùc aån coøn laïi. 

Neáu choïn 3 thaønh phaàn chuyeån vò laøm nhoùm aån cô baûn, thì baøi toaùn vaät raén 
ñaøn hoài ñöôïc goïi laø giaûi theo chuyeån vò; coøn neáu choïn 6 thaønh phaàn öùng suaát 
laøm nhoùm aån cô baûn, thì baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài ñöôïc goïi laø giaûi theo öùng 
suaát. 

Tröôøng hôïp giaûi theo chuyeån vò, ta seõ nhaän ñöôïc heä 3 phöông trình vi phaân 
vôùi 3 aån laø ba thaønh phaàn chuyeån vò töø heä 15 phöông trình treân baèng caùch 
khöû ñi caùc thaønh phaàn cuûa tensor öùng suaát vaø cuûa tensor bieán daïng. Dieãn tieán 
cuûa coâng vieäc naøy coù theå chi tieát theo caùc böôùc nhö sau. 

Thay (1.39) vaøo (1.112), ta ñöôïc: 

 
⎛ ⎞∂∂

σ = λΘδ + μ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

ji
ij ij

j i

uu
x x

                                (1.119) 

Ñaïo haøm rieâng (1.119) theo xi roài laäp toång theo chæ soá i, ta thu ñöôïc: 

 ( )
∂σ ∂Θ

= λ + μ + μ∇
∂ ∂

ij 2
j

i j
u

x x
                                (1.120) 

vôùi:  

 
∂

Θ = ε =
∂

i
ii

i

u
x

                                  (1.121) 

 
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

2 2 2
2

2 2 2
1 2 3x x x

  laø toaùn töû Laplace                              (1.122) 

Thay (1.120) vaøo phöông trình caân baèng (1.53) ta seõ ñöôïc heä phöông trình vi 
phaân Lameù ñoái vôùi caùc thaønh phaàn chuyeån vò döôùi daïng: 
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 ( ) ∂Θμ∇ + λ + μ + =
∂

2
j j

j
u X 0

x
                              (1.123) 

vôùi: ρ=j jX b  laø löïc theå tích. 

Neáu treân beà maët vaät raén ñaõ bieát chuyeån vò, thì caùc ñieàu kieän bieân ñoái vôùi heä 
phöông trình (1.123): 

⎛ ⎞∂∂
= λΘ + μ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

ji
j j i

j i

uuq n n
x x

                            (1.124) 

Nghieäm cuûa heä phöông trình (1.123), ñaõ thoûa caùc ñieàu kieän bieân (1.124), xaùc 
ñònh tröôøng chuyeån vò trong vaät raén. Tröôøng bieán daïng seõ ñöôïc xaùc ñònh tieáp 
döïa vaøo caùc heä thöùc Cauchy (1.39), vaø cuoái cuøng tröôøng öùng suaát seõ ñöôïc xaùc 
ñònh töø heä thöùc (1.112). 

Tröôøng hôïp treân beà maët vaät raén ñaõ bieát löïc taùc ñoäng thì giaûi theo öùng suaát seõ 
thuaän lôïi hôn. 

Ba phöông trình vi phaân caân baèng (1.53) chöa ñuû ñeå xaùc ñònh nhoùm aån cô baûn 
goàm 6 thaønh phaàn öùng suaát, maø caàn phaûi döïa vaøo caùc heä thöùc Cauchy (1.39) 
vaø ñònh luaät Hooke (1.112) hoaëc (1.113) ñeå coù ñuû soá phöông trình boå sung chæ 
chöùa caùc aån cô baûn. 

Caùc thaønh phaàn bieán daïng seõ laø caùc haøm ba bieán vaø ñöôïc tính theo caùc heä 
thöùc Cauchy (1.39) nhö sau: 

x y z

xy xz yz

u v w;   ;    
x y z
u v u w v w; ;
y x z x z y

∂ ∂ ∂
ε = ε = ε =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

γ = + γ = + γ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                                   (1.125) 

Töø (1.125) ta coù: 
2 22 3 3 3 3

y xyx
2 2 2 2 2 2

u v u v;  ;  
y x y x x y x y x y x y

∂ ε ∂ γ∂ ε ∂ ∂ ∂ ∂
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Do ñoù: 

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂ ∂ ∂

2 22
y xyx

2 2y x x y
                                  (1.125a) 

Töông töï cho hai moái quan heä coøn laïi: 

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂ ∂ ∂

2 22
y yzz

2 2z y y z
                          (1.125b) 
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∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂ ∂ ∂

2 22
x xzz

2 2z x x z
                          (1.125c) 

Maët khaùc, ta cuõng coù: 
2 3 2 2

yzx

2 2 2 2
xyxz

u v w;  
y z x y z x x z x y

u w u v;  
y y z x y z y z x z

∂γ∂ ε ∂ ∂ ∂
= = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂γ∂γ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Ta ruùt ra ñöôïc: 

∂γ ∂γ⎛ ⎞∂ ε ∂γ∂
= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
yz xyx zx2

y z x x y z
                              (1.126a) 

Töông töï cho hai moái quan heä coøn laïi: 

∂ ε ∂γ ∂γ⎛ ⎞∂γ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
y yz xyzx2

z x y x y z
                         (1.126b) 

∂γ ∂γ⎛ ⎞∂γ∂ ε ∂
= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
yz xyzxz2

x y z x y z
                         (1.126c) 

Saùu moái quan heä vi phaân giöõa caùc thaønh phaàn bieán daïng ñöôïc goïi laø caùc ñieàu 
kieän töông thích Saint-Venant. 

Ñaët bieán daïng theå tích laø Θ vaø toång caùc öùng suaát phaùp laø θ, chuùng ñöôïc xaùc 
ñònh nhö sau: 

Θ = ε + ε + ε

θ = σ + σ + σ
x y z

x y z

                            (1.127) 

Duøng ñònh luaät Hooke, caùc ñieàu kieän töông thích (1.125) vaø (1.126) seõ chuyeån 
thaønh moái quan heä giöõa caùc thaønh phaàn öùng suaát. Thí duï, moät moái quan heä 
nhö theá seõ thu ñöôïc baèng caùch thay ba bieåu thöùc cuûa ñònh luaät Hooke: 

( )

( )

( )

y y

z z

yz
yz

1 1
E
1 1
E
2 1

E

⎡ ⎤ε = + ν σ − νθ⎣ ⎦

ε = + ν σ − νθ⎡ ⎤⎣ ⎦

+ ν τ
γ =

 

vaøo ñieàu kieän töông thích (1.125b), ta thu ñöôïc: 
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( ) ( )
2 22 2 2

y yzz
2 2 2 21 2 1

z y z y y z
⎛ ⎞∂ σ ∂ τ∂ σ ⎛ ⎞∂ θ ∂ θ

+ ν + − ν + = + ν⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

                     (1.128) 

Maët khaùc, töø ba phöông trình caân baèng ta coù ñöôïc: 

yz xzz

yz y xy

xyx xz

Z
y z x

Y
z y x

X
x y z

∂τ⎧ ∂τ∂σ
= − − −⎪ ∂ ∂ ∂⎪

∂τ ∂σ ∂τ⎪
= − − −⎨ ∂ ∂ ∂⎪

⎪ ∂τ∂σ ∂τ
= − − −⎪

∂ ∂ ∂⎩

 

hay:    

2 22
yz xzz

2

2 2 2
yz y xy

2

22 2
xyx xz

2

Z
y z z x z z

Y
y z y x y y

X
x x y x z x

⎧∂ τ ∂ τ∂ σ ∂
= − − −⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪

⎪∂ τ ∂ σ ∂ τ ∂⎪ = − − −⎨∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ τ∂ σ ∂ τ ∂
⎪ = − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪⎩

 

Coäng hai phöông trình ñaàu vôùi nhau vaø keát hôïp vôùi phöông trình thöù ba: 
2 22 2

yz yx z
2 2 2

X Y Z2
y z x y z x y z

∂ τ ∂ σ∂ σ ∂ σ ∂ ∂ ∂
= − − + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Thay keát quaû naøy vaøo (1.128) vaø duøng toaùn töû: 
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 

ta tìm ñöôïc: 

( )

( )

∂ θ ∂ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ν ∇ θ − ∇ σ − − ν ∇ θ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + ν − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2
2 2 2

x 2 21
x x

X Y Z1
x y z

                                (1.129) 

Hai phöông trình töông töï (1.129) coù theå thu ñöôïc töø hai phöông trình töông 
thích thöù nhaát vaø thöù ba. 

Coäng ba phöông trình loaïi (1.129) (trong ñoù hai phöông trình töông töï thu 
ñöôïc töø phöông trình töông thích thöù nhaát vaø thöù ba), ta coù: 

( ) ( )2 X Y Z1   1
x y z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ν ∇ θ = − + ν + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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Thay theá bieåu thöùc naøy ñoái vôùi ∇2θ vaøo (1.129): 

 2
2

x 2

1 X Y Z X    2
1 x 1 x y z x

∂ θ ν ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ σ + = − + + −⎜ ⎟+ ν ∂ − ν ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                      (1.130) 

Ta coù theå thu ñöôïc ba phöông trình loaïi naøy töông öùng vôùi ba phöông trình 
töông thích ñaàu tieân. Töông töï ba phöông trình töông thích coøn laïi coù theå ñöôïc 
chuyeån thaønh caùc phöông trình coù daïng nhö sau: 

2
2

yz
1 Z Y

1 y z y z
∂ θ ∂ ∂⎛ ⎞∇ τ + = − +⎜ ⎟+ ν ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                           (1.131) 

Tröôøng hôïp löïc theå tích laø haèng, (1.130) vaø (1.131) seõ coù daïng: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2
2

x 2

2
2

y 2

2
2

z 2

2
2

xy

2
2

yz

2
2

xz

1 0
x

1 0 
y

1 0 
z

1 0
x y

1 0
y z

1 0
x z

⎧ ∂ θ
+ ν ∇ σ + =⎪ ∂⎪

∂ θ⎪ + ν ∇ σ + =⎪ ∂
⎪

∂ θ⎪ + ν ∇ σ + =⎪ ∂⎪
⎨

∂ θ⎪ + ν ∇ τ + =
⎪ ∂ ∂
⎪

∂ θ⎪ + ν ∇ τ + =
⎪ ∂ ∂
⎪

∂ θ⎪ + ν ∇ τ + =⎪⎩ ∂ ∂

                          (1.132) 

Ta thaáy raèng theâm vaøo ba phöông trình caân baèng (1.53) vaø ba ñieàu kieän bieân 
(1.50), caùc thaønh phaàn öùng suaát phaûi thoûa saùu ñieàu kieän töông thích (1.129) vaø 
(1.130) hoaëc (1.132). Heä thoáng caùc phöông trình naøy, noùi chung, ñuû ñeå xaùc 
ñònh caùc thaønh phaàn öùng suaát. 

Caùc ñieàu kieän töông thích chæ chöùa nhöõng ñaïo haøm baäc hai cuûa caùc thaønh 
phaàn öùng suaát. Do ñoù, neáu ngoaïi löïc taùc ñoäng sao cho caùc phöông trình caân 
baèng (1.53) cuøng vôùi caùc ñieàu kieän bieân (1.50) coù theå ñöôïc thoûa khi laáy caùc 
thaønh phaàn öùng suaát nhö laø haèng soá hay laø caùc haøm tuyeán tính theo toïa ñoä, 
caùc phöông trình töông thích ñöôïc thoûa moät caùch töông töï vaø heä thoáng öùng 
suaát naøy laø lôøi giaûi chính xaùc cuûa baøi toaùn. 

1.6. Ví duï giaûi baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài. 

1.6.1. Ví duï 1. 
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Tìm tröôøng chuyeån vò vaø tröôøng öùng suaát trong thanh hình truï troøn chòu xoaén 
thuaàn tuùy. 

Giaûi: 

Choïn truïc thanh laøm truïc toïa ñoä z, hai truïc x vaø y naèm trong maët caét ngang ôû 
giöõa thanh. Khaûo saùt moät ñieåm trong thanh. Caùc thaønh phaàn chuyeån vò laø u, 
v, w; caùc thaønh phaàn öùng suaát laø σx, σy, σz, τxy, τyz, τzx; caùc thaønh phaàn bieán 
daïng laø εx, εy, εz, εxy, εyz, εzx. 

Ta seõ giaûi baøi toaùn theo chuyeån vò, vaø thöû choïn caùc thaønh phaàn chuyeån vò laø 
caùc haøm coù daïng:  

 u = −τzy; v = τzx;  w = 0                             (a) 

trong ñoù τ = const seõ ñöôïc xaùc ñònh sau. 

Theo (a) ta coù:  

 ∇ = ∇ = ∇ =2 2 2u 0; v 0; w 0                              (b) 

 ∂ ∂ ∂
Θ = + +

∂ ∂ ∂
u v w
x y z

                        (c) 

Thay (b), (c) vaøo heä phöông trình vi phaân (1.123) ta thaáy caùc phöông trình ñoù 
seõ ñöôïc thoûa maõn chæ khi caùc thaønh phaàn löïc khoái: 

 X = Y = Z = 0                         (d) 

Taïi ñieåm baát kyø treân maët truï ngoaøi cuûa thanh, do n3 = 0 neân caùc ñieàu kieän 
bieân (1. 124) coøn laïi: 

 ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= λΘ + μ + μ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x 1 2

u v uq 2 n n
x x y

 

 ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= μ + + λΘ + μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y 1 2
v u vq n 2 n
x y y

                                    (e) 

 

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= μ + + μ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
z 1 2

u w v wq n n
z x z y  

Töø ñoù, theo (a) vaø (c) ta suy ra: 

 qx = qy = 0                            (f) 

 ( ) ( )μτ
= μτ − + = − + =z 1 2q yn xn ydy xdx 0

ds
                                        (g) 

trong ñoù ds laø ñoä daøi voâ cuøng beù treân ñöôøng troøn chu vi maët caét ngang cuûa 
thanh, x vaø y laø toïa ñoä ñieåm baát kyø treân ñöôøng troøn ñoù. 
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Taïi ñieåm baát kyø treân hai maët caét ôû hai ñaàu thanh: n1 = n2 = 0, n3 = ± 1. Treân 
maët caét ñaàu thanh coù toïa ñoä z = l/2, caùc ñieàu kieän bieân (1. 124) coøn laïi: 

 ∂ ∂⎛ ⎞= μ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
x

w uq
x z

 

 ∂ ∂⎛ ⎞
= μ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

y
w vq
y z

                                (h) 

 ∂⎛ ⎞= λΘ + μ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
z

wq 2
z

 

Keát hôïp (h) vôùi (a) vaø (c) ta ñöôïc: 

 qx = -μτy; qy = μτx; qz = 0                                      (i) 

Goïi Mz laø moment ñoái vôùi truïc toïa ñoä z (moment xoaén) cuûa caùc thaønh phaàn löïc 
beà maët treân dieän tích F cuûa maët caét ñaàu thanh, ta coù: 

 ( )= − +∫z x y
F

M q dFy q dFx                              (k) 

Thay (i) vaøo (k) ta nhaän ñöôïc: 

 ( )= μτ + = μτ∫ 2 2
z o

F

M x y dF I                              (l) 

trong ñoù ( )= +∫ 2 2
o

F

I x y dF  laø moment quaùn tính (moment dieän tích baäc hai) ñoái 

vôùi taâm O cuûa dieän tích F. 

Vector chính cuûa caùc thaønh phaàn löïc beà maët treân dieän tích F cuûa maët caét ñaàu 
thanh: 

 

( ) ( )+ = − + μτ =

= −μτ + μτ =

∫ ∫

∫ ∫

r rr r

r r

x y
F F

F F

q q dF y i x j dF

i ydF j xdF 0
                          (m) 

Caùc tích phaân ôû veá phaûi bieåu dieãn moment tónh (moment dieän tích baäc nhaát) 
cuûa F ñoái vôùi caùc truïc trung taâm x vaø y ñi qua troïng taâm O, do vaäy caùc tích 
phaân naøy baèng khoâng! Ñieàu naøy laøm cho vector chính cuûa caùc thaønh phaàn löïc 
beà maët treân dieän tích F cuûa maët caét ñaàu thanh baèng khoâng. 

Töông töï cho maët caét ñaàu thanh coù toïa ñoä z = -l/2. 

Nhö vaäy, caùc haøm chuyeån vò ñaõ choïn coù daïng (a) bieåu dieãn tröôøng chuyeån vò 
trong thanh chæ chòu taùc ñoäng cuûa caùc löïc beà maët treân maët caét hai ñaàu thanh. 
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Caùc löïc beà maët naøy töông ñöông vôùi hai moment taäp trung Mz ñaët ôû hai ñaàu 
thanh vaø ngöôïc chieàu nhau. Vaäy caùc haøm chuyeån vò ñaõ choïn coù daïng (a) ñuùng 
laø nghieäm cuûa baøi toaùn  xoaén thuaàn tuùy thanh hình truï troøn. 

Töø (l) ta xaùc ñònh ñöôïc haèng soá τ: 

 τ = z

o

M
GI

                   (n) 

trong ñoù μ= G = E/2(1+ν) laø modulus ñaøn hoài tröôït. 

Ta duøng 6 phöông trình quan heä bieán daïng - chuyeån vò (1. 39) vaø 6 phöông 
trình quan heä öùng suaát - bieán daïng (1.122) ñeå xaùc ñònh tröôøng öùng suaát trong 
thanh: 

εx = 0, εy = 0, εz = 0, εxy = 0, εyz = τx, εzx = -τy  (o) 

σx = 0, σy = 0, σz = 0, τxy = 0, τyz = Gτx, τzx = -Gτy (p) 

hay, thay τ bôûi (n) : 

 τ = τ = −z z
zy zx

o o

M Mx; y
I I

                                    (q) 

Treân maët caét ngang baát kyø cuûa thanh, öùng suaát tieáp toaøn phaàn taïi ñieåm tuøy yù 
P(x,y) kyù hieäu τ

r
z  vaø coù ñoä lôùn xaùc ñònh bôûi coâng thöùc: 

 τ = τ + τ = + = ρ2 2 2 2z z
z zx zy

o o

M Mx y
I I

                           (t) 

Vector öùng suaát τ
r

z  coù phöông vuoâng goùc vôùi baùn kính ρ
r  cuûa ñieåm P. 

1.6.2. Ví duï 2. 

Cho tensor sau ñaây: 

−⎧ ⎫
⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭

3

3

Cx 0 0
T 0 Cx 0

0 0 D  
trong ñoù C vaø D laø caùc haèng soá döông. Tensor naøy coù theå duøng bieåu dieãn 
tröôøng öùng suaát trong khoái truï bò bieán daïng ñöôïc khoâng? Neáu ñöôïc, haõy xaùc 
ñònh tröôøng löïc khoái vaø tröôøng löïc beà maët töông öùng taùc ñoäng vaøo khoái truï ñoù, 
bieát raèng phöông trình cuûa maët truï coù daïng: 

 ( ) = + − =2 2 2
1 2 3 1 2F x ,x ,x x x a 0  

Giaûi: 
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Giaû söû thöøa nhaän: 

 σ

−⎧ ⎫
⎪ ⎪= σ = −⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭

3

ij 3

Cx 0 0
T 0 Cx 0

0 0 D
                                (a) 

Ta suy ra caùc phöông trình vi phaân caân baèng (1.53) seõ ñöôïc thoûa maõn neáu caùc 
thaønh phaàn löïc khoái baèng khoâng: Xj = 0 (j = 1, 2, 3). Vôùi (a) vaø Xj = 0 thì 6 
phöông trình töông thích (1.130) vaø (1.131) ñeàu ñöôïc thoûa. 

Nhö vaäy coù theå nhaän tensor (a) bieåu dieãn tröôøng öùng suaát vôùi ñieàu kieän löïc 
khoái baèng khoâng. 

Vieäc xaùc ñònh caùc löïc beà maët tieán haønh nhö sau. 

Treân maët truï ñaõ cho ( ) = + − =2 2 2
1 2 3 1 2F x ,x ,x x x a 0  vector ñôn vò treân phaùp 

tuyeán ngoaøi doïc theo moät ñöôøng sinh coù daïng: 

 = + +
r r rr 1 2
1 2 3

x xn i i 0 i
a a

                             (b) 

do ñoù, caùc löïc beà maët doïc theo moät ñöôøng sinh, döïa theo ñieàu kieän bieân (1.50) 
ñöôïc xaùc ñònh nhö sau: 

 

⎧ ⎫⎧ ⎫ −−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1 31

2 32

Cx xx
aa1 3

Cx xx
2 3 a a

3

q Cx 0 0
q 0 Cx 0
q 0 0 D 0 0

                         (c) 

hay: 

 = − − +
r r rr n

1 3 1 2 3 2 3
C Cq x x i x x i 0 i
a a

                          (d) 

do ñoù: 

= + =
r n 2 2

3 1 2 3
Cq x x x C x
a

              (e) 

Theo (c) ta coù: 

=1 1

2 2

q x
q x

                    (f) 
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Heä thöùc (f) vaø (e) chöùng toû vector löïc beà maët 
rnq  naèm treân phaùp tuyeán vaø seõ 

cuøng chieàu vôùi phaùp vector ñôn vò 
r
n  neáu x3 < 0 hoaëc ngöôïc laïi. 

Nhö vaäy, taïi maët caét coù toïa ñoä x3 > 0 treân ñöôøng troøn chu vi cuûa maët caét 
+ − =2 2 2

1 2x x a 0  caùc löïc beà maët 
rnq ñeàu höôùng taâm vaø coù ñoä lôùn baèng haèng. 

Treân hai maët caét ñaàu muùt cuûa khoái truï, vì = ±
rr
3n i , neân: 

= + ±
r r rrn
1 2 3q 0i 0 i D i                         (g) 

= =
rnq D const                          (h) 

1.7. Thieát laäp baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài vaø caùc phöông phaùp giaûi gaàn 
ñuùng. 

Caùc baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài neáu muoán thieát laäp moät caùch chaët cheõ thì phaûi 
bieát ñaày ñuû : hình daùng cuûa vaät theå, caùc haèng soá ñaøn hoài cuûa vaät lieäu, caùc löïc 
khoái, ba ñieàu kieän bieân treân khaép vaät theå. 

Vì vieäc giaûi baøi toaùn loaïi naøy caàn xaùc ñònh tröôøng chuyeån vò, tröôøng bieán daïng 
vaø tröôøng öùng suaát, do ñoù gaëp nhieàu khoù khaên veà toaùn hoïc. Lôøi giaûi giaûi tích 
chính xaùc chæ coù ñöôïc trong moät soá ít tröôøng hôïp ñôn giaûn neân khoâng ñaùp öùng 
heát nhu caàu öùng duïng trong kyõ thuaät. 

Nhaèm laøm cho baøi toaùn ñôn giaûn hôn ngöôøi ta thöôøng duøng nguyeân lyù Saint-
Venant sau ñaây: neáu moät heä löïc taùc ñoäng leân moät phaàn nhoû cuûa beà maët hoaëc 
cuûa theå tích vaät raén ñaøn hoài ñöôïc thay theá bôûi moät heä löïc khaùc cuõng taùc duïng 
treân phaàn nhoû cuûa beà maët hoaëc cuûa theå tích vaät raén vaø hai heä löïc coù chung 
vector chính vaø moment chính, thì traïng thaùi öùng suaát taïi caùc ñieåm cuûa vaät 
raén khoâng quaù gaàn mieàn ñaët löïc haàu nhö khoâng ñoåi. 

Vôùi vieäc öùng duïng nguyeân lyù naøy ta coù theå moå roäng ñaùng keå lôùp caùc baøi toaùn 
trong ñoù coù theå tích phaân ñöôïc caùc phöông trình lieät keâ trong muïc 1.5. Tuy 
nhieân, vaãn coøn moät löôïng raát lôùn caùc baøi toaùn khoâng theå tìm ñöôïc nghieäm giaûi 
tích chính xaùc. Trong nhöõng tröôøng hôïp naøy ngöôøi ta öùng duïng roäng raõi caùc 
phöông phaùp giaûi gaàn ñuùng khaùc nhau vaø chuùng ñöôïc chia ra laøm hai nhoùm. 

Nhoùm thöù nhaát bao goàm caùc phöông phaùp gaàn ñuùng coù chung ñaëc ñieåm laø caùc 
phöông trình vi phaân chính xaùc cuûa baøi toaùn ñöôïc thay theá bôûi caùc phöông 
trình gaàn ñuùng. Quan troïng nhaát trong soá caùc phöông phaùp naøy laø ngöôøi ta 
thöôøng caên cöù vaøo caùc nguyeân nhaân vaät lyù hoaëc döïa vaøo caùc lôøi giaûi ñaõ bieát 
cho nhöõng tröôøng hôïp töông töï maø coù theå phaân chia caùc öùng suaát trong baøi 
toaùn thaønh caùc öùng suaát cô baûn vaø caùc öùng suaát thöù yeáu. 
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Caùc öùng suaát thöù yeáu laø caùc öùng suaát coù trò soá beù so vôùi caùc öùng suaát cô baûn vaø 
seõ khoâng ñöôïc keå ñeán khi tính caùc bieán daïng. 

Trong nhoùm thöù nhaát coøn keå ñeán vieäc thöøa nhaän caùc giaû thieát veà söï phaân boá 
caùc öùng suaát hoaëc veà ñaëc ñieåm cuûa traïng thaùi bieán daïng. 

Khi giaûi caùc phöông trình vi phaân cuûa baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài (chính xaùc hay 
gaàn ñuùng), tröôùc tieân ngöôøi ta tìm caùch giaûm soá haøm aån phaûi xaùc ñònh. Ñoâi 
khi coù theå bieåu dieãn taát caû caùc aån phaûi tìm theo caùc ñaïo haøm cuûa moät ñaïi 
löôïng naøo ñoù coù yù nghóa vaät lyù töï nhieân (ví duï, trong lyù thuyeát taám moûng ñaïi 
löôïng ñoù laø ñoä voõng). Trong nhöõng baøi toaùn khaùc ngöôøi ta ñöa vaøo nhöõng haøm 
aån môùi cuûa caùc toïa ñoä, thöôøng coù teân goïi laø caùc haøm öùng suaát, thoâng qua caùc 
ñaïo haøm rieâng cuûa chuùng theo caùc toïa ñoä ta seõ bieåu dieãn taát caû caùc öùng suaát 
phaûi tìm. 

Trong nhieàu lôùp baøi toaùn ta coù theå bieåu dieãn taát caû caùc aån theo caùc ñaïo haøm 
rieâng cuûa cuøng haøm öùng suaát, vaø vieäc giaûi baøi toaùn qui veà tìm haøm ñoù. 

Trong nhoùm thöù hai, vieäc giaûi gaàn ñuùng caùc baøi toaùn vaät raén ñaøn hoài chung 
qui laïi laø caùc phöông trình vi phaân xaùc ñònh haøm aån seõ ñöôïc giaûi moät caùch xaáp 
xæ. Trong caùc phöông phaùp phoå bieán nhaát thuoäc nhoùm naøy, bieåu thöùc gaàn ñuùng 
cuûa haøm aån Φ ñöôïc ña thöùc hoùa döôùi daïng : 

 Φ = ϕ + ϕ + ϕ + + ϕK0 0 1 1 2 2 n nC C C C                                 (1.133) 

trong ñoù: 

ϕ0, ϕ1, ϕ2, …, ϕn laø caùc haøm naøo ñoù cuûa caùc toïa ñoä 

C0, C1, C2, …, Cn laø caùc heä soá haèng. 

Caùc haøm ϕ0, ϕ1, ϕ2, …, ϕn seõ ñöôïc choïn sao cho caùc ñieàu kieän bieân cuûa baøi toaùn 
ñöôïc thoûa maõn; vieäc choïn caùc haøm ϕk nhö theá vaãn coøn raát tuøy yù nhöng ñeå 
thuaän lôïi trong quaù trình giaûi ngöôøi ta thöôøng choïn chuùng coù daïng ña thöùc. 
Sau ñoù seõ tìm caùc trò soá cuûa caùc heä soá C0, C1, C2, …, Cn sao cho nghieäm gaàn 
ñuùng (1.133) gaàn vôùi nghieäm chính xaùc nhaát. 


