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Baøi taäp chöông 4  

4.1. Moät bình aùp löïc thaønh moûng troøn daøi chòu aùp löïc beân trong p vaø bò 
chaûy deûo. Tìm heä soá cuûa caùc gia soá bieán daïng deûo theo ba höôùng 
chính theo phöông trình Prandtl−Reuss. 

4.2. Moät oáng thaønh moûng chòu keùo doïc truïc haèng vaø xoaén thay ñoåi. ÖÙng 
suaát phaùp höôùng truïc laø σz = 0,5σ0. Theo tieâu chuaån von Mises, haõy 
tìm ñoä lôùn cuûa öùng suaát tieáp τ ñeå oáng baét ñaàu chaûy deûo. Haõy xaùc 
ñònh heä soá cuûa caùc gia soá bieán daïng deûo p

ijdε  khi oáng ñöôïc chaûy deûo. 

4.3. Moät phaân toá vaät lieäu chòu ba quaù trình ñaët taûi tyû leä. Caùc heä soá cuûa 
caùc öùng suaát chính ñoái vôùi ba tröôøng hôïp gia taûi ñöôïc cho nhö (1) 
(2σ, σ, 0); (2) (σ, σ, 0); (3) (0, −σ, −σ). Theo 

(a) Tieâu chuaàn von Mises: J2 = k2; 
(b) Tieâu chuaàn Tresca: τmax = (σmax − σmin)/2 = k; 
(c) Tieâu chuaån Drucker−Prager: 1 2I J kα + = ; 

(d) Tieâu chuaån Mohr−Coulomb: (mσmax − σmin)/2 = k, 
haõy tìm ñoä lôùn cuûa σ ñoái vôùi moãi tröôøng hôïp ñaët taûi ñeå vaät lieäu baét 
ñaàu chaûy deûo. Haõy tìm vector gia soá bieán daïng deûo chính ( )p p p

1 2 3d ,d ,dε ε ε  

trong quaù trình chaûy deûo döïa treân ñònh luaät chaûy keát hôïp. 

4.4. Haõy chöùng toû raèng gia soá bieán daïng deûo ôû ñænh hình choùp luïc giaùc 
Mohr−Coulomb coù theå ñöôïc bieåu dieãn nhö 
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 Haõy chöùng toû raèng caùc phöông trình (4.34) vaø (4.36) vaãn ñuùng trong 
tröôøng hôïp naøy (xem hình 4.5). 

4.5. Beà maët chaûy ñöôïc Mohr−Coulomb hieäu chænh laø beà maët 
Mohr−Coulomb mσmax − σmin = f’c ñöôïc keát hôïp vôùi maët phaúng giôùi 
haïn keùo σmax = f’t. 
Beà maët chaûy naøy goàm chín maët phaúng, chín caïnh, vaø baûy ñænh. Haõy 
phaân tích gia soá bieán daïng deûo ôû caùc maët phaúng giôùi haïn vaø caùc 
caïnh vaø caùc ñænh coù lieân quan. Haõy chöùng toû raèng  

(a) Caùc gia soá bieán daïng deûo thoûa 

 
p
t
p
c

d m
d
ε

>
ε

∑
∑

 

(b) Gia soá coâng deûo coù theå ñöôïc bieåu dieãn bôûi 
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4.6. Moät oáng daøy ñaàu tieân ñöôïc ñaët taûi ñeán mieàn ñaøn−deûo vôùi aùp suaát 
beân trong p, pe ≤ p ≤ pc, vaø roài ñöôïc caát taûi hoaøn toaøn. 

(a) Haõy tìm caùc öùng suaát dö. 
(b) Haõy xaùc ñònh aùp suaát cao nhaát ñeå vaät lieäu cuûa oáng seõ khoâng chaûy 

deûo laïi khi caát taûi. 
(c) Haõy chöùng toû raèng neáu tyû soá cuûa baùn kính ngoaøi vaø baùn kính trong 

cuûa oáng, b/a, nhoû hôn 2,2; vaät lieäu seõ laéng xuoáng öùng xöû ñaøn hoài ñoái 
vôùi vieäc taïo aùp löïc giöõa p = 0 vaø p = pc. 

4.7. Moät oáng daøy laøm baèng vaät lieäu chaûy deûo lyù töôûng chòu ñöïng aùp suaát 
beân trong chaûy deûo hoaøn toaøn ñöôïc cho bôûi phöông trình (4.73). 
Haõy khaûo saùt beà maët chaûy Tresca cuûa caùc ñieåm öùng suaát ñoái vôùi 
nhöõng baùn kính khaùc nhau, aùp duïng tính phaùp tuyeán ñeå thu ñöôïc 
thoâng tin veà bieán daïng deûo döông, vaø kieåm chöùng raèng bieán daïng 
deûo nhö theá töông thích vôùi moâ hình phaù huûy cuûa oáng. 

4.8. Moät oáng composite bao goàm n oáng ñöôïc laøm cuøng vaät lieäu loàng leân 
nhau. Baùn kính trong vaø ngoaøi cuûa n oáng töông öùng laø (ri, r1), (r1, 
r2), …, (rn−1, re). OÁng composite chòu aùp suaát beân trong p. Vaät lieäu 
tuaân theo tieâu chuaån chaûy Tresca. Giaû söû raèng chaûy deûo xaûy ra moät 
caùch ñoàng thôøi ôû nhöõng maët trong cuûa moãi oáng. Haõy chöùng toû raèng  

(a) AÙp suaát beân trong ñoái vôùi chaûy deûo ñaàu tieân ñöôïc cho bôûi 
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trong ñoù σ0 laø öùng suaát chaûy trong keùo ñôn truïc. 
(b) Neáu tyû soá cuûa caùc baùn kính ngoaøi vaø trong cuûa moãi oáng laø 
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aùp löïc p laáy giaù trò cöïc ñaïi ñoái vôùi chaûy deûo ñaàu tieân, vaø 
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(c) AÙp suaát chaûy deûo hoaøn toaøn p ñöôïc cho bôûi 
pc = σ0ln(re/ri) 

4.9. Cho hình caàu roãng coù baùn kính trong a vaø baùn kính ngoaøi b. Haõy 
phaân tích öùng xöû cuûa hình caàu döôùi aùp suaát beân trong. 
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(a) Haõy tìm caùc öùng suaát vaø chuyeån vò ñaøn hoài. Haõy xaùc ñònh aùp suaát 
cöïc ñaïi pe ñeå lôøi giaûi ñaøn hoài naøy ñuùng. 

(b) Haõy tìm lôøi giaûi ñaøn−deûo vaø aùp suaát cöïc ñaïi pe ñeå lôøi giaûi naøy naøy 
ñuùng. 

(c) Neáu vaät lieäu ñöôïc giaû thieát khoâng neùn trong caû mieàn ñaøn hoài vaø 
chaûy deûo, nhöõng tröôøng hôïp ñôn giaûn hoùa naøo seõ xaûy ra? 

(d) Haõy tìm caùc öùng suaát dö sau quaù trình caát taûi hoaøn toaøn vaø xaùc 
ñònh aùp suaát cao nhaát ñeå söï laéng xuoáng xaûy ra. 

(e) Haõy tìm caùc öùng suaát vaø caùc suaát bieán daïng ñoái vôùi chaûy deûo khoâng 
kieàm cheá. 

4.10. Trong thí nghieäm keùo/xoaén keát hôïp oáng thaønh moûng tieát dieän 
troøn, goïi σ vaø ε töông öùng laø öùng suaát phaùp vaø bieán daïng daøi theo 
phöông doïc truïc, τ vaø γ töông öùng laø öùng suaát tieáp vaø bieán daïng 
tröôït. Giaû söû raèng oáng ñöôïc laøm baèng vaät lieäu Prandtl−Reuss vôùi ν 
= 0,5. Haõy tính caùc öùng suaát σ vaø τ töông öùng vôùi traïng thaùi bieán 
daïng (ε, γ) = (σY/E, σY/ 3G) ñoái vôùi ba loä trình ñaët taûi sau ñaây 
(hình P4.10): 

(a) Bieán daïng daøi doïc truïc ε ñaàu tieân ñöôïc taêng leân giaù trò chaûy deûo ε 
= σY/E, roài ñöôïc giöõ khoâng ñoåi, trong khi bieán daïng tröôït ñöôïc taêng 
leân ñeán giaù trò cuoái cuøng cuûa noù γ = σY/ 3G. 

(b) Nghòch ñaûo loä trình ñaët taûi treân: bieán daïng tröôït ñaàu tieân ñöôïc 
taêng leân ñeán giaù trò cuoái cuøng cuûa noù γ = σY/ 3G, roài ñöôïc giöõ haèng 
soá, trong khi bieán daïng daøi doïc truïc ε ñöôïc taêng leân giaù trò cuoái 
cuøng cuûa noù σY/E. 

(c) Caû hai bieán daïng ε vaø γ ñöôïc gia taêng moät caùch tyû leä vôùi tyû soá ε/γ = 
3G/E = 1/ 3 , cho ñeán khi giaù trò cuoái cuøng cuûa chuùng ñaït ñeán. 

 
Hình P4.10.
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Gôïi yù: Chuù yù raèng σmndemn = σmndεmn, do ñoù dλ coù theå thu ñöôïc theo k, 
σ, dε, τ vaø dγ. Do ñieàu kieän khoâng neùn, caùc phöông trình (4.91) hoaëc 
(4.92) seõ daãn ñeán moät nhoùm caùc phöông trình vi phaân lieân heä vôùi σ(ε, 
γ) vaø τ(ε, γ). Haõy cho dε = 0 hay dγ = 0; caùc phöông trình vi phaân coù 
theå ñöôïc tích phaân ñoái vôùi caùc tröôøng hôïp (a) vaø (b). 

4.11. Haõy khaûo saùt öùng xöû cuûa vaät lieäu Prandtl−Reuss vaø Drucker− 
Prager döôùi ñieàu kieän öùng suaát phaúng ñöôïc ñònh nghóa bôûi σij = [σ1, 
0, σ3]. So saùnh caùc keát quaû. 

4.12. Haõy chöùng minh caùc phöông trình (4.145). 

4.13. Haõy chöùng minh caùc phöông trình (4.152) vaø (4.153). 

4.14. Moät oáng beâ toâng thaønh daøy daøi khoâng ñaùy (σ2 = 0) chòu aùp suaát 
beân trong p. Caùc baùn kính beân trong vaø ngoaøi töông öùng laø a vaø b. 
Giaû söû vaät lieäu beâ toâng tuaân theo tieâu chuaån Rankine vôùi ñoä beàn 
keùo ñôn truïc f’t. 

(a) Haõy xaùc ñònh aùp suaát beân trong giôùi haïn ñaøn hoài. 
(b) Haõy xaùc ñònh moái quan heä giöõa bieân ñaøn−deûo r = c vaø aùp suaát beân 

trong p ñoái vôùi p > pc. 
(c) Haõy xaùc ñònh aùp suaát beân trong giôùi haïn deûo. 

 
Hình P4.15
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(d) Ñoái vôùi tröôøng hôïp b/a = 2, haõy veõ caùc ñöôøng cong σr vaø σθ theo r 
ñoái vôùi bieân ñaøn−deûo töông öùng ôû c = a, c = (a + b)/2, vaø c = b. 

4.15. Moät loã hình truï ñöùng daøi vôùi baùn kính trong a trong nöûa khoâng 
gian cuûa ñaù chòu aùp suaát beân trong p nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình 
P4.15. Giaû söû raèng vaät lieäu ñaù tuaân theo tieâu chuaån Rankine, vôùi 
ñoä beàn keùo ñôn truïc f’t. Haõy xaùc ñònh moái quan heä giöõa baùn kímh 
cuûa vuøng deûo vôùi aùp suaát beân trong. 

4.16. Giaûi laïi baøi taäp 4.15 baèng caùch duøng tieâu chuaån chaûy Tresca. 
Chöùng toû raèng moái quan heä giöõa baùn kímh cuûa vuøng deûo vôùi aùp 
suaát beân trong coù theå thu ñöôïc baèng caùch cho b → ∞ trong phöông 
trình (4.68). 

4.17. Giaû söû raèng vaät lieäu beâ toâng tuaân theo tieâu chuaån Mohr−Coulomb, 
giaûi laïi baøi taäp 4.14. Caùc ñoä beàn keùo vaø neùn ñôn truïc cuûa vaät lieäu 
töông öùng laø f’t vaø f’c. Haõy veõ caùc ñöôøng cong σr vaø σθ theo r baèng 
caùch duøng f’c/f’t = 10. 

4.18. Giaûi laïi baøi taäp 4.15 baèng caùch duøng tieâu chuaån Mohr−Coulomb. 
Giaû söû caùc ñoä beàn keùo vaø neùn ñôn truïc cuûa ñaù töông öùng laø f’t vaø f’c. 

4.19. Chuù yù raèng tieâu chuaån Tresca vaø Rankine laø nhöõng tröôøng hôïp ñaëc 
bieät cuûa tieâu chuaån Mohr−Coulomb, haõy chöùng toû raèng  

(a) Caùc lôøi giaûi ñaøn−deûo cuûa oáng truï thaønh daøy ñöôïc moâ taû trong muïc 
4.7 vaø baøi taäp 4.14 laø nhöõng tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa lôøi giaûi baøi 
taäp 4.17. 

4.20. Haõy tìm bieåu thöùc heä soá voâ höôùng dλ ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn−deûo lyù 
töôûng toång quaùt baèng caùch duøng ñònh luaät chaûy keát hôïp 
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 ôû ñaây f = f(σij) laø haøm chaûy. Giaû söû raèng öùng xöû ñaøn hoài cuûa vaät 
lieäu laø tuyeán tính vaø ñaúng höôùng, haõy bieåu dieãn heä soá voâ höôùng dλ 
theo hai haèng soá ñaøn hoài K vaø G. 

4.21. Haõy vieát chöông trình ñeå tính ma traän cöùng vaät lieäu [Cep] cuûa 
phöông trình (4.156) ñoái vôùi boán haøm chaûy ñöôïc cho trong baûng 
4.1. 

 


