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Baøi taäp chöông 3 

3.1. Tensor chuyeån vò töông ñoái ε’ij ôû moät ñieåm ñöôïc cho nhö sau: 

 ij

0,10 0,20 0,40
0,20 0,25 0,15
0,40 0,30 0,30

−⎡ ⎤
⎢ ⎥′ε = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Haõy xaùc ñònh: 
(a) Tensor bieán daïng εij. 
(b) Tensor quay ωij. 
(c) Caùc bieán daïng chính ε1, ε2, vaø ε3, vaø caùc phöông chính. 
(d) Ñoái vôùi phaân toá thôù theo höôùng ( )1 1

2 2n , ,1 2=
r , haõy tìm vector 

bieán daïng 
n

δ
r , vector quay 

n

Ω
r , vaø vector chuyeån vò töông ñoái 

n
′δ
r . 

3.2. Traïng thaùi bieán daïng ôû moät ñieåm ñöôïc bieåu dieãn bôûi tensor bieán 
daïng ñaõ cho εij. 

 ij

0,005 0,004 0
0,004 0,001 0
0 0 0,001

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥ε = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Haõy xaùc ñònh: 
(a) Tensor bieán daïng leäch eij. 
(b) Caùc giaù trò cuûa caùc baát bieán J’2 vaø J’3. 
(c) Söï thay ñoåi theå tích treân ñôn vò theå tích εv. 

3.3. Caùc thaønh phaàn chuyeån vò ui ôû moät ñieåm trong vaät theå ñöôïc cho bôûi 
caùc thaønh phaàn daïng haøm 

 u1 = 10x1 + 3x2, u2 = 3x1 + 2x2,  u3 = 6x3 
Haõy chöùng toû raèng khoâng coù söï quay cöùng neáu caùc bieán daïng ñöôïc 
giaû ñònh laø nhoû. 

3.4. Haõy xaùc ñònh caùc quan heä trong soá caùc haèng soá a0, a1, b0, b1, c0, c1, 
vaø c2 ñeå maø caùc bieåu thöùc sau ñaây laø moät traïng thaùi bieán daïng: 

  εx = a0 + a1(x2 +y2) + (x4 +y4) 
  εy = b0 + b1(x2 +y2) + (x4 +y4) 
  γxy = c0 + c1xy(x2 +y2 +c2) 
  εz = γyz = γzx = 0 

3.5. Baèng caùch söû duïng phöông trình (3.70a) vaø caùc quan heä öùng 
suaát−bieán daïng cuûa vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng, haõy 
chöùng toû raèng caùc phöông trình caân baèng (3.70a) coù theå ñöôïc vieát 
döôùi daïng sau ñaây 
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 trong ñoù ν vaø G laàn löôït laø heä soá Poisson vaø modulus tröôït. 

3.6. Haõy chöùng minh caùc quan heä sau ñaây giöõa caùc modulus ñaøn hoài E, ν 
vaø K, G: 

 
( )

9KG 3K 2GE ;
3K G 2 3K G

−
= ν =

+ +
 

3.7. Ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính ñaúng höôùng, caùc thaønh phaàn öùng 
suaát, σij, ôû moät ñieåm ñöôïc cho bôûi 

 ij

10 1 8
1 6 6
8 6 20

−⎡ ⎤
⎢ ⎥σ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 ksi 

Caùc haèng soá ñaøn hoài laø E = 30.000 ksi vaø ν = 0,3. Haõy xaùc ñònh: 
(a) Tensor leäch bieán daïng, eij, ôû ñieåm ñaõ cho. 
(b) Caùc giaù trò cuûa maät ñoä naêng löôïng bieán daïng, W, vaø maät ñoä naêng 

löôïng buø, Ω, töông öùng vôùi traïng thaùi öùng suaát ñaõ cho. 
(c) Caùc bieán daïng chính ε1, ε2, vaø ε3 ôû ñieåm naøy. 

3.8. Moät phaân toá vaät lieäu chöa coù öùng suaát vaø chöa coù bieán daïng chòu 
moät lòch söû ñaët taûi toå hôïp theo nhöõng loä trình ñöôøng thaúng keá tieáp 
nhau trong khoâng gian (σ, τ) [caùc ñôn vò laø psi]: 
Loä trình 1: töø (0, 0) ñeán (0, 10) 
Loä trình 2: töø (0, 10) ñeán (30, 10) 
Loä trình 3: töø (30, 10) ñeán (30, −10) 
Loä trình 4: töø (30, −10) ñeán (0, 0) 
Phaân toá ñöôïc giaû söû laø vaät lieäu ñaøn hoài phi tuyeán ñaúng höôùng vôùi 
maät ñoä naêng löôïng buø Ω ñöôïc cho nhö 
 ( )3 2

2 3a J JΩ = +  

ôû ñaây a laø moät haèng soá vaät lieäu. Quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa noù 
trong keùo ñôn truïc laø 

 
5

910
1000
σ⎛ ⎞ε = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ôû ñaây σ coù ñôn vò laø psi. 
(a) Haõy xaùc ñònh bieán daïng giaõn daøi doïc truïc vaø bieán daïng tröôït ôû 

cuoái loä trình 3. 
(b) Haõy tìm taát caû caùc thaønh phaàn bieán daïng phaùp vaø tieáp ôû cuoái caùc 

loä trình 1 vaø 2. 
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(c) Haõy veõ ñöôøng cong Ω = constant trong khoâng gian (σ, τ) ñi qua 
ñieåm (30, 100). Haõy chöùng minh baèng giaûi tích raèng ñöôøng cong Ω 
= constant coù tính loài. 

(d) Haõy chöùng minh baèng hình töôïng raèng caâu traû lôøi cho phaàn (b) 
thoûa ñieàu kieän phaùp tuyeán (3.118). 

(e) Haõy bieán ñoåi loä trình 1 thaønh loä trình trong khoâng gian öùng suaát 
chính. Haõy tính toaùn caùc bieán daïng ôû cuoái cuûa loä trình naøy baèng 
caùch duøng caùc quan heä öùng suaát−bieán daïng ñöôïc bieåu thò theo caùc 
öùng suaát chính, vaø so saùnh keát quaû moät caùch chi tieát vôùi caùc keát 
quaû thu ñöôïc theo σ vaø τ trong caâu (b). 

(f) Haõy lieät keâ taát caû caùc loä trình ñöôøng thaúng trong khoâng gian öùng 
suaát chính cuûa nhöõng loä trình ñaõ cho ôû treân. 

(g) Haõy veõ loä trình 2 trong khoâng gian öùng suaát chính. 

3.9. Khaûo saùt moät vaät lieäu ñaøn hoài phi tuyeán ñöôïc döïa treân haøm maät ñoä 
buø Ω ñöôïc cho bôûi 

 ( ) 2 2
1 2 1 2I ,J aI bJΩ = +  

ôû ñaây a, vaø b laø nhöõng haèng soá vaät lieäu. Moái quan heä öùng suaát−bieán 
daïng cuûa vaät lieäu trong keùo ñôn truïc ñöôïc cho bôûi 

 
3

3 110
10 9 10
σ σ⎛ ⎞ε = + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ôû ñaây σ coù ñôn vò laø ksi. 
(a) Haõy xaùc ñònh caùc haèng soá a vaø b. 
(b) Haõy vieát quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa vaät lieäu ñoái vôùi traïng 

thaùi neùn song truïc. 
(c) Haõy vieát quan heä öùng suaát−bieán daïng cuûa vaät lieäu ñoái vôùi traïng 

thaùi tröôït thuaàn tuùy. 

3.10. Haõy lieät keâ vaø giaûi thích baèng giaûi tích vaø baèng hình töôïng caùc 
haïn cheá ñöôïc aùp ñaët bôûi ñònh ñeà oån ñònh vaät lieäu cuûa Drucker vaø 
caùc haøm yù ñoái vôùi vaät lieäu ñaøn hoài. 

 


