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Baøi taäp chöông 2 

2.1. Tensor öùng suaát σij cuûa ñieåm ñöôïc cho bôûi 

 ij

0 0 0

0 300 100 3

0 100 3 100

⎡ ⎤
⎢ ⎥

σ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (ñôn vò öùng suaát) 

Tìm: 
(a) Ñoä lôùn öùng suaát phaùp vaø tieáp treân maët nghieâng coù phaùp tuyeán 

ñôn vò laø ( )1 1
2 2n , ,1 2=

r
. 

(b) Ñoä lôùn caùc öùng suaát chính. 
(c) Höôùng cuûa caùc truïc chính öùng suaát. 
(d) Caùc öùng suaát baùt dieän. 
(e) ÖÙng suaát tieáp cöïc ñaïi. 

2.2. Cho tensor öùng suaát σij cuûa ñieåm 

 ij

3 1 1
2 2 2 2 2
1 11 5

4 42 2
1 5 11

4 42 2

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

σ = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (ñôn vò öùng suaát) 

(a) Tìm caùc öùng suaát chính vaø caùc phöông chính töông öùng. 
(b) Tìm tensor öùng suaát leäch, sij, vaø caùc öùng suaát leäch chính s1, s2 vaø 

s3. 
(c) Xaùc ñònh caùc baát bieán öùng suaát leäch J1, J2, vaø J3. 

2.3.  
(a) Neáu s1 > s2 > s3, s3 coù theå baèng khoâng khoâng? Haõy giaûi thích. 
(b) J2 coù theå aâm khoâng? Haõy giaûi thích. 
(c) J3 coù theå döông khoâng? Haõy giaûi thích. 

2.4. Haõy chöùng toû raèng tyû soá τoct / τmax ñöôïc giôùi haïn bôûi 

 oct

max

6 2 2
3 3

τ
≤ ≤
τ

 

2.5. Haõy chöùng minh caùc quan heä sau ñaây: 
(a) 21

2 1 23J I I= − . 

(b) 31 2
3 3 12 13 27J I I I I= − + . 
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(c) ( )1222
oct 1 23 I 3Iτ = − . 

(d) ( )2 1 2 2 3 3 1J s s s s s s= − + + . 

2.6. Coâng thöùc öùng suaát Cauchy ôû moät ñieåm ñöôïc cho nhö 
 Ti = σijnj 
ôû ñaây Ti laø vector öùng suaát taùc ñoäng treân maët nghieâng coù phaùp 
tuyeán ñôn vò ni, haõy chöùng toû raèng caùc thaønh phaàn öùng suaát σij taïo 
thaønh tensor baäc hai baèng caùch duøng ñònh nghóa cuûa tensor. 

2.7. Haõy chöùng toû raèng tröø öùng suaát thuûy tónh khoûi traïng thaùi öùng suaát 
ñaõ cho khoâng laøm thay ñoåi caùc phöông chính. 

2.8. Haõy chöùng minh raèng thaønh phaàn öùng suaát tieáp Sn taùc ñoäng treân 
maët nghieâng baát kyø ñi qua ñieåm ñaõ cho khoâng bò thay ñoåi bôûi vieäc 
theâm keùo hoaëc neùn thuûy tónh vaøo traïng thaùi öùng suaát ban ñaàu. 

2.9. Traïng thaùi öùng suaát cuûa ñieåm ñöôïc cho bôûi 

 ij

30 45 60
45 20 50
60 50 10

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 MPa  

(a) Haõy xaùc ñònh caùc baát bieán öùng suaát I1, J2, J3, vaø θ. 
(b) Döïa treân caùc bieåu thöùc ñoái vôùi caùc öùng suaát chính döôùi daïng caùc 

baát bieán öùng suaát I1, J2, vaø θ, haõy tìm ñoä lôùn cuûa caùc öùng suaát 
chính σ1, σ2, vaø σ3. 

2.10.  

(a) Haõy chöùng toû raèng  3
ik kj 2 ij

ij

J 2s s J
3

∂
= − δ

∂σ
. 

(b) Haõy tìm ∂θ/∂σij. 

2.11. Haõy chöùng toû raèng neáu I1 = σx + σy + σz = 0, traïng thaùi öùng suaát σij 
laø traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy. Chuù yù raèng traïng thaùi öùng suaát ñöôïc 
cho laø traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy neáu toàn taïi vaøi heä toïa ñoä Ox’y’z’ 
sao cho σx’ = σy’ = σz’ = 0. 

2.12. Neáu traïng thaùi öùng suaát thu ñöôïc baèng caùch ñaët choàng hai traïng 
thaùi öùng suaát khaùc nhau, haõy chöùng toû raèng: 

(a) ÖÙng suaát chính cöïc ñaïi khoâng lôùn hôn toång caùc öùng suaát chính 
cöïc ñaïi rieâng leû. 

(b) ÖÙng suaát tieáp cöïc ñaïi khoâng lôùn hôn toång caùc öùng suaát tieáp cöïc 
ñaïi rieâng leû. 
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(c) Thaønh phaàn aùp löïc thuûy tónh toång hôïp laø toång ñaïi soá cuûa caùc 
thaønh phaàn thuûy tónh cuûa hai traïng thaùi rieâng leû, nhöng thaønh 
phaàn tröôït toång hôïp laø toång vector cuûa caùc thaønh phaàn tröôït cuûa 
hai traïng thaùi rieâng leû. 

2.13. Khaûo saùt phöông trình (2.61) ñoái vôùi  caùc öùng suaát leäch chính, 
 s3 − J2s − J3 = 0 
vaø thay theá s = rsinψ seõ daãn ñeán 

 3 32
2 3

JJsin sin 0
r r

ψ − ψ − =  

(a) Khaûo saùt söï töông töï cuûa phöông trình löôïng giaùc sau ñaây, 
 3 3 1

4 4sin sin sin3 0ψ − ψ + ψ =  

haõy chöùng toû raèng r vaø ψ laø nhöõng baát bieán ñöôïc lieân heä vôùi J2 vaø 
J3 thoâng qua 

 2
2r J
3

=  vaø 3
3 2
2

J3 3sin3
2 J

ψ = −  

(b) Söû duïng caùc keát quaû thu ñöôïc cuûa caâu (a) vôùi caùc phöông trình 
(2.111) vaø (2.118), haõy chöùng minh raèng: (i) r 2 3= ρ; (ii) ψ = [θ − 

(π/6)] vaø ψ bieán thieân trong mieàn −π/6 ≤ ψ ≤ π/6 ñoái vôùi 0 ≤ θ ≤ 
π/3. 

(c) Ñoái vôùi traïng thaùi öùng suaát baát kyø ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc öùng suaát 
chính σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 vaø khaûo saùt hình chieáu treân maët phaúng π (nhu 
ñöôïc bieåu dieãn trong hình 2.9), haõy xaùc ñònh caùc giaù trò töông öùng 
cuûa θ vaø ψ ñoái vôùi nhöõng tröôøng hôïp sau ñaây: (i) σ2 = σ3; σ2 = σ1; 
(iii) σ2 = 0,5(σ1 + σ3). Chuù yù: trong nhieàu tröôøng hôïp, caùc baát bieán 
ψ hoaëc θ ñöôïc duøng ñeå thay theá J3 trong khi vieát caùc bieåu thöùc 
toång quaùt cho nhöõng haøm chaûy hay phaù huûy. 

2.14. Moät kim loaïi chaûy deûo khi öùng suaát tieáp cöïc ñaïi, τmax, ñaït ñeán giaù 
trò 125 MPa. Moät phaân toá vaät lieäu cuûa kim loaïi naøy chòu traïng 
thaùi öùng suaát phaúng: 
 σ1 = σ,  σ2 = ασ, σ3 = 0 
ôû ñaây α laø haèng soá. Xaùc ñònh caùc giaù trò (σ, α) ñeå phaân toá chaûy 
deûo. 

2.15. Moät kim loaïi chaûy deûo ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng vôùi 
 σx = 80 MPa, σy = 40 MPa, τxy = 80 Mpa 
Giaû söû vaät lieäu ñaúng höôùng, ñoäc laäp vôùi aùp löïc thuûy tónh, vaø caùc 
tính chaát cô hoïc gioáng nhau trong keùo vaø neùn. 
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(a) Haõy tìm taát caû nhöõng traïng thaùi öùng suaát phaúng khaùc luùc chaûy 
deûo trong khoâng gian öùng suaát (σ1, σ2). 

(b) Haõy veõ caùc keát quaû trong phaàn (a) trong khoâng gian öùng suaát (σ1, 
σ2) vaø ñaùnh giaù öùng suaát chaûy (i) trong keùo ñôn truïc vaø (ii) trong 
tröôït ñôn giaûn, vaø döïa treân tính loài cho nhöõng giôùi haïn loãi coù theå 
cuûa caùc ñaùnh giaù naøy. 

(c) Haõy xaùc ñònh caùc öùng suaát chaûy trong (b), ñöôïc döïa treân (i) tieâu 
chuaån von Mises; (ii) tieâu chuaån Tresca; (iii) 
( ) 3 2 6
2 3 2 3F J ,J J 2,25J k 0= − − = . 

2.16. Moät oáng theùp troøn daøi, ñöôøng kính ngoaøi D0 = 25,4 cm vaø chieàu 
daøy t = 0,32 cm. OÁng chòu aùp suaát beân trong pi = 4,83 Mpa. Caùc 
ñaàu cuoái cuûa oáng ñöôïc ñoùng kín. ÖÙng suaát chaûy cuûa theùp laø 227 
Mpa. Haõy tìm taûi keùo doïc truïc P taùc ñoäng theâm leân oáng ñeå laøm 
chaûy deûo oáng, döïa treân (i) tieâu chuaån von Mises; (ii) tieâu chuaån 
Tresca; (iii) ( ) 3 2 6

2 3 2 3f J ,J J 2,25J k 0= − − = . 

2.17. Tensor öùng suaát cuûa ñieåm döôùi ñieàu kieän taûi laøm vieäc ñöôïc cho bôûi 

 ij

25 50 0
50 100 0
0 0 50

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 MPa 

ÖÙng suaát chaûy cuûa vaät lieäu laø 250 MPa. Döïa treân (a) tieâu chuaån 
Tresca vaø (b) tieâu chuaån von Mises, haõy tính toaùn heä soá an toaøn 
cuûa traïng thaùi öùng suaát theo söï phaù huûy (i) neáu taát caû caùc öùng suaát 
ñöôïc gia taêng moät caùch tæ leä ñeå ñaït tôùi beà maët chaûy vaø (ii) neáu chæ 
coù öùng suaát phaùp σx ñöôïc gia taêng ñeán giaù trò phaù huûy tôùi haïn ôû beà 
maët chaûy. 

2.18. Moät vaät lieäu hoûng döôùi taùc ñoäng cuûa taûi neùn vôùi caùc öùng suaát σ1 = 
σ2 = −(1/3)fc’, σ3 = −2fc’, ôû ñaây fc’ ñoä beàn neùn ñôn truïc cuûa vaät lieäu. 

(a) Haõy xaùc ñònh caùc haèng soá c vaø φ theo fc’ ñoái vôùi tieâu chuaån 
Mohr−Coulomb. 

(b) Haõy xaùc ñònh caùc haèng soá k vaø α ñoái vôùi tieâu chuaån 
Drucker−Prager. 

(c) Haõy minh hoïa caùc beà maët phaù huûy Mohr−Coulomb vaø 
Drucker−Prager baèng caùch veõ caùc maët caét ngang cuûa chuùng trong 
maët phaúng π vaø maët caét kinh tuyeán trong maët phaúng kinh tuyeán 
θ = 00. 

(d) Haõy tìm söï khaùc nhau lôùn nhaát trong maët phaúng leäch giöõa tieâu 
chuaån Mohr−Coulomb vaø Drucker−Prager. 
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(e) Haõy tìm ñoä beàn keùo ft’ ñöôïc döï ñoaùn bôûi hai tieâu chuaån naøy. 

2.19. Giaû söû raèng vaät lieäu ñöôïc moâ taû trong baøi taäp 2.18 coù ñoä beàn keùo 
ft’ = 0,1fc’. (a) Haõy veõ caùc beà maët phaù huûy ñöôïc ñònh nghóa bôûi (i) 
tieâu chuaån Mohr−Coulomb vôùi giôùi haïn keùo; (ii) tieâu chuaån 
Drucker−Prager vôùi giôùi haïn keùo, trong maët phaúng kinh tuyeán θ = 
00 vaø trong maët phaúng leäch. (b) Haõy veõ caùc giao tuyeán cuûa caùc beà 
maët phaù huûy vôùi maët phaúng (σ1, σ2) vaø vôùi maët phaúng (σx, τxy). 

2.20. Haõy tìm caùc haèng soá α vaø k cuûa tieâu chuaån Drucker−Prager theo 
löïc dính keát, c, vaø goùc ma saùt noäi, φ, cuûa tieâu chuaån 
Mohr−Coulomb ñoái vôùi nhöõng tröôøng hôïp sau ñaây: 

(a) Ñeå laøm phuø hôïp kinh tuyeán tröôït. 
(b) Ñeå laøm phuø hôïp nhöõng ñieåm neùn vaø keùo ñôn giaûn. 
(c) Ñeå laøm phuø hôïp nhöõng ñieåm neùn song truïc nhö nhau vaø keùo ñôn 

giaûn.  

2.21. Haõy chöùng minh (2.200) ñoái vôùi caùc vaät lieäu ñaúng höôùng ngang. 

2.22. Do coù söï töông töï cuûa öùng xöû ñaøn−deûo cuûa heä giaøn vôùi öùng xöû 
ñaøn−deûo cuûa kim loaïi ña tinh theå, ta coù theå moâ phoûng öùng xöû 
ñaøn−deûo cuûa moät kim loaïi baèng caùch phaân tích heä giaøn ñôn giaûn. 
Moä heä giaøn ba thanh thaúng chòu taùc ñoäng cuûa moät caëp löïc, FH vaø 
FV, taïi D nhö ñöôïc veõ trong hình P2.22a. Ba thanh coù cuøng dieän 
tích maët caét ngang A, Young’s modulus E, vaø öùng suaát chaûy σy, vaø 
A ñöôïc xem ñuû lôùn ñeå baát oån ñònh khoâng xaûy ra. Ta ñònh nghóa 
khoâng gian löïc hai chieàu FH−FV. Moät ñieåm vôùi toïa ñoä (FH/Ny, 
FV/Ny), ôû ñaây Ny = Aσy, trong khoâng gian löïc moâ taû moät caëp löïc FH 
vaø FV taùc ñoäng leân keát caáu. Ñònh nghóa traïng thaùi giôùi haïn ñaøn 
hoài trong khoâng gian löïc töông öùng vôùi traïng thaùi löïc maø moät 
trong ba thanh baét ñaàu chaûy deûo, vaø traïng thaùi giôùi haïn deûo laø 
traïng thaùi maø caáu truùc ñaït ñeán traïng thaùi suïp ñoå deûo.  

(a) Haõy vieát moät caùch roõ raøng heä phöông trình caàn thieát ñeå giaûi baøi 
toaùn naøy. 

(b) Haõy veõ phaùc quyõ ñaïo giôùi haïn ñaøn hoài ban ñaàu trong khoâng gian 
löïc (söï moâ phoûng beà maët chaûy ban ñaàu trong khoâng gian öùng suaát 
hai chieàu). 

(c) Haõy chöùng toû raèng ñöôøng gaõy khuùc kín treân hình P2.22b laø quyõ 
ñaïo cuûa ñöôøng bao giôùi haïn suïp ñoå deûo (söï moâ phoûng beà maët phaù 
huûy trong khoâng gian öùng suaát hai chieàu). 

(d) Haõy tính toaùn lòch söû öùng suaát cuûa ba thanh ñoái vôùi chu kyø ñaët taûi 
vaø caát taûi: (FH/Ny, FV/Ny) = (0, 0) → (0, 2) → (0, 0). 
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(e) Haõy veõ phaùc quyõ ñaïo giôùi haïn ñaøn hoài tieáp sau cuûa caáu truùc sau 
khi noù hoaøn thieän chu kyø ñaët vaø caát taûi (bieán cöùng ñoäng hoïc). 

(f) Caùc moái quan heä vaø söï khaùc nhau giöõa quyõ ñaïo giôùi haïn ñaøn hoài 
vaø quyõ ñaïo giôùi haïn suïp ñoå deûo laø gì? 

 

Hình P2.22. (a) Giaøn ba thanh;
(b) quyõ ñaïo traïng thaùi giôùi haïn cuûa suïp ñoå deûo. 
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2.23. Nhö ñaõ ñeà caäp ôû muïc 2.3.3, khi tyû soá cuûa hai chieàu daøi ñaëc tröng, 
ρt0/ρc0 [phöông trình (2.184)], cuûa beà maët phaù huûy Mohr−Coulomb 
treân maët phaúng π trôû thaønh ñôn vò, beà maët Mohr−Coulomb seõ 
ñöôïc quy veà beà maët Tresca. Beà maët Mohr−Coulomb seõ ñöôïc quy veà 
beà maët gì khi ρt0/ρc0 = ½? Haõy thaûo luaän caùc ñaëc tröng cuûa beà maët 
phaù huûy vaø veõ quyõ ñaïo cuûa beà maët treân maët phaúng leäch vaø cuõng 
bieåu thò caùc kinh tuyeán keùo vaø neùn treân maët phaúng kinh tuyeán. 

2.24. Moät bình truï thaønh moûng daøi baèng theùp, coù ñöôøng kính D vaø 
chieàu daøy t chòu aùp suaát beân trong p1 vaø aùp suaát beân ngoaøi p2, nhö 
ñöôïc bieåu dieãn trong hình P2.24. Giaû söû aùp suaát beân ngoaøi p2 
khoâng goùp phaàn taïo ra öùng suaát doïc truïc cuûa oáng, vaø ñeå cho p2 = 
rp1, r ≥ 0. OÁng baét ñaàu chaûy deûo  döôùi taùc ñoäng p1 = p0 vaø p2 = 0.  

(a) Haõy tìm aùp suaát giôùi haïn, p1 = py, laøm oáng baét ñaàu chaûy deûo, döôùi 
daïng p0 vaø r ñoái vôùi tröôøng hôïp r > 0, theo (i) tieâu chuaån von 
Mises vaø (ii) tieâu chuaån Tresca. 

(b) Haõy veõ phaùc ñöôøng cong py theo r ñoái vôùi hai tieâu chuaån. 
(c) Haõy tìm giaù trò cuûa r sao cho caùc aùp löïc giôùi haïn ñöôïc döï ñoaùn 

theo hai tieâu chuaån coù söï khaùc nhau lôùn nhaát, vaø cho bieát nguyeân 
nhaân. Giaû thieát raèng ñöôïc laøm phuø hôïp ôû ñieåm chaûy tröôït thuaàn 
tuùy. 

2.25. Haõy chöùng toû raèng 
 2

ik kj i j 2s s s s 2J=l l  

2.26. Moät thoâng soá ñaëc tröng cuûa öùng suaát ñöôïc ñònh nghóa bôûi 

 2 1 3 12 23

1 3 13

2
σ

σ − σ − σ τ − τ
μ = =

σ − σ τ
, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3   

(a) Haõy chöùng toû raèng thoâng soá μσ ñöôïc lieân heä vôùi goùc θ hoaëc ψ nhö 

Hình P2.24. OÁng truï thaønh moûng chòu aùp suaát trong vaø ngoaøi. 
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 0tan tan , 60
6 3

σμπ⎛ ⎞ψ = θ − = θ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(b) Haõy chöùng toû raèng tieâu chuaån chaûy von Mises coù theå ñöôïc bieåu 
dieãn döôùi daïng μσ nhö 

 max 1 3
2

0 0

2 2 , 1 1
3

σ

σ

τ σ − σ
= = − ≤ μ ≤

σ σ + μ
 

(c) Haõy veõ ñöôøng cong 2τmax/σ0 theo μσ vaø thaûo luaän söï khaùc nhau 
giöõa tieâu chuaån von Mises vaø Tresca. 

2.27. Giaû söû raèng ñoä beàn neùn vaø keùo ñôn truïc cuûa vaät lieäu beâ toâng laø fc’ 
vaø ft’ = fc’/10. Haõy döï ñoaùn traïng thaùi öùng suaát luùc phaù huûy  

(a) Ñaët taûi tæ leä, σx = σy = −p, σz = −Ap, ôû ñaây A laø haèng soá lôùn hôn 
moät. Haõy bieåu dieãn traïng thaùi öùng suaát luùc phaù huûy theo fc’ vaù A. 
Giaù trò cöïc tieåu cuûa A, Amin, ñeå maø neáu A ≤ Amin, maãu seõ khoâng 
bao giôø bò phaù huûy laø gì? 

(b) Tröôùc tieân taêng σx = σy cho ñeán khi traïng thaùi öùng suaát σx = σy 
−Rfc’, σz = 0, ôû ñaây R laø haèng soá lôùn hôn khoâng, ñöôïc ñaït tôùi; roài 
môùi taêng σz. Haõy bieåu dieãn traïng thaùi öùng suaát luùc phaù huûy theo 
fc’ vaø R. Giaù trò cöïc ñaïi cuûa R, Rmax, ñeå maø neáu R ≥ Rmax, maãu seõ bò 
phaù huûy tröôùc khi ñaït ñeán traïng thaùi σx = σy −Rfc’ laø gì? 

2.28. Söï ñaùp öùng σ−ε trong thí nghieäm keùo ñôn truïc ñoái vôùi vaät lieäu 
chaûy deûo bieán cöùng ñaøn tuyeán tính ñöôïc xaáp xæ bôûi bieåu thöùc sau 

 
p

0 0

0

m , khi
E , khi
⎧σ + ε σ ≥ σ⎪σ = ⎨

ε σ < σ⎪⎩
 

ôû ñaây σ0 laø öùng suaát chaûy keùo ban ñaàu. Moät maãu vaät lieäu ñaàu tieân 
ñöôïc keùo tôùi traïng thaùi coù bieán daïng deûo tích luõy p p

0ε = ε  vaø roài 

ñöôïc caát taûi vaø ñaët taûi nghòch ñaûo tôùi traïng thaùi neùn sao cho bieán 
daïng deûo tích luõy εp = 0. Theo (i) quy luaät bieán cöùng ñaúng höôùng, 
(ii) quy luaät bieán cöùng ñoäng hoïc, vaø (iii) quy luaät bieán cöùng ñoäc laäp, 
haõy xaùc ñònh caùc ñoä beàn chaûy keùo vaø neùn hieän haønh cuûa vaät lieäu ôû 
traïng thaùi öùng suaát naøy. 

 Hình P2.27. Moät khoái beâ toâng chòu traïng thaùi öùng suaát neùn khoái. 


