CHUONG 1X
TOOCXO PORNG LUONG -

9-1. Bi€u thiic tdng quit cia momen dfjng lugng
1. Dink nghia
a) Pong luong. Goi P 134 mét chdt di€m co khdi lugng m.
Van t6c cia P trong hé quy chisu (R) & thai di€m ¢t la v,
Ta goi dong lugng cua chéat diém P la vécto

?m = mvid 9-1)

Néu P la mot diém cda vat rdn S thl dong lugng cla cd vat
TAn sé 1A : : '

Q= [ *Pam 9-2)
s

Dai Iugng dd con dugce goi 12 t8ng dong lugng cia hé.
Goi O 1a goe toa do trong quy chidu (R) vA G 14 trong tam
caa vit rdn, van téc ;']ER)_ duge bidu dién dudi dang sau day :

7, dOP _ dOG _ dGP
v = +
P dt dt dt

dGP
T =+ (9-3)
Dem (9-3) vac (9-2) ta cd ;
— d '
Q = f %’}dm +EEI GPdm
S S
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S8 hang cudi cing cha ding thic dd ‘a bang 0 theo dinh
nghia trong tam, viy :

] = M.+ (9-4)
trong dé M la khéi lugng cia vat ran.
b) Mémen déng luong tai C

Goi C 1a mot di€m trong hé quy chidu (R). Moémen dong
ligng cia todn thé vat ran doi vai C la bi€u thdc vécta :

7 =[P AP dm (9-5)
5
Ta hidy xét tuong quan gita hai modmen déng lugng tai hai
diém C va K. Theo dinh nghia ta ¢o :
= [ RP A ¥ .dm (9-6)
3

Hay cd thé viét :
z = [ (RC + CP) A v[Ddm =
5

« [KC A YRdm + [ P A vNam (9-7)
S 5

Vi KC khong phu thuge vao dfiy tich phan nén ta c6 thé
dua ra khéi ddu tich phan v& cha ¥ dén (9-2) ta c© thé viét
lai (97) du6i dang :

s — — —
i =m.+Q A CK (9-8)

Vay trudng vécto i°1a mot trudng phan déi xdng. Trudng do

cling vdi Q lap thanh mot toocxo va toocxd dd dugc goi 1a foocxo
dong luong.

9-2. Tinh momen ddéng lugng !7

1. Truong hop téng qudt. Ta tlm cdch xdc dinh tri s6 cua
Fr theo tich phan (9-5) . :
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Goi (R;) la hé& quy chiéu Galilé
véi cac truc toa d6 O x,y2; (h. 9-1 )
va hé quy chidu thd hai (R) gin lién Z;{k
véi vat ran thé hién bdi cde truc
toa do Oxyz. Ki hisu T, ], Kla cac
véctd trén cdc truec Ox, Oy, Oz va

TW 13 vécto tdc do quay tuc thoi 0
cia vit rdn d6i voi hé quy chiu c6
dinh (R)).

Tdc d6 cia P trong hé quy chiéu

(R,) tinh theo toocxo déng hoc la : L
VR = R+ TD A OP (9-9)

Pem (14-9} vao (14-5) ta cd :

— m e
7= [ CP A VR dm + [ CP A @V A OP)dm
3 5

— —

Vi ta ¢ CP = CO + OP nén s6 hang cudi cd thé tach
thanh hai

= [ CP A V®dm + [ CO A (@P A OP)dm +
) S
+ [ OP A (@D A OP)dm (9-10)
S .

Chang ta lan lugt tinh cdc s6 hang tich phan dd.
a) Tich phén I,

I, = [CP A vRdm (9-11)
| S
Goi G la trong tadm cGa vat rdn, ta cd thé tach tich phan
dé [am hai nhu sau

I, = [ CG A v®am + [ GP A v®ddm =~ = (912
S S
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Theo dinh nghia cia trong tam, ta cd : |
[ GP.dm = 0 | | (9-13)
S .
Viy s6 hang thd hai trong (9-12) 1a triét tidu. Tich phan
I, =& la :

I, = [C&ARdm = €& [vBodm = CG ATIM  019)
S |

Chii 3. CG va v(R) khong phy thude vao ddu cta tich phan.
b) Tich phon I,

—»

— . -
I, = { CO A (@Y A OP)dm (9-15)
5

Cd thé viét lai nhy sau :

I, :(%Aal}-nf(ﬁdm=
S
=GB A G0 o ([ Ofdm + [ Gham)
. s

‘

Hay :
L, = CO A (@Y A OG). M (9-16)
¢) Tich phan I,
I, = [ OP A @V A OP)dm (9-17)
R)

Khai trién bidu thdc trong ngoic ta cf :
— N —_ —
I, = [ (OP)?.Q@Wdm - [ (OP.QW)OPdm  (9-18)
8 : o :
Nhung nhu ta cd
OP = xI™+ y '+ 2k

g_';fl) R (9-19)
=m+tqgq + rk”
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p, ¢, r la cdc thanh phdn cua QW) trongOsyz. Dem (9-19)
thay vao (9-18) ta co :
L, = [ (& +y + )@+ g+ Kdm -
5 :
~ [ (xp + yq + zo)(xi + yj + zK}dm (9-20)
3 ' '
Sau khi khai tri€n ta cd :
I, = I:J' (y2 + zz)pdm - q_[ xydm — rf xzdm:li_'+
S 5 S '
+ -f(zz + xz)qdm - rf yzdm — pf yxﬂm]r+
-8 3 S
+ f (1:2 + yz)rdm — p_f zxdm — qf zydm]l? (9-21)
-3 S . )

Chi ¥ cdc tich ph&n trong ngodc 12 cdc mdmen quan tinh
hoic mémen qudn tinh li tAm cla vat rdn d&i vdi cdc truc tea
d0 Oxyz. N&u ki hidéu cdc thanh phén cia ma trén quin tinh

tai O clla vat rAn nhu sau :

A"F E :
1) =|-F B -D (9-22)
-E D C
Thi bi€u thidc cha I, duge vigi dudi dang :
—_
I, = (I)eb (9-23)
Mang (9-14) , (9-16) v (9-23) vio (9-10) ta cd :
7= Ch AR M+ CO A @Y A GBM +
(9-24)

+ (1 )eW
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2. Cidc truirng hop dic biét. Pinh li Koening

a) Néu O trung vdi G va diém C cling triing vac dé thi biéu
thie iy, tré thanh momen dong lugng cta hé dbi véi trong tam

—

clia nd. Trong trudng hgp nay ta cd CG = CO = O Vay
iy = (10 (9-25)

(I;)} la ma tran quén tinh dugc tinh tal tam G.

b) N&u O tring v6i G va 13 ¢ dinh nghia 1a vat rdn chi
quay chung quanh G. Khi dd ta cé dbng thyi hai diéu kién :
;g{l) = 0 va CTE} = 0. Nhu vAy moémen d6ng luong d6i véi bét

ki diém C naoc trong khéng gian cling bing mémen déng lugng
d6i vai trong taAm G. Ta 6 :

o= mh = IgeV (9-26)

Ta ¢é mét trudng mémen dong lugng déu. Vecto a = 0. Thuyc
vay vi a= M.;gl) = 0

¢) Pinh li Koening
Néu gfc toa do O trung vdi trong tam G cia vat rén thi ta
S6 cd :
— e .
i o= GG A MV + (15e® (9-27)

Ta ¢d thé phat bidu dinh l sau day :

Moémen dong lugng ctia mét hé chdt diém déi vdéi mot
diém C nao dé trong khong gian quy chidu cia hé diém &
beng téng momen dong lugng cia hé déi vdi trong tem G cia
hé va momen déng luong déi véi C cia mot chat diém cé khdi
lugng 1o bang cd khoi lugng cia hé ddt tdi trong tém G cia
hé gdy nén.

Voi (14-25) ta cd th€ viet (14-27) lai duéi dang

7= i, + GG A MVRY (9-28)
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