CHUONG VII
TOOCXG LUC

7-1. Véctd trugt
1. Dinh nghia. Ly mot difm
A trong khong gian k&t hgp (£) -
vi mot véctg T thude E tai A. A
A va Txdc dinh dudng thing P k-.-_.__‘ /
D di qua A cta (£). Ta goi véeto ;-(_:/}/’
trugt (A, T 12 bao gém lop 2

tuong duong cda dbi di€m bigu
dién Tham trén gis D (h.7-1). Hink (7-1)

Ta dé dang nbén thdy ngay, mot trong nhing dai lugng vat
H ma vecto trugt tugng trung 14 lye. Luc od thé thay ddi diém
dat trén gi4 cia ching ma khéng hé thay ddi tdc dung cia luc.

Mot cach khai quat hda, trong chuong nay ta dé& cdp dén
cac vectd trugt. Nhung moi didu ching ta ndi vé vécts truct
cung dung vdi vecto lue,

T%(P}

2. Mdmen cita vécto trugr déi vei met didm

Goi P 14 moét di€m trong khong gian két hop (£). Mémen
cia T°d6i voi P 1a vécto

. U_Tb;(P) = A A_f’ (hay PA A 'ﬁ) (7-1)

Binh nghia d6 khéng phu thude vi tri cia A & trén gia. Thue
vay vi dyu ldy mét di€m A’ khac A (h.12-1). Theo dinh nghia ta od :

TP), = Ta AP = T°A (XA + AP)
= A AP + I7A AA
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Vi rang A AA = 0
nén mP)A, = ﬂP) A
3. Xét tuong quan gilta hai mémen cida Tdoi vei hai diém
P @ bdt ki trong khéng gian két hop (£)
Theo dinh nghia ta cd :
—
RQ = T'n AQ
Nhung AQ = AP + PQ |
Vay : Q) = T°A (AP + PQ) = T"r AP + A PQ
o —» .
bay : Q) = MWP) + Tn PQ (7-2)
Vay trudng vécto T la moét truomg phan déi xdng. Vécto cla
trutng la T Tap hop Tva % tao thanh mot todexd. Todexe dé

duge goi 1a toocxo trugt. N&u Tla mot luc thi tooczxo dd duge
goi la foocxo luc.

- Todexo trugt con thutng duge goi 13 go-lis-xo {(glisseur).

7-2. Hé théng vécto trugt
1. Phan ti rit gon. Cho mgt t4p hop nhiéu vécty trugt (4, f;’

(i =1, 2 .. n) Goi phén tit rit gon cia tip hop dd la hé
vects vdai :

1

F->T

i=1

RQ) = 3T AQ

i=1

(7-3)

Ta héy xét tuong quan giita ?va M ctia tap hogp dé.
Tinh téng mémen ciia (A, F)d6i véi P. Theo dinh nghia ta cd :

ey = 3 T AP
i=1
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Nhung vi
iji’ = AQ + q"IP

nén _
RE) = X T A AR+ 3 A QP
| = i=1

1 =

Hay
Py = RQ +7 » QP _(7-4)
Vay ?vé W lap thﬁnh mét toocxs mdi, nd 1a tdng cua cac
toocxs trugt (Ai'f].").
Truong hop riéng quan trong
Khi téng 7 = 0 ti (12-4) ta 6 :

TP) = FQ) (7-5)

Nghia 12 mémen tai moi di§m 14 bAng nhau. Ta goi nhau dd
la mot trudng ngiu lyc déu.

9 Phan tich mot todexo.
Ta cé dinh nghia vé sy tuong duvng nhu sau -

N&u hai hé théng vécto trugt khac nhau cd ciing cac thanh
phédn riat gon’tai mét diém nhu nhau thi hai hé théng vécto
truct d6 12 tuong duong véi nhau. N6i mot céch khac khi hai
ha théng vécts trugt ¢d cung mot toocxd k&t hop chung thi
ching tuong duong. Nhu vy dé phan tich mot toocxd ching

a - - - . - _i - T -
ta chi cdn can cd vao cdac thanh phén rut gon ¥ va it clia nd.

Ta xét cdc trudng hgp cu thé sau day.
a) Khi bdt bién ué huéng ctia toocxo li bang khong.
Sau khi rit gon ta cd diéu kien :

J = F.R0) =0 (7-6)
Disu d6 chi cé thé xay ra troné cde truvng hgp sau day :
o) § = 0 va K0) = 0
Nhu‘vay ta cd mot toocxd khéng.
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Trudng hdp nay lai 1A trudng hgp hét sdc quan trong. Né&u
céc véeto trugt T7la cac hic thi day 1a cdc diéu kién con bang
cia cac lyc. Mudn mot hé lue dude can bing thi toocxd luc cua
hé lve dd phai 14 mot toocxo khéng. Nghia la phai cd met lic
hai didu kién :

F =0
{Wm=0 | 7D

S dung mét hé truc toa d6 vuéng gdéc trong khoéng gian két
hop (&) vai T, 7, Kla cdc vécto don vi trén cdc truc toa do thi
ta cd thé viét : )

? = 511_3'+ SJ*+ 531? -8
T Mli_}+ M;}'ﬁ+ M3E’ (7-8)
(OB d6i v6i bat cd diém nao)

—
Diéu kién ¥ = 0 va M = 0 ddn dén sdu phuong trinh hinh
chigu '

5, = 0 M? = 0
8, = O Mz = 0 (7-9)

Dd cing la sdu diéu kién cua hé luc can bing.
B F =0 va RO) = 0
D6 1a mét trudng nglu luc déu. Mémen & moi ndi 12 bing nhau.

Khi eéc vécto trugt la cdc lyc thi hé duge thu vé thanh hai
lye song song bidng nhau vi ngude chidu nhau.

N T =0 va o) =0

Hé théng duge thu vé thanh
mot vécto trugt di qua O.

7 F = 0 va MOy = 0 ' _,.a/';-"ﬁ_‘;

- n
Viy f?v& DTb’(O) phai vudng
gdc vdi nhau (h.12-2).

T 26(0)
.

Hink 7-2
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Khi d6 ta luén ludn tlm thdy mot di€m A sao cho
O0A n = #O)
Tit bidu thie (7-9) ta ¢6 : _
5 A TO) |
1
Vay hé thu gon vé thanh mdt véctd frugt ﬂ_”)tai A
b) Khi bdt bién vé huong J cita toocxo i@ khdc khong

Gia st khi thu gon mot hé théng véctd trugt vé ta dudc
mot toocxo (1) vOi cdc toa do tal Q la [?, EE(Q)] va ta co
didu kién : '

J =T Q) # 0 (7-10)

Khi d6 ta cd thé tach (7) thanh hai toocxo (ty) va (7). Cac
toocxd nay cd cdc toa d6 tai Q nhu sau :

(210, Q)] (7-11)

(1:2)[?', 0]} (7-12)

Nhu vy (7)) 1a mbt toocxo ngiu lyc déu (truéng hop B) va
(7;) 1a mot vécto trugt di qua Q (glis—xo) (trudng hgp ¥)

3. Cac truong hop ddc biét cuo cae hé vécio truot

a. Khi cée vécto trugt cing ndm

- | (0)
trén moét gid. (h. 7-3). )

Gia si cdc vécto trugt f?cﬁng
nAm trén gia D.

He tuong duong sé la mot vécto
trugt duy nhdt nim trén gid D vai Hinh 7-3 .

n
7 . > (7-13)

=1

Diém dat cia 7 la mot diém P bat ki trén D.
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b) Chc vécto trugt c6 gié dong
quy tai mét diém. (h.7-4)

Gia si O & difm déng quy cua
cdc gid. Trén hinh v& (h.7-4) ta v&
hai gid thd i va j nao dd cha hé.

Cac phdn t@ rit gon tai O ctia
hé ]a :

n
=2 %
=1 (7-14)
M(O0) = 0
Nhu vay hé tuong duong vai mét a ;é:
vécta trugt duy nhit gqua O, "
ety A,/
c¢) Hé cac vécto trugt song song As
Goi 0 la vectd don vi song song / ///l;?"
vl cdc vécto trugt T (h.7-4). £ A :
Vécto tong sé& [a Hinh 7.5
inn 7-
. N
F=>FE=u>f (7-15)
i=1 i=1
* Néu
I
E =0 (7-16)

thi ta ¢6 hai kha ning.

«) N&u tfng moémen cia hé déi v8i mét diém nao dd Ja
bang khong

i=1-

ROy = 3 T A AD = 0 - (7-17)

Ta suy ra mémen ¢ moi ndi 1& bang khong va ta cé mét
tocexo khéng.
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£) Né&u téng moémen cta hé d6i véi mot didm nao dd la khac
khéng '

RO) = S Ta AD = 0 EENCAT)

i=1

Khi d6 mémen & moi di€m la nhw nhau, ta cd mot trudng
ngiu lyc déu,

* Né&u
z f =0 (7-19) |
Khi d6 tri 56 mémen tai O =€ la :

%0 = 3 TA KD o

i=1

Cé th8 vist (12-290) lai dudi dang :

=

o
RO) = > @A AD) = 3 £ OA A T (7-21)
i=1 i=1

~

.
vi ¥ f 1a khdc khong nén ta luén luén tim thdy mot di€m
i=1 ' "
G sao cho :

éa =2 (7-22)

Td dd ta cd :

TRO) = [0G.> 81 A 5=06 AT (7-23)
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Hé od thé thu gon vé mot vécts truct duy nhdt 7 di qua G.
Ta dé dang nhan thdy rdng né&u 'f'i_}lfi cdc luc song song thi cdng

thic (7-22) cho phép ta xac dinh dugc toa df:j. ciua hdp luc eda
nhitng luc song song dd.

Cing trong cong thite (7-22) ta chd ¥ rdng f. 1a s6 do v
huéng ctia £ (d6 16n cta T). Nhu véy f; phu thude vao diém

|
dat lvc A, vi méi di€m tuong dng v6i mét luc. Vay néu xem
f. = m; (m; 12 mét khsi lugng nao dé) thi (7-22) duge viét
lai nhu sau :

n n '
hay S EGA = > mGA = 0 (7-24)
i=1 i=1
Theo dinh nghia G 12 trung diém cta hé khéi lugng m..
Trong trudng hdp mét vat thé rdn thi (7-24) dude viét lai
duél dang :

f GA .pav = 0 (7-25)
v

V a4 th€ tich cla vat rian dV la vi phan th€ tich tai A, va
p; 12 khéi lugng riéng tai A,

Khi do (7-22) trd thanh cong thic d&€ xac dinh vi tri trung
di€ém cia hé. Khi hé ndm trong mét trong trudng thi trung
di€m dd la trong tdm cta hé. Cing cd thé st dung (7-22) dé
xdc dinh trong tim cda mdt hé phidng (modt dién tich phang).
Tudng tugng hé phang hay dién tich dd dat vudng gdc véi
phuong cia trong trudng Oz. Cac tryuc Ox, Oy nam trong mit
phéng cua hé. Ki hiéu dién tich phéng la S. Tai A, ta cd vi
phan dién tich dS. Xem trong lugng riéng cta S la nhu nhau
d moi ndi. Céng thde (7-22) sé duge viét lai dudi dang :

[ OA .as
— S

_ S5 7-26
oG § | (7-26)
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Chigu xufng cac truc toa do ta duge -

c4c phuong trinh dai 58 dé xac dinh |
toa d6 trong tam G cia hg phang. P a3

' a3

Xg = I XS ] 5

L (7-27)
_rde I

trong dé x, y & toa 46 cua A, Hinh 7-6

Céc tich phén & ti 86 (7-27) duge goi 1a cdc momen tinh
ctia dién tich d6i véi cdc truc Oy va Ox.

d. Hé vécto trugt dong
phéng. (h.7-7)
Ta goi T la déng phing

khi moi diém A, ndm trong
mat phing (w) va I'1a eac

Vﬁ(o)
l .

,q;./’</?

1

véctd song song véi (x). Khi
46 cic vécts moémen phai
vubng goéc voi @

Hinh 7-7

L
- Né&u 7 = 2 Tr 12 bang khéng va H(0) 1a khic khong thi
i=1 - .

hé tuong duong v6i trudng ngiu lyc déu. He duge thu vé hai
vécto trugt trong o song song va ngudge chiéu.

Néu Z1a khac khong thi tich vo huéng
J = _55: ﬁ@(O) = 0

Hé cé thé dua vé mot vécto trugt duy nhat cd didm dat P
trén dudng

= F A O
op = - + ¥ (7-28)
71?
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e. Pidu kién cin dé ba vécto truot tgo thanh mdét todcxo khéng.

Gia si ¢ hé ba vécto trugt

TI), ?;, f; voi cdc di€m dat A /fr’
f

AAMA, (78 . Ta tim diéu
kién d&€ ba vécto d6 tao thanh A
mot toocxs khong. 3 As

Nghia 13 ta phai cd hai diéu \f?
kién.

1. ¥ phai trist ticu .

2. )6 cling phai triét tiéu

Ta hay xét didu kién Ik phai triét tiéu.

vy

Chon ngay diém A, d€ thu gon mémen vé dd.
Ta co :

Way) = T a Ak + T n AR, = (7-29)
: .'f‘;dﬁ di qua A; nén moOmen clia né la bing khong. Diéu kién
{12-29) ndi lén rdng cdc mdmen do T’vﬁ f"gﬁy nén phai thang
hang. Mémen f" A A1A3 phéu vubng gdc vdi mat phing tao béi
A, va I Momen T, A A2A3 phai vuéng gdc v6i mat phing tao
boi T, va A;. Néu ha1 moémen d6 phai thing hang cd nghla la

mat phéng (), Ay), phai tring véi mat phng (7, A;).

Cac vécto f‘? va 1"2’ phai ndm trong mat phang A AA,.

Vai diéu kién thd hai. Ta phai cd

Z r= +TT =0 (7-30)

i=1

Didu kién nay cho ta két ludn réng T;cﬁng phai nidm trong
mat phing AA,A, C6 th€ xay ra hai khd ning.
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e) TT va T; c¢d phuong giao nhau tai modt diém trong mat
phang A A A, Vay f; cing phai qua di€ém d6 d& cén bang vdi
téng cta T, va L,

ol vaé. Tz’song song v6i nhau. Nhu vay T;cﬁng phai song song
véii ching. Ta cd hé ba vécto trugt song song dong phing. E;
phai co gi4 tri bang tdng cla Tl’vé T;vé. phai ed chiéu nguge lai.

Két lugn., DE mo6t hé ba véeto trugt tao nén mét toocxo
‘khéng 1a ba vécto phai déng phing va phai cd

—
=L +5+L=0

Xem fi’la cdc luc thi cac didu kién trén cdng la diéu kién
d€ ba luc cdn bang.
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