PHAN 1l

TOOCXO

CHUONG VI
PINH NGHIA TOOCXO

6~1. Phép chia hdn hudng
Cho hai véctd & va p trong khong gian vécto E ba chiéu.
Tim mét vécto U trong khéng gian dd d€ sao cho

uha =7 (6-1)

N&u tén tai mbét vécto W nhu vay thli ta ndi rang ula két
s .

qua ciia phép chia hiiu hudng giita p va a.
Bdt luin vécto U nhu th& nao ta luén ludn cd |
A (A =a.p=0 (6-2)
Vay néu a.p # 0 thi phudng trinh (6-1) « khdéng cd nghiém,
Ta héy xét nhing kha nang dé tich vo hudng a.p = 0. Cd
thé eo hai kha nang
1 - Véctg a hoac p la bing khéng. Khi d6 uwla bat ki. Moi
vécte cia khéng gian E 12 nghidm ctia (6-1)

2 — Ca hai vécto a va p 12 khac khong. Nhu vay chi con
lai mot kha nang duy nhat d§ tich 2.p = 0 la khi hai vécto
truc giao.
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Ta hay xét trudng hop culii cung
hay.

Goi T, 1a mot nghiém riéng clla
( 6-1) ﬁ: phai vubng gde voi 2 vh

p va tao véi a va p mot tam dién
thugn (H. 6-1).

Ta cd :
E;ﬁ?:? ( 6.-3)

l
I ol
y
I
&=y Qy

Hinh 6-1.

Nhan hitu huéng ca hai v& véi & ta cd :

—r

TA(@ AB) =2 AD
Khai trién vé trai ta cd :

—_—n — — T — —
(@a.aju, —(a.uya =2a A Pp

Vay :
“'2—5-_—:- —
a“.u, =a AP
Do do :
— —_—
—_— a A Pp
u =
“ a’

(6-4)

(6-5)

(6-6)

Thuc hién modt phép tri v& vai v& giita (11-1) va (11-3) ta co

@-u)yna=0

Nghia 1a vécts w — i, = 1al11-8)

(6-7)

4 13 mdt s6 vo hudng ndo ddé. Vay nghiém tdng quat wla

W=, +Aa
Hay :
a A
u = #21:' + )
a‘\

o dugc bi€u dién nhu trén hinh 11-1.
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6=2. Phép anh xa phan d6i xing

1. Dink nghia. Ta goi £1a phép 4nh xa clia khéng gian vécto
E vd & trong khong gian dé. Nghia la Ftac dung vao mot vécto
trong khéng gian E s& cho ta mft véctd cing thufe vé khong
gian dd. Khéng gian véctd E ludn duge ket hop vl mot khéng
gian affine (£). Néu ta chon trong (&) mot hé truc toa do thi
moi vécto cua E déu duge xdc dinh trong hé toa db do.

Cho mét vécta a trong khéng gian E. Phép anh xa X tac
dung 1én @ cho ta vécto £ (aJ ciing ndm trong E. Phép énh xa
PLduge goi 1a phan d6i xing khi né tdc dung lén hai vécto bét
kK 2°va B cia E thi ta c6 didu kién sau day :

.0 = -bZL(@E) (6-10)
2. Tinh chdt cia phép énh xg phdn déi xing

%13 mo6t phép anh xa tuyén tinh. Thuc vidy, cho hai vécto
a; va &, trong E vA aya, 1a hai s6 thyc ndo dd. Ta ludn ludn

e6 thé bifu didn mot vects A qua a, va a, boi biu thdc :
Toad e e
Theo dinh nghia (6-10) ta cd thé viét :
(@3, + iy LB = ~BLap) + am) (6-12)
Ta cé thé khai trién vé’ trai duoc :
ag £E + ap L0 = ~PLiaz + am) (6-13)

Nhung cing tit (6-10) cac s6 hang cia v€ trai (6-13) dugc
viét- lai nhu sau : '

ala;.f(ﬁjl: — b ¥ oy (6-14)
“252} L LE5 = —~E'.‘f(a2§2")

Dem thay (6-14) vao (6-13) ta o6 :
—BlE(eay + Llapyl = ~b. Hap;, + aa) (6-15)
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Bi&u' thic dd ludn ludon dang di b nhu thé nao, vay ta cd :
L@@y + Llamy) = Laa; + ap) (6-16)
(6-16) ching té rang ¥1a mdt phép anh xa tuyén tinh
3. Biéu thiuc gidi thich cia Ltrong mdét hé nén tryuc giao

Xic dinh mét hé truc toa d6 Oxyz trong khong gian ba chiéu
(&). Goi T, J, K'1a edc vécto don vi trén hé truc toa d& vudng
géc Oxyz d6. Bidu thdc cta ¥la mot ma tran L v4i chin thanh
phian ma ta phai xdc dinh.

F1 G2 “3
L = {8 %» %3 (6-17)
"% %32 933
Cho ¥tac dung lén cdc vécts don vi ciia nén.
Vecto X} s6 ed cdc thanh phédn la :

%1 P12 %3]l 211

Gy @2 %310 = [%n

Gq) @3y Aagf |0 %)
Nhu vay :

4y = cxni_}+ 0-'213_)"' a311? o (6-18)
Mot cdach tuong tu ta s& tim thdy : .

= o — -
LGy = apd +ay] + cx32E’ - (6-19)
f(ﬁj = ‘xlzi*"' “231'_)'*' “33F - (6-20)

Vi £1a phép 4nh xa phan d6i xdng nén theo (6-10) ta
phai ¢d :
CDEW = -T 247
TEG = -FLGY
FLE = ~-K. L&
Nhung L0} = ayy, 1. LG) = @y, va l_?,-f(la = Qg3 .

(6-21)
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Bi€u thic (6-21) ndi rang :

cypp = Tayp Gy T "%z B3 T T%a3
Didu dd cd nghia 1& a;, = @y = o33 = 0.
Cac thanh phin khéng nam trén dudng tréo chinh' duge cho

bdi cac tich vé hudng gita céc vécto don vi vh cdc vécts anh
xa cia ching. Ta cd : : :

LG = ap
O TER = ey
va vi ring T.H) = —J %) nén aj, = ~ay,
Tuong tu ta tim théy : a3 = —a5), @33 = €y

Dat s, = a3, 8, = a3, 85 = 0y ta 56 co ma tran L nhu sau :

0 -5 S .
L= 8 0 -s - (6-22)
— 8, & 0

Goi &’ la vécto énh xa cia 2 qua £

CE=f@
Céc thanh phdn cia & ° duge xac diph bdi cdc biéu thic :
a’y 0 —s4 851 |31 Bafy ~ 878,
a’z = 53 D - 51 3-2 = 3153 - 3.331 (6-22)
125 TS 51 0% 2,8 — a8,

- Vay cd thé viét :
a = (248, —3253)i_’+ (a8, —agsl)j_’+ (3,8, —aisz)'l?> (6-23)
Néu dF;Lt- ?lé mbdt vécto véi cdc thanh phén 1A s,, g, 8
=5+ 5,7+ 8K (6-24)
Thi ta d& nhan ra rang
A =Fad (6-25)
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E_[" dudc goi la vecto cta phép dnh xa phan d&i xdng £
Chi y. Ching ta ludn luén ¢é bi€u thdc sau : '
a.f@l =0 (6-26)
Thye vay, vi
a.f(@ = —aL(@@)
do dd a. L@ =0
Ta ciing cd th€ suy lugn theo mot céch khde sau day :
Vi
PR =Faa Vay: L@ =2 F La = 0

6-3. Trudng phan ddi xdng

1. Dinh nghia. Mot trudng vécto xdc dinh bdéi phép dnh xa
alM) 1 trudng ma voi méi difm M cia (£) dugc k&t hop bang
mdt véets a cia E.

Cho hai diém M va P cha khéng gian (£). Ta ¢6 hai vécto
tuong dng alM) va a(P) ctia E. Ta dinh nghia mot trudng phan
d5i xing la khi trong trugng dd cd mot phép 4nh xa phan déi
xing Lsao cho tuong quan gita alM) va a{P) 1a nhu sau :

alM) = alP) + £(PM) (6-27)

Néu S la vécta cia phép anh xa Lthi bigu thic (6-27) dugc
viét lai nhu sau :

alM) = alP) +Z A PM (6-28)

Khi d6 § cting duge goi 12
véctd clia truding phan d6i xing.
2. Tinh chdt, Mot trudng
phan d8i xdng l&2 mot trudng
dAdng chiu. Nghia la hinh chigu

clia cde vécto alM) va a(P) lén
duong MP 12 béng nhau.
(H. 6-2 ). Hinh 6-2
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Thuc vy, ta dem nhAn ca hai v& cia (6-28) véi PM, ta c6 :

PM.&IM) = PM.alP) + PM(F A PHM) (6-29)
$6 hang cufi cing cia (6-29) la bang khéng. Vay ta cd :
PM.alM) = PM.alp) (6-30)

Dem chia cA hai v& cho PM thi ta ¢ hai hinh chifu ciia
alM) va alP) lén PM. Hai hinh chidu d6 bang nhau. ’

Ta ciing dé dang ching minh diéu ngudge lai : Mét fruong
ddng chidu la mét truong phdn d6i xing.

6-4. Toocxo

1. Dinh nghia, Ta goi'toocxu (r) 1a tAp hgp tét ca cdc véctd
M ciia trudng phan d6i xing _vh vectd ?‘ clita trudng dd6, oG
duge goi 1a mémen cla () vA & duge goi 14 véeto cia trudng
hay la véctg cia toocxd, '

Ta nhan th&y ring n&u bict T tai mot di€m hao dé cla
trudng vi du tai diém 0 chidng han, ta s6 ki hiéu nd la ﬁﬂ)
v bi&t duge & thi moi R cua trudmg 14 dudge xdc dinh. Thue
vay, moémen M tai mot di€m P nao d¢ =6 1a :

RE) = Ro) +F A OP (6-31)
‘qué. ﬁ(ﬁ} duge gm la cac toa d6 tai 0 ciia toocxd (7) va vist :

DI, 0]

Ta cing nhan thiy ? 132 khdng thay d6i nhung cic vécto
7 la phu thudc vao cdc diém ctia khong gian két hgp (£).

2. Tinh chit cia toocxo

a. Hai looexa béng nhau : D& cd hai toocxd bang nhau diéu
kién cdn va dd [a ching phai cd cling vécte & vA c6 cung mot
mémen tai mét di€m bat ki trong khong gian k&t hop (£).

V{ du ta cd :
@D, 0 va @IT,, T,0) (6-32)
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dé (1)) va {t,) bing nhau ta phai eo :
‘??; = "?2 |
(6-33)
M, (0) = Ty0)
b. Téng cia hai toocxo. Tng cha hal toocxd la mot tooxd

ma véctd ciia nd 1a téng cdc vécto thanh phén va tai mot di€m
nao dé moémen clia nd 13 téng cua cdc mdémen thanh phén.

Vi du véi céc tooxd (7)) va (%) (6-32) . Toocxd tong sé 1a :

@ = @) + (@)

Toa d6 cla 7 tai O la :

§=31 + & (6-34)

¢. Phép nhan vdi mot vo hudng

Goi ¢ 12 mot hing s6 bdt ki, tich cia « v6i toocxd @ la
mt toocxd ma : |

véctd ctia nd 1a a ?
mdmen ctia nd 1A ¢ i
- Vi du v6i toocxo (7)}). Dem nhén (7))} v0i « ta e (T) vai

® = alry T, IO (6-35)

d. Toécxo khoéng

M6t toocxo khdng la mét toocxd ma moémen clla nd d mol
di€¢m trong (£) 132 bang khéng va .?:F 1a mot vects khéng. DE dat
duge diéu d6 diéu kien can va di la J = 0"va tén tai mot
difm ma tai dé T ciing bing khong.

e. BAt bién vd hudng cta mot todexo.
Cho tooexd (T) voi cée toa do tai hai diém 0 va O" nhu sau :

(5", o)l va 1F, O]
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Ta hay so sanh hai tich v6 huéng sau day :
I=F %o val =T W)
Theo dinh nghia ta cd tuong quan gifta T(0) va & (0’ nhu sau :
—, —
M0 = M(O0) + ¢ A 00’
Vay

T o= TR0 + T A 001 = TR0 +F (& A OO
S8 hang cubi lcimg cia v€ phai 12 bang khong vdy ta cd ¢
| I o=F.50) =J | (6-36)
Nhu vay tich J = 6?.%(0) khong phu thuée vao diém O. Tri
s6 dé duge goi 13 bdt bign vé hudng cha toocxo (7).

f. Tich cta hai tobexo, (con dude goi 1A comdmen cia hal todexd).
Cho hai tooexa (7)) va (rz)' v6l cac toa d6 tai 0 nhu sau :
()[4, , T,(0)]

(T)[F,, T(0)]

Theo dinh nghia tich cia hai toocza (7,) va (7,) 12 s@ thue
420) duge xac dinh nhu sau : '

ROy = T M6,(0) + F 6,(0) " (6-37)
Ta vit |

RO) = (T) (&) (6-38)
Ta s& ching minh ring 70) khong phu thudc vao di€ém 0.

Thyc vay gid sit ta Iy mét 0° khac 0 va tinh R0O’). Theo
dinh nghia ta cd :

A = F, M0 +F,. W) (6-39)
Nhung nhu ta cé :
W0 = y(0) +7, A OO (6-40)

Wt0) = Wy(©0) +F, A OO’
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Dem (6-40) thay vao (6-39) ta duge :
P©) = 7| Ry0) +FRO) +
+ 3 .G, n O0) +F,(@, A OO)  (6-41)
Hai &6 hang cufi cia (11-41) triét tiéu l4n nhau do d¢ ta c6 :
Py =7,. 70 +F, n Wy(0) = F(0)

Vay Py = P0) (6-41)

Cémodmen cia hai toocxo khong phu thudc vao di€m chon
dé tinh.

‘£ Dao ham ciia tobexo

Cho toocxd (T) duge xac dinh bdéi véctd Fva mobémen ED tai
0. p'va K'la céc ham s6 d6i v6i th¥i gian t. Ta cé thé viet :

@Ry, Kol (6-42)
Toa d6 cua (7) tai O’ la
@), K )] (6-43)

- —r

Theo dinh nghia tuong quan gita K, va K, 12 :
— — —=,
Ky =K, * pit) A 00 | (6-44)
Tinh dao ham cla (11-44) ta c6 :

Z K, = K+ A QD +PA—— . (6-45)

—

) dGO’
Vi ring OO 12 hing s6 ddi véi thdi gian vay ——— = 0. Do

dé (11-45) duge viét lai nhy sau :

d —» d —» dﬁ’b —
-EEKO. = a-EKG +E A OO _.(6-46)_
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Bigu thie dé cho ta thdy cdc dao ham I va T tuong
quan v&i nhau nhu tudng quan E},.m hai mdmen trong toocxd
3) ’tdl‘dﬁNhuﬁ Féﬁ{—" thanh la 6t t d
vl veC a it VAY ¢ v d’t i:ung n AP mc oocX
va tooexc d6 1a dao ham cua (7). Ta cd thé viét :
dK |
d dp. %%o | -
w® = [av @] (@47 |

3. Truc trung tam cua mét todexd

Cho toocxs (7} véi vects ¥ va bdt bién J 1a khdc 0. Tim quy
tich ctia cac di€m P trong (&) sao cho TP) la song song voi F

Gia s toa do cua (7) tai O la {?, HE(0)1-

Mémen tai P cta (7) 14 :

| TP) = o) + F A OP (6-48)
4 -
Theo gid thiét 3—1%(]?} phai song song vdi ¥ nghia 1a :
WP = «F (6-49)

trong dé « 1a mot hang s6 nao dd. Két hgp (6-48) va (6-49)
ta cd thé viét :

W0y +F A 0P =ad (6-50)
Hay : '
P AT =) —a T (6-51)
vay OP 1a thuong cia phép chia hitu hudng gita
B(0) — «Fva F. Phép chia do chi o6 thé thye hién duce khi :
F oy ~aF] =0 (6-52) !

Tia d6 ta cd thé xdc dinh duge tri s6 cia «.

a = 5?%(0-}- (6-53)
B4k
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St dung cong thic (6.9) ta cdé thé viét :
— A o0y — —
AN ) A | 15

11

Duding dé duge goi 13 truc trung tAm cia toocxd (7). Dudng
thing dd di qua diém P v6i
5p - 9 n O
0 2
°T Rl
Tai moi diém P trén dudng dJd6 vécto mﬁmen D_ib’(P) la song
song voi f—f’ va ¢ tri s6 1a ;

(6-54)

(6-55)

M(P) = _Iép‘?_TThso (6-56)
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