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CHÖÔNG 4 
CAÙC ÑÒNH LUAÄT CÔ BAÛN CUÛA 

CÔ HOÏC MOÂI TRÖÔØNG LIEÂN TUÏC 
 

4.1. Baûo toaøn khoái löôïng. Phöông trình lieân tuïc. 
 
Khoái löôïng cuûa moät moâi tröôøng lieân tuïc, chieám theå 
tích V cuûa khoâng gian ôû thôøi ñieåm t: 
 
  (4.1)  
 
vôùi              laø haøm maät ñoä, lieân tuïc cuûa toïa ñoä. 
 
Ñònh luaät baûo toaøn khoái löôïng: 
 

            (4.2) 
 
Töø (4.2), ta suy ñöôïc phöông trình lieân tuïc: 
 

            (4.3) 
 
Hay, 
 
                                 hoaëc                                        (4.4)             
 
Trong chaát loûng khoâng neùn:                   vaø (4.3) coù 
daïng: 
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k kv 0, = div v 0=

i ijk k jv s ,ε= v s= ∇×

( ) ( )
0

0 0
V V

X 0 dV x t dV, ,ρ ρ=∫ ∫

ji k
i j ijk

1 2 3

xx x
J x X

X X X
ε

∂∂ ∂
= ∂ ∂ =

∂ ∂ ∂

1 1 2 2 3 3 k kX X I X I X I X Iˆ ˆ ˆ ˆ= + + =

1 1 2 2 3 3 i ix x e x e x e x eˆ ˆ ˆ ˆ= + + =

( ) ( )1 2 3i i ix x X X X t x X t hay x x X t( , , , ) , , ,= = =

                    , hay                                                      (4.5) 
 
Tröôøng vaän toác trong moâi tröôøng khoâng neùn: 
                     , hay                                                     (4.6) 
 
vôùi s(x,t) laø theá cuûa vector v. 
 
Phöông trình lieân tuïc daïng Lagrange: 
 
                                                                                  (4.7) 
 
vôùi V0 , V laø theå tích maø moâi tröôøng chieám choã vaøo 
thôøi ñieåm t0= 0, t > 0. 
 
Ñònh thöùc Jacobien: 
 
                                                                                      (a) 
 
vôùi                                                        laø vector ñònh vò 
ñieåm ôû thôøi ñieåm ban ñaàu trong heä tröïc giao OX1X2X3 
vaø                                                  laø vector ñònh vò 
ñieåm ôû thôøi ñieåm sau trong heä tröïc giao ox1x2x3. 
 
Phöông trình moâ taû chuyeån ñoäng ñieåm: 
 
                                                                                     (b) 
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odV JdV=

( ) ( )( ) ( )
0 0 0

0 0 0 0
V V V

X 0 dV x X t t JdV X t JdV, , , ,ρ ρ ρ= =∫ ∫ ∫

( )0

dJ hay J 0
dt

ρ ρ ρ= =

( )n
it
ˆ

i iv du dt=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                     (c) 
Do ñoù,  
 
                                                                                  (4.8) 
 
Bieåu thöùc (4.8) ñuùng cho moïi theå tích V0, neân: 
 
                                                                                  (4.9) 
 
4.2. Ñònh lyù bieán thieân ñoäng löôïng. Phöông trình 

chuyeån ñoäng. Phöông trình caân baèng. 
 
Löïc khoái bi taùc ñoäng leân theå tích dV,      öùng suaát taùc 
ñoäng leân dieän tích dS, tröôøng vaän toác                     . 

•

•

•

•

X
X2,x2

X3,x3

X1,x1 

O,o 

dXX+dX

x

u

dx

u+du

Po

Qo

P 

Q 

Hình 4.1.
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Ñoäng löôïng cuûa heä: 
 
                                                                                (4.10) 
 
Neáu noäi löïc taùc ñoäng tuaân theo ñònh luaät ba Newton, 
thì ñònh lyù bieán thieân ñoäng löôïng: 
 
 
 
                                                                                (4.11) 
 

x2 

x3 

x1 

o 

Hình 4.2. Theå tích chuyeån ñoäng. 

vi

bi 

dV 

V

dS

vi
ni

( )n
it
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Thay                   vaøo (4.11) vaø thay tích phaân maët 
baèng tích phaân theå tích, ta coù: 
 
 
 
                                                                                (4.12) 
 
Söû duïng phöông trình lieân tuïc, ta coù: 
 
 
 
                                                                                (4.13)  
 
Thay (4.13) vaøo (4.13), ta ñöôïc: 
 
 
 
                                                                                (4.14) 
 
Do V baát kyø, neân phöông trình chuyeån ñoäng coù daïng: 
                                                                                (4.15) 
 
Ñoái vôùi tröôøng hôïp khoâng coù gia toác, phöông trình caân 
baèng (ñöôïc söû duïng roäng raõi trong cô hoïc vaät raén): 
 
                                                                                (4.16) 
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4.3. Ñònh lyù bieán thieân moment ñoäng löôïng. 
 
Moment ñoäng löôïng heä ñoái vôùi goác toïa ñoä: 
                                                                                (4.17) 
                                                                                 
Ñònh lyù bieán thieân moment ñoäng löôïng heä: 
 
 
 
                                                                                (4.18) 
 
Thay                      vaøo (4.18) vaø xem tensor öùng suaát 
laø ñoái xöùng, thì phöông trình seõ ñoàng nhaát khi chæ tính 
ñeán bieåu thöùc (4.15): 
                                                                                (4.19) 
 
Do V tuøy yù, neân:                                                    (4.20) 
Töø ñaây thaáy roõ:  
 
4.4. Baûo toaøn naêng löôïng. Ñònh luaät thöù nhaát nhieät 

ñoäng löïc hoïc. Phöông trình naêng löôïng. 
 
Neáu chæ nghieân cöùu caùc ñaïi löôïng cô hoïc, thì ñònh luaät 
baûo toaøn cô naêng cho theå tích moâi tröôøng lieân tuïc coù 
theå nhaän ñöôïc töø (4.15). Nhaân voâ höôùng (4.15) vôùi 
vector vaän toác vi: 
                                                                                (4.21) 
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Tích phaân, 
 
                                                                                (4.22) 
 
laø vaän toác bieán thieân ñoäng naêng K theo thôøi gian t. 
Chuù yù raèng: 
 
 
 
 
Tensor vaän toác bieán daïng (ñoái xöùng): 
 
 
 
Tensor xoaùy phaûn ñoái xöùng: 
 
 
 
Neáu tröôøng vaän toác khoâng quay (xoaùy):                , thì: 
 
                                                                                (4.23) 
 
Bieán ñoåi tích phaân (ñònh lyù Gauss), ta coù: 
 

 (4.24) 
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Phöông trình (4.24) thieát laäp moái quan heä giöõa vaän toác 
bieán thieân cô naêng toaøn phaàn cuûa moâi tröôøng lieân tuïc, 
veá traùi, vôùi coâng suaát cuûa caùc löïc maët vaø khoái, veá phaûi 
phöông trình. 
 
Ñoái vôùi moâi tröôøng lieân tuïc cô nhieät, giöõa vaän toác 
bieán thieân noäi naêng: 
 

 (4.25) 
 
vôùi u laø noäi naêng rieâng (trong ñôn vò theå tích). Goïi ci 
vector ci ñaëc tröng cho doøng nhieät qua moät ñôn vò dieän 
tích trong moät ñôn vò thôøi gian do tính daãn nhieät vaø z 
laø haèng soá böùc xaï nhieät treân moät ñôn vò khoái löôïng 
trong moät ñôn vò thôøi gian. Vaän toác doøng nhieät ñi vaøo  
moâi tröôøng: 
 

 (4.26) 
 
Bieán thieân naêng löôïng cuûa moâi tröôøng lieân tuïc cô 
nhieät: 
 

 (4.27) 
 
vôùi δW/dt laø coâng suaát cuûa ngoaïi löïc. Daïng chi tieát 
cuûa (4.27): 
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 (4.28) 
 
Thay tích phaân maët baèng tích phaân khoái (Gauss), daïng 
cuïc boä cuûa phöông trình naêng löôïng: 
 

 (4.29) 
 
Nhaân voâ höôùng (4.15) vôùi vector vaän toác: 
 
 
Thay ñaúng thöùc treân vaøo (4.29) ta coù daïng ruùt goïn cuûa 
phöông trình naêng löôïng cuïc boä: 
 

 (4.30) 
 
Phöông trình (4.30) bieåu thò vaän toác bieán thieân noäi 
naêng baèng toång coâng suaát cuûa öùng suaát coäng vôùi doøng 
nhieät vaøo moâi tröôøng. 
 
4.5. Phöông trình traïng thaùi. Entropy. Ñònh luaät 

thöù hai nhieät ñoäng löïc hoïc. 
 
Cho traïng thaùi nhieät ñoäng hoïc cuûa moâi tröôøng lieân tuïc, 
nghóa laø hoaøn toaøn bao quaùt caû heä. Trong tröôønh hôïp 
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toång quaùt caùch moâ taû naøy xaùc ñònh baèng moät soá ñaïi 
löôïng nhieät ñoäng hoïc vaø ñoäng hoïc, ñöôïc goïi laø caùc 
tham soá traïng thaùi. Chuùng coù quan heä vôùi nhau baèng 
caùc phöông trình traïng thaùi. Ñònh luaät thöù nhaát nhieät 
ñoäng löïc hoïc cho bieát söï bieán ñoåi töông öùng cô naêng 
vaø nhieät naêng töø daïng naøy sang daïng khaùc, nhöng 
chöa roõ quaù trình naøy laø thuaän nghòch hay khoâng 
thuaän nghòch. 
 
Ñònh luaät thöù hai nhieät ñoäng löïc hoïc giaû ñònh coù hai 
haøm traïng thaùi khaùc nhau: nhieät ñoä tuyeät ñoái T vaø 
entropy (entropy rieâng) s. Trong cô hoïc moâi tröôøng 
lieân tuïc, maät ñoä entropy s ñöôïc ñònh nghóa sao cho 
entropy toaøn phaàn S: 
 
 
Entropy cuûa heä coù theå thay ñoåi hoaëc do töông taùc vôùi 
moâi tröôøng xung quanh, hoaëc do bieán ñoåi xaûy ra beân 
trong heä: 

 (4.31) 
vôùi ds, ds(e), ds(i) laàn löôït laø gia soá cuûa entropy rieâng 
do töông taùc toång, vôùi moâi tröôøng ngoaøi, bieán ñoåi beân 
trong. 
             trong caùc quaù trình khoâng thuaän nghòch, (4.32) 
             trong caùc quaù trình thuaän nghòch,             (4.33) 
 

∫=
V

sdVS ρ

( ) ( )ie dsdsds +=

( ) 0〉ids
( ) 0=ids
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Neáu trong quaù trình thuaän nghòch kyù hieäu doøng nhieät 
treân moät ñôn vò khoái löôïng cuûa heä laø dq(R), thì: 
 ds(e)= dq(R)/ T trong caùc quaù trình thuaän nghòch, (4.34) 
 
4.6. Baát phöông trình Claudius. Haøm hao taùn. 
 
Theo ñònh luaät thöù hai nhieät ñoäng löïc hoïc, vaän toác 
bieán thieân entropy toaøn phaàn S cuûa moâi tröôøng lieân 
tuïc khoâng nhoû hôn toång doøng entropy qua bieân cuûa 
theå tích naøy vaø entropy do caùc nguoàn beân ngoaøi sinh 
ra trong theå tích. Baát phöông trình Claudius: 
 
            (4.35) 
 
vôùi e laø coâng suaát cuûa caùc nguoàn entropy cuïc boä ngoaøi 
treân moät ñôn vò khoái löôïng. Ñaúng thöùc trong (4.35) 
xaûy ra ñoái vôùi caùc quaù trình thuaän nghòch, baát ñaúng 
thöùc xaûy ra ñoái vôùi caùc quaù trình khoâng thuaän nghòch. 
 
Thay tích phaân maët trong (4.35) baèng tích phaân khoái, 
ta coù daïng cuïc boä cho vaän toác noäi sinh entropy γ, treân 
moät ñôn vò khoái löôïng: 
 
                         (4.36) 
 
Trong cô hoïc moâi tröôøng lieân tuïc, tensor öùng suaát coù 
theå phaân ra hai thaønh phaàn: 
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                         (4.37) 
vôùi                   laø tensor öùng suaát baûo toaøn, hao taùn. 
Thay tensor gia soá bieán daïng: dεij= Dijdt vaøo (4.30), ta 
seõ coù phöông trình naêng löôïng: 
 
                         (4.38) 
 
trong (4.38)              laø vaän toác hao taùn naêng löôïng 
treân moät ñôn vò khoái löôïng do öùng suaát gaây ra,            
laø vaän toác cuûa doøng nhieät vaøo moâi tröôøng treân moät 
ñôn vò khoái löôïng. Neáu trong moâi tröôøng xaûy ra quaù 
trình thuaän nghòch thì seõ khoâng coù hao taùn naêng löôïng; 
ngoaøi ra                            , keát hôïp (4.38) vôùi (4.34): 
 
                         (4.39) 
 
Ñoái vôùi quaù trình khoâng thuaän nghòch, ñöôïc moâ taû 
baèng (4.38), vaän toác sinh entropy coù theå tìm töø phöông 
trình (4.39). Nhö vaäy: 
 
                         (4.40) 
 
Ñaïi löôïng            goïi laø haøm hao taùn. Ñoái vôùi caùc quaù 
trình ñoaïn nhieät khoâng thuaän nghòch (dq = 0), theo 
ñònh luaät nhieät ñoäng hai ds/dt > 0. Töø ñoù töø (4.40) suy 
ra haøm hao taùn           laø xaùc ñònh döông. 
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4.7. Caùc phöông trình xaùc ñònh. Caùc phöông trình 
lieân tuïc cô nhieät vaø cô  hoïc. 

 
Ñoái vôùi moâi tröôøng cô nhieät, caùc phöông trình cô baûn: 
 Phöông trình lieân tuïc (4.4): 

 
                         (4.41) 
 
 Phöông trình chuyeån ñoäng (4.15): 

 
                         (4.42) 
 
 Phöông trình naêng löôïng(4.30): 

 
                         (4.43) 
 
Khi caùc löïc khoái bi vaø caùc nguoàn nhieät phaân boá laø cho 
tröôùc, caùc phöông trình (4.41), (4.42), (4.43) laäp 
thaønh heä 5 phöông trình ñoäc laäp, chöùa 14 haøm aån 
cuûa toïa ñoä vaø thôøi gian. Caùc aån soá: maät ñoä ρ, ba thaønh 
phaàn vaän toác vi (hoaëc caùc thaønh phaàn chuyeån vò ui), 
saùu thaønh phaàn öùng suaát ñoäc laäp σij, ba thaønh phaàn 
vector doøng nhieät ci vaø maät ñoä noäi naêng u. Boå sung 
vaøo ñoù caàn thöïc hieän baát phöông trình Claudius 
(4.36): 
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bieåu hieän döông tính cuûa söï sinh entropy. Baát phöông 
trình naøy coøn theâm vaøo hai aån soá: maät ñoä entropy s vaø 
nhieät ñoä tuyeät ñoái T. Nghóa laø ñeå giaûi ñöôïc heä, caàn 
tìm theâm 11 phöông trình nöõa. Saùu trong soá ñoù laø caùc 
phöông trình xaùc ñònh, ñaëc tröng cho caùc tính chaát vaät 
lyù rieâng bieät cuûa moâi tröôøng nghieân cöùu. Ba phöông 
trình cuûa quy luaät truyeàn nhieät vaø hai laø caùc phöông 
trình traïng thaùi nhieät ñoäng hoïc. 
 
Chöùc naêng cuûa laø caùc phöông trình xaùc ñònh laø thieát 
laäp caùc bieåu thöùc toaùn hoïc giöõa caùc tham soá tónh, ñoäng 
hoïc vaø nhieät ñoäng hoïc, moâ taû öùng xöû cuûa vaät lieäu khi 
coù caùc taùc ñoäng cô-nhieät. Trong nhieàu tröôøng hôïp coù 
theå boû qua töông taùc cuûa caùc quaù trình cô hoïc vaø nhieät 
ñoäng hoïc, thí duï nhö lyù thuyeát nhieät ñaøn hoài khoâng 
keát hôïp.  Trong tröôøng hôïp naøy caùc quaù trình cô hoïc 
thuaàn tuùy moâ taû baèng caùc phöông trình (4.41) vaø 
(4.42). Heä naøy goàm 4 phöông trình vôùi 10 aån soá. Do 
ñoù, caàn theâm 6 phöông trình xaùc ñònh nöõa. Theo lyù 
thuyeát khoâng keát hôïp, caùc phöông trình xaùc ñònh chæ 
chöùa caùc tham soá ñoäng löïc hoïc (öùng suaát) vaø ñoäng hoïc 
(vaän toác, chuyeån vò, bieán daïng) vaø thöôøng laø caùc bieåu 
thöùc giöõa öùng suaát vaø bieán daïng. Tröôøng nhieät ñoä 
thöôøng ñöôïc xem laø ñaõ bieát, hoaëc laø coù theå baøi toaùn 
truyeàn nhieät giaûi rieâng, ñoäc laäp vôùi baøi toaùn cô. Trong 
caùc quaù trình ñaúng nhieät, nhieät ñoä giaû thieát laø khoâng 
ñoåi vaø baøi toaùn laø cô hoïc thuaàn tuùy. 


