CHUONG 1II
PHEP BIEN POI TOA PO. TENXO

2-1. Phép

R/AWEE EUR s Wy

Ta hay ldy moét vi du don gian thudng dung.

Hé toa do déc cuc trong mdt phang

Trong mat nhang ta chon

S =

' X, Xz) vdi cac véctd don vi a..

Toa d6 cta diém M trong
hé quy chidu dé la X' (i = 1, 2).

Néu st dung hé toa d6 doc

cuc, toa dd caa M sé la (r, 8) véi.

= OM va 9 = (al, OM).

Tuong quan giita cac toa d6
12 nhu sau : )
X! = rcoss
X? = rsin@ (2-1)

Hoac ngugc lai :

r = V) + x%?

J}XZ-
&
EZA ¢ ’V'é;
/Te: ]
0 d, ;,
Hinh 2-1.
XZ
6 = Arctg— (2-2)
x!

Theo dinh nghia ta goi dudng toa d6 qua M(r, 6) la

_ tap hop cua nhing di€m M cd moét trong hai toa do cua
- M dugc xem la hing va toa d6 kia bién thién bat ki. Nhu vay
khi ta cho r thay d6i va 6 la ¢6 dinh thi dudng toa do6 1a nua
duong thang OM. Ngudc lai néu cho r ¢6 dinh va @ thay déi
thi dudng toa do la dudng tron tam O ban kinh OM.
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Chaing ta hay tinh vi phﬁn dM ctia vécto ban kinh OM

M dM
dM = S=dr + g db (2-3)
W M
J — u . - g .
Cac véctd —— = e, v —z = &, nhu dugc bifu dién trén
ot 1 el 2

hinh vé va duge tinh theo cdc véctyg nén Ei}nhu sau

OM = X'a; + X%

—
OM teod? . a + rsinf . a

Tda dd ta co : _

— — 0 .
e; = cosﬁ‘.al + suzl-:':'i,a2
o

L ‘. (2-4)
e, = — rsinﬁal + rcosg . a,

Né&u tinh tich vo hudng cia E;v& E; ta thdy tich ddé bang khéng,
vay ching vudng gde véi nhau, D6 dai cua e_l;' va E; la 1 va r.
Biéu thuc vi phan (2-3} ¢6 thé viét lai nhu sau :
dM = dre, + d6. &) (2-5)
3 méi didm M bit ki ching ta gin vio dd moét hé toa do
dia phuong (M, Eﬁ, e_i'h'lé ciac vécto tifp tuyén v8i cdc dudng toa

dd di qua M. Trong tuong quan cia bifu thic (2-5) trén day
cdc thanh phan dr va d6 cua véets vi phan dM trong nén dia
phuong ?duﬁc goi 14 cdc thanh phdn phan bién cta dM (zem

dinh nghia trang 20). Bﬁy gio ta ha}r tim cdch biéu dién cdc

thanh phén d¢ qua nén a
T¥ céc bi€u thdc (2-1) ta cd :
dX! = cosfdr - rsinfdg

. (2-6)
dX“ = zinfdr + rcosddd
Cd th& bi€u dién duéi dang ma trdn nhu sau :
1 codd —reing| |dr :
dXE = vidi + = 0 (27
dX sind rcoes?| |dE
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Td dé ta cd th€ tinh dr va dé

dr = i$ dx' + 25 dXx*
V(X')? + (X?)sup VXY +xH? -8
— %2 1 -3)
de = X ax! + X —dX? -
(XI)Z + (X2)2 (XI)Z + (Xl)z
Hay cd thé viét :
-dr_ I Xl X2 — del-
SACSELS A )+ & (2-9)
do 2.2 dx*
| (X)+(X) @Y +x»? | L]

Cac dinh thLIc cda cidc ma tran bién d01 nén cua (2-7) va
1
\I(xl)2 + (xz)2
cic dinh thdc d6 1a nghich ddo nhau.

(2-9) co tri s6 la r va . Tich ctia ching la 1, vay

Chu y rang nhitng phan td cia nhitng ma tran thay d8i nén
(2-7) va (2-9) 1a nhitng ham cGa toa do M.

Bay gid ta hay tinh dM 2. binh phuong khoang cach giita hai
di€ém rat gdn nhau. Khodng cich d6 thudng dude goi la
khoang cidch co ban. Ta ciing xét ca hai toa d6 xem ching cd
bang nhau hay khéng ?

a. Trong toa d6 Dé cac [hé quy chiéu (0, a—D]
T E
Dat aa; = it voi [yij] — [O 1}
Tacd : dM? = dX'a. dXia = dXidXiy,
Vay :  dM? = @x')? + (dx2)2 (2-10)
b. Trong toa d¢ doc cyc [hé quy chisu (M, e—ij]
- i i s -
bat dr = dy', d8 = dy! va E;. e = g;
dM* = dy' . dy g,
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. 1 0
Véi [g”] 0 1'2
Vay : dM° = dr? + r2.d6? (2-11)
S dung (2-6) dé tinh bi€u thic (2-10) ta cd :

dM’ = @x? +(@x??

= (cosf.dr — rsinf. d9)% +s(in6.dr + rcos6d6)?

g

dM® = dr? + r®.d6?
Nhu vay dM la nhu nhau trong ca hai hé truc toa dg.

Mot cach téng quat gia su trong mbi truong lién tuc chuyén
dong ching ta c¢d hai hé truc toa do C‘ va ' vi (i = 1, 2 3).
Biéu thic tuong quan giita ching la :

&= gt 7 rz) (2-12)

Vi phan cta ¢l s 1a

. i
it = % ayi2-13)
erJ

Bidu thiuc nay tuong duong v6i bi€u thdc (2-6) trong vi du

i
don gian trén day. %—l}* thanh lap mo6t ma tran véi i la hang va
d
j 1a cot. Dinh thdc cia ma tran la Jacébién cua phép bién déi.
Vi ring giita cdc toa d6 phai cé mét sy tuong uUng nh&t nhit
nén Jacobién phai khac khong va ti dé ta cing co thé tinh
ngudc lai. ~

dy' = o drp (2-14)
oy
i

Ma tran bién ddi —-7]— 12 ma tran nghich dio cuaa % .
ot) arf
I gyl .
Thyc vay vi = . 7L =& (k= 1,2 3)
812 ag
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Gia su C' la cac duong toa ¢ d6 qua mét di€m M nao dé trong
khong gian '. Xét vi phan dM. Vi phan d6 1a mét ham cuaa '
Ta cé thé viét :

— aM )
dM = — d¢' i=1, 2, 3) (2-15)
at!
o . OM
Biéu thic T T & dudc goi la cac vécto co sd hoac vécto
ag
nén cua hé toa d¢ dia phuong tai M.

Ching hudéng theo dudng ti€p tuyén cda cic dudng toa do.
Biéu thuc (2-15) dugc viét lai dudi dang

—> L s
dM = di'. ¢ i=1,2 3 (2-16)
Tuong tu nhu vay ta cd thé bi€u dién dM qua céac vécto

3 - ) A
nén e’ cua hé truc '

dM =dy'.& (=12 3 (2-17)

1

e’ va gilta d&', dn'.

g . —
Xét tudng quan gilia e, e
Theo dinh nghia ta co :

—_—
—>, aM aM acl

U I

Vay :
= —=.& (2-18)
Theo (2-14) ta viét lai tuong quan giita dqi va d¢' dé so sanh

dy' = . dgl (2-19)
at)
s
o ]

. 1
va céc thanh phan dM dugc bién déi nhd ma tran B = [%]
d
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=3
Cac phép bién ddi dé ngudc nhau nén d6i tugng dM biat bién
khi thay hé truc toa dé. Thuc vay :

. ) .
i = apf . & = L ag ¥

} a;l
. i s _ -
dM = —Z—g;gc—lﬁl = di'e;
1

Bay gio gia st ta c6 mot dsi tuong Y nao dd, qua sy bién
d8i cua hé truc toa do, Y dugc bién d8i ‘nhd ma tran A giong

nhu cdc véctd cd sd e thi ta goi d6i tugng dd 1a hiép bién. Cac
vécto nén 'e_i’lé cac vectd nén hiép bién. Néu nhu dai lugng dé

duge bién d6i nhd ma tran B thi ta goi dai lugng dd 1a phan bién.

Nhitng diéu ching ta viua
ndi trén day la cho moét khong
gian ba chiéu. T4t ca déu
diang v6i mot khong gian n
chiéu. Ta chi cdn 14y chi s6 i,
j =1, 2 .., n Di nhién ta
- khong thé ¢d mot hinh anh cu
thé nhu (h.2-2) dudc niia.

Trong khong gian n chiéu ta
¢6 dinh nghia vé véctd nhu sau :

—

Néu ¢ mot dsi tuong V
duge biéu dién qua céc vécto
nén giéng nhu dM Hinh 2-2.

—>

V=Vi.e (2-20)

1
Cac thanh phdn V') cia V bién déi giéng nhu céc thanh
'phéan cua dM

V() = %{ﬁ-vj@") 4 j=1,2 .0 (2-21)
- 5

thi d6i tuong do sé bat bién ddi v6i phép bién d8i toa do va
dugc goi la vécto.

20



Vécts co sd hay con goi la vécto nén la phéan tu _;goc cua
méi vécto. V! duge goi 1a ciac thanh phén cha vécts V. O day
V' duge bién déi nho ma tran B nén ‘thanh phan do il)IO’C goi
la thanh phdn phan bién trong hé nén hiép bién cia V.

Ta ciing cd thé bigu dién \_f>qua cic thanh phan hiép bién :
V=Ve G(=12. n

Véi V, (chi s6 ¢ dudi) bién doi trong phep bién déi toa do
nhu sau :

(

: ] .
V.(n h = —Qg—:.V.(C’) 4,3 =1, 2, ... n) (2-22)
o’
V. dugc g01 la thanh phédn hiép bién cua v trong hé nén

phan bién g (ta s& ndéi ré6 thém & phén sau).

2-2. Tich tenxo

Trong trudng vecto V n chiéu ching ta k&t hgp v8i nd mot
khong gian mdi n? chiéu va ki hieu V ® V khong gian dd duge
goi la | tich tenxd ctia khong gian V_yvdi chmh né. Gia su
V va W la hai vécto thusc vé V vay V@ W ducgc goi la tich
tenxg cua hai véctad. Phep anh xa dd cd cac tinh chat sau day :

V ® (w ®w2) VoW, + VoW,
(V +V2)®W v, ®W+V W

aW@V W®aV—a(W®V)
V®W # W®V

X (2-23)

Nghia 12 ndé c¢é da cic tinh chdt cda tich tuyén tinh d6i véi
hai thila s5. Khong gian véctd V ® V dugce thiét lap boi tat ca
cac t8 hgp tuyén tinh dang

(V®W)

— - .
Bay gio ta gia st ta cd hai vécto V = V"é? va W = VVJE;.
Cac tinh chit tuyén tinh dua dén két qua la :

VoW = V.. W (E®8) (2-24)
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Ta thdy ngay rang n? tich (-e—i)® Ej’} tao nén mot nén mdi
ciia khong gian vécto V @ V. Tich tenxc ctia hai véctd dugc
goi la mot nhi tich. Ta c6 thé md rong khai niém trén day cho
mot tich tenxo caa nhiéu véctd va tao nén mot khong gian
vécto mdi véi hé nén mdi vai cac dang :

— —_ — —_
ei®ej®ek®el.

Cac tich d¢ duge goi la da tich.

DE lam sang to hay xét trudng hop d6i voi khong gian ba
chiéu c¢d cac truc toa do do thégg truc giao. Gia su trong khong

- > » . > - -~ - 4 3 — - =g -~
gian d6 ta cO haj vectd ¥ va Y. Goi tich tenxo cia X va Y la
dai luong X ® Y ¢6 chin thanh phan. Céc thanh phdn do la~
phitng phdn ti cta ma tran 3 x 3 dugce thanh lap nhu sau :

XeT = XY = |X3|[Y'YY]

Trong do x! X2 x3 va Y! Y? v? 1a céc thanh phén cta X
va Y. Ta st dung ki hiéu ¥! d& chi ma tran chuyén vi caa Y.

%! Iyl xiy? xiy3]
Ta c6 : 2|t YYo= xiy XY X2y
L}(3 | L)(3*5{1 w2 X%y?

Ma tran do cd thé viét dudi dang :

iyl xly? XY

100 000
X2yl X2y? XA = xly! o 0 of + X%v'|1 0 0} +
X3Y1 X3Y2 X3Y3 000 0 00
A ]
0 00
+  + X310 0 0O =
0 0 1
1 L o
_ xy! lol[io0 + X%Y! 1l{1001 + . . . + X°Y° |0][001]
0 0 1
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Ta dé dang nhan thdy ring biéu thdic dd cd nghia la :
g i T Ur] = o —=> ' 3 - >
X®Y = X'Y' @ ®ey + XY@ o) + .. + XY (5 Q6
Hay viét theo chi s6 :

X®Y =XYE e e)
Nhu vay e & e tao nén mot hé nén méi va X'Y! 1a cac

thanh phan cua t1ch ® Y trong hé nén dg.

2~3. Pinh nghia vé tenxo
Né&u ¢d mot déi tugng T sao cho cac thanh phan TV cua nd

trong hé nén e @ e duge bién d8i theo cong thic :
g l J - g

- i '
T’ = YL 27 qea (2-25)
ogP  agd
thi T 14 bat bién trong phép bién déi ti hé quy chiéu Ci sang
n'. Thuc vay, theo dinh nghia ta phai cd :

I\ — Tl} (e_’: T:)
Hay :

A ("5 LA )G, ®e)
acP oagd ot oy

T = THE @) = T/E®F)

T duge goi 12 moét tenxd hang hai va TY la cac thanh phan
phan bién cta T trong hé nén hiép bién 'é_-)® e,

Vai dmh nghia dd ta thay véi vécta V. dugc xac cilnh trong
hé nén e v6i bidu thdc nhu da cd :

V= Vg

- o - - oA - . ar
La moét tenxo hang nhit vi V cling bdt bién trong phép bién
doi toa do.
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Véi mot ham J nao dd la mot ham s6 d6i v6i cac diem ma
tri s6 cia nd khong thay déi trong phép bién d8i hé toa do thi
ham d¢ duge goi la tenxo hang khong.

Iy = JE)

Ti d6 ta cd thé md rong dinh nghia cho mot tenxo hang

bat ki, chdng han tenxo hang nam.

T - T PeTeneqen, (2720

Trong d6 cac thanh phan T''™ dugc bién d6i theo ki€u phan bién

-

piikims _ _@]]i.gﬂi‘i’lf'@]_l__?ﬂin_'rrijklm (2-27)
ocP agd gt ot o
va duge goi 14 cac thanh phan phan bién cta T trong hé nén
hiép bién.

Ta c6 nhan xét sau day : T4t cad moi phéan td cua khong
gian vécto V @ V la mot tenxo hang hai trong dé cé ca cac
nhi tich. Nhu vay mot nhi tich 14 mot tenxd hang hai nhung
diéu ngugc lai la khéng ding vi mét tenxo hang hai cd thé la
mot t8 hgp cia nhiéu nhi tich. Vi du :

—_—  —> —> — — —
T = aXQ®Y) +BU®V) +yR® S)

Nhan xét dd cing cé th€ mé rong cho tenxd hang bat ki.

2-4. Vécto co sé phan bién
Nhu trén ching ta da cé (2-18)
51
e =57
o

Ei’ducjc goi 1a cdc vécto co s hay vécto nén hiép bién.

Bay gio gia st ta ¢ mot tenxo hang hai ndo dd
& = ae”.-é? ® é_;vé trong hé toa do §' ta dua vao mot véctd mdi :

el = &Y éf (2-28)

» ; — s 4 - - A ~ ~
(Chu y e ! v6i chi s6 viét lén trén)
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Tuong tu nhu vay trong hé toa do qi ta dua vao vécto

e = ze’f’qql” (2-29)
"Thi tuong quan giua e va e P ]la nhu sau :
Ta co :
& = %
ogd
. _’7_ _’Z_
a&;l at)

Qﬂg o5 = 55
o et !

Ta cd thé viét gon lai nhu sau :

s = 10 i o PL g
Gl aC!

PP = _’Z_“"l . (2-30)
ac!

Tuong quan gita e’P va e theo dang phan bién nén el
duge goi la cdc vécto co s& (hoac nén) phan bién.

Vécto co s6 phan bién phu thudc vao hé toa d6 va tenxo _ae'.

2-S. Cac thanh phan hiép bién cua tenxo &

T bi€u thiic (2 ~-28) ta thdy ring néu biét e e thi nguoc lai
cé thé tinh duoc eJ
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Ma tran =, 13 ma trin nghich déo cua 2 va diéu kien doi
hoi 1a dinh thite | 2)'| phai khac 0 (A = 0).

Cac thanh phan ciia ma tran nghich dao dugc tinh v4i biéu thuc :

| &2 = % (2-32)
Trong do k la phan phu dai s6 cta céc phan tu cia ma
tran «' va A = deta'l

Bi€u thdc (2-31) dugc viét trong hé toa do éi néu chuyén
sang hé toa do mdi ' ta co :

—> L T
Nhung
i _ i
T S
. onp oCs
Nén
<1 i s k
o orp o on
Tu d6 ta co :
P q
ey o= L B (2-33)
o oy

Nhu vay cac thanh phan = bién d6i theo ki€u hiép bién
nén dugc goi 12 cac thanh phan hiép bién cha tenxo & trong

hé véctd co s& phan bign e

Ta c6 thé thiét lap bi€u thic tuong quan gita &; va 29 nhu sau :
eigel = ®j5. &', aejp_)@)e — 5?2{:“@3@53

e'@e! = =M ®e,

2-6. Cac thanh phan hiép bién cua vécts bat ki
; 2
Véi modt vécto bat ki V ta cd thé viét :

V = Vi = Vie. & = vel

26



Nghia 1a :
vV, = aV (2-34)
Nhu vay nhd thanh phdn hiép bién cia x ma ta da ha chi

- —
s6 cia V) cing nhu cia vécts co s3 &. V. duge biéndéi theo
- kiéu hiép bién
V== V, (2-35)

—

V. dugc goi lél cac thanh phdn hiép bién cua vécto V trong

cd s¢ phan bién o Trong trudng hgp tong quat cidc thanh phéan
hiép bién va phan bién cua vécto la khdc nhau Al = Ay |

2-7. Cac thanh phan hiép bién va hén tap cia tenxo

M6t tenxd hang bén cd thé vist dudi cdc dang sau day :

T = TN ERTeg e x e, =
_ miikim, o Ejq Em®in © cPeIge e "
T = qumn.e"P@:e 1gem@e™ =
= The a6, ®eP®cIQe
KTjip kg’
T =T,&§®e” @1y

Thanh phan TUX'™ ]a cac thanh phdn phan bién.

Cac thanh phan T

thanh phan hén tap cta tenxd T

la thanh phan higp bien va T;!la

gpmn
Cong thdc bién d6i toa d6 cua cac thanh phén hén tap la
nhu sau :

Tm -5 — a’?m Cp atq 811 i - (2-36)
E)Tzn ()72 '()Cl pq

27



